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Aufgabe 1.

(a) Finden Sie alle Primzahlen p < 200 mit Hilfe des Siebes des Eratosthenes. Eine
Vorlage finden Sie auf der letzten Seite. Hinweis:

√
200 < 15.

(b) Wir wollen ziegen, dass es unendlich viele Primzahlen der Form 6k − 1 gibt.

(i) Zeigen Sie zuerst, dass jede Primzahl p ̸= 2, 3 der Form 6k ± 1 hat.

(ii) Sei {p1, . . . pn} eine Liste von Primzahlen der Form 6k − 1 und setzen Sie
N := 6(p1 · · · pn)−1. Begründen Sie warum N eine Primzahlteiler q der Form
6k − 1 hat (Hinweis: wenn nicht, dann habe alle der Form 6k + 1), und dass
q ̸= pi für 1 ≤ i ≤ n. Schließen Sie daraus, dass es unendlich viele solche
Primzahlen geben muss.

(2+1+2 Punkte)

Aufgabe 2.

Für eine natürliche Zahl x und eine Primzahl p definieren wir

vp(x) := max{a ≥ 0 | pa teilt x}.

Es folgt nun zum Beispiel, dass vp(xy) = vp(x) + vp(y), und d = ggT(x, y) genau dann,
wenn vp(d) = min{vp(x), vp(y)} für alle p.

(a) Beweisen Sie mit Hilfe den Funktionen vp, dass ggT(x, y, z) = ggT(ggT(x, y), z).

(b) Zeigen Sie mit Hilfe der Funktion v2, dass
√
2 ̸∈ Q.

(c) Benutzen Sie die Funktionen vp um zu bestätigen, dass

kgV(ggT(x, y), z) = ggT(kgV(x, z), kgV(y, z)).

Folgern Sie, dass (I + J) ∩K = (I ∩K) + (J ∩K) für Ideale I, J,K ⊴ Z.
(1+2+3 Punkte)

Aufgabe 3.

(a) Sei k ein Körper. Wir wollen zeigen, dass der Polynomring k[x] ein Hauptidealring
ist. Für 0 ̸= f ∈ k[x] definieren wir deg(f) = n, falls f = anx

n+ · · ·+ a1x+ a0 mit
ai ∈ k und an ̸= 0. Wir setzen deg(0) := −∞.

(i) Zeigen Sie, dass deg(fg) = deg(f)+deg(g) und schließen Sie daraus, dass k[x]
nullteilerfrei ist.

(ii) [Divisionsalgorithmus] Gegeben seien f, g ∈ k[x] mit f ̸= 0. Zeigen Sie, dass
wir g = qf + r mit q, r ∈ k[x] und deg(r) < deg(f) schreiben kann.

(iii) [Hauptidealring] Sei 0 ̸= I⊴k[x] ein Ideal, und 0 ̸= f ∈ I mit deg(f) minimal.
Beweisen Sie, dass I = (f) ein Hauptideal ist.

(1+2+2 Punkte)
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(b)∗ Sei nun R = Z[i] := {a + bi ∈ C | a, b ∈ Z}. Wir wollen zeigen, dass R ein
Hauptidealring ist. Für x = a+ bi ∈ R definieren wir x̄ := a− bi und N(x) := xx̄ =
a2 + b2.

(i) Zeigen Sie, dass N(xy) = N(x)N(y) und schließen Sie daraus, dass R nulltei-
lerfrei ist.

(ii) [Division mit Rest] Gegeben seien x, y ∈ R mit x ̸= 0. Zeigen Sie, dass wir
y = qx+ r mit q, r ∈ R und N(r) < 1

2N(x) schreiben kann.

Hinweis: Setzen Sie N := N(x) und betrachten Sie yx̄ = u + vi. Zeigen Sie,
dass es m,n ∈ Z mit 1

2N < u − Nm ≤ 1
2N und 1

2N < v − Nn ≤ 1
2N .

Definieren Sie nun q := m+ ni.

(iii) [Hauptidealring] Sei 0 ̸= I ⊴ R ein Ideal, und 0 ̸= x ∈ I mit N(x) minimal.
Beweisen Sie, dass I = (x) ein Hauptideal ist.

(nur zum Spaß)

Ein Ring in dem wir einen solchen Divisionalgorithmus durchführen kann, heißt
ein euklidischer Ring. Also sind Z, k[x] für ein Körper k, und Z[i] euklidische
Ringe. Es folgt wie hier und in der Vorlesung, dass jeder euklidischer Ring ein
Hauptidealring ist. Es gibt aber Hauptidealringe, die nicht euklidisch sind, für die
es also keinen solchen Divisionalgorithmus gibt.

Aufgabe 4.

Zu Erinnerung: Um die Lösungsmenge L = {(x, y) | ax+ by = n} zu finden machen wir
Folgendes.

• Euklid : d = ggT(a, b) = as+ bt.

• d muss n teilen. Eine Lösung ist dann (x0, y0) = (ns/d, nt/d).

• Andere Lösung (x, y). Dann gilt a(x−x0) = b(y0−y) ∈ (aZ)∩(bZ) = kgV(a, b)Z =
(ab/d)Z. Also a(x− x0) = b(y0 − y) = abt/d für eine t ∈ Z.

• L = {(x0, y0) + (bt/d,−at/d) | t ∈ Z}.
Finden Sie die Lösungsmengen für die Gleichenungen und in beiden Fällen finden Sie die
Lösung mit |x| minimal.

(a) 62x+ 105y = 651.

(b) 12x− 501y = 33.
(je 2 Punkte)
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