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Aufgabe 1.
Seien f = X2 +2X + 1 und g = X3 + X2 + 2 in F3[X]. Finden Sie einen expliziten
Isomorphismus ¢: F3[X]/(f) = F3[X]/(g).

(4 Punkte)

Aufgabe 2.

Seien 1 < m < k ganze Zahlen, p eine Primzahl, und f € Z[X] ein Polynom.
(a) Zeigen Sie, dass fiir ganze Zahlen a, ¢ gilt f(c+ap®) = f(c)+ £/ (c)ap® (mod pF+™).

(b) Falls f(¢) = 0 (mod p¥) schliefen Sie daraus, dass f(c + ap*) = 0 (mod pF+™)
genau dann, wenn f’(c)a = —(f(c)/p*) (mod p™).

(4 Punkte)
Aufgabe 3.
Sei p > 5 eine Primzahl.
(a) Zeigen Sie, dass 22 = —1 (mod p) ein Losung hat genau dann, wenn p = 1 (mod 4).
Hinweis: Betrachten Sie eine Primitivwurzel modulo p.
(b) Zeigen Sie, dass 3 = 1 (mod p) drei verschiedene Losungen hat wenn p = 1
(mod 3), und nur eine Losung hat falls p = 2 (mod 3).
Hinweis: Betrachten Sie eine Primitivwurzel modulo p.
(c) Benutzen Sie (b) um zu zeigen, dass 2> = —3 (mod p) eine Losung hat genau dann,

wenn p =1 (mod 3).

Hinweis: Betrachten Sie die Faktorisierung 23 — 1 = (z — 1)(2? +  + 1) und die
quadratische Ergénzung des zweiten Faktors.

(6 Punkte)
Aufgabe 4.
Sei f=X3—-52X — 21 € Z[X].
Finden Sie alle Nullstellen von f modulo 5, 25, und 125.
Hinweis: Fiir 25 betrachten a + 5k fiir eine Nullstelle a modulo 5.
(6 Punkte)
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