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Aufgabe 1.

Sei p > 3 eine Primzahl betrachten Sie die Menge
A(p) ={1 <k <p|k—1und k sind beide quadratische Reste modulo p}.
Das heifit, fiir k € A(p) gibt es 7,y € Z mit 22 = k — 1 (mod p) und y* = k (mod p).
Es folgt, dass (y + z)(y —z) =1 (mod p).
(a) Sei 1 =ab (mod p) und setzen Sie y := (a+b) (mod p). Fiir welche a,b € Fy gilt
y* & A(p)?
(b) Beweisen Sie, dass
p—>5)/4 fallsp=1 (mod 4).
A(p)| = (p—5)/ = ( )
(p—3)/4 fallsp=3 (mod4).
(2+2 Punkte)

Aufgabe 2.

Sei ¢ :== 1(1++/=3) € C. Wir wollen zeigen, dass Z[(] C C ein euklidische Ring ist. Wir
schreiben & = a — bi fiir das komplex konjugierte Zahl von @ = a + bi € C.

(a) Zeigen Sie, dass Z[¢] = {a +b( | a,b € Z} ein Ring ist, und dass Z[¢] = Z[(].

(b) Fiir a = a + b¢ € Z[(] gilt N(a) == aa = a® + ab + b%. Zeigen Sie, dass N(a) > 0,
und finden Sie alle Einheiten in Z[(], also alle o € Z[(] mit N(«a) = 1.

(c) Seien «, f € Z[¢] mit o # 0 und schreiben Sie f/a = af/N(a) = = + y¢ mit
2,y € Q. Sei nun ¢ = ¢+ d¢ € Z[¢] mit |z — c|,|y — d| < 3. Zeigen Sie, dass fiir
r =B —qa € Z[(] gilt N(r) < 3N(a). Es folgt, dass Z[(] ein euklidische Ring ist.

(2+2+2 Punkte)
Aufgabe 3.

Sei ( = 3(1++/—3) € C.
(a) Mit Hilfe Aufgabe (2) finden Sie g := ggT(1 — 17¢,3 — 12().
(b) Berechnen Sie
¢g. P9, (1-170)/g, (3-12¢)/g.

(c) Schreiben Sie g = (1 — 17¢)x + (3 — 12¢)y mit z,y € Z[(].
(8+2+1 Punkte)
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Aufgabe 4.

Sei ¢ = %(1 +v—=3) € C und N(a) = aa. Eine a € Z[(] heiftt irreduzibel, falls fiir
a = (12 mit B; € Z[(] ist eine von 31 oder 3 eine Einheit.

(a) Fiir @ = a + b¢ € 7Z schreiben Sie 4N (a) in der Form x? 4+ my?. Benutzen Sie ihre
Antwort um zu zeigen, dass fiir eine Primzahl p € Z mit p = 2 (mod 3) gibt es
kein o € Z[¢] mit N(«a) = p.

(b) Seinun p € Z eine Primzahl mit p = 1 (mod 3). Zeigen Sie, dass es eine n € Z gibt,
sodass p ein Teiler von n? + 3 ist. Finden Sie jetzt eine o € Z[¢] mit N(«) = n?+ 3.
Zeigen Sie, dass p kein Teiler von « oder @ ist. Schliefsen Sie daraus, dass p € Z[(]
nicht irreduzibel ist. Folgern Sie, dass es m € Z[(] gibt mit N(7) = p.

(2+2 Punkte)



