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Einleitung

Die lineare Algebra entstand aus zwei Quellen. Die eine ist die analytische
Geometrie, die (im Unterschied zur axiomatischen Geometrie) Punkte durch
Koordinaten beschreibt. Die andere Quelle sind die Losungsverfahren fiir
Systeme linearer Gleichungen, die (im Unterschied zu allgemeinen algebrai-
schen Gleichungen) eine vollsténdige Beschreibung der Losungsmenge erlau-
ben. Angesichts eines solch schmalen Themengebietes mag es verwundern,
dass die lineare Algebra zusammen mit der Analysis die fachliche Basis eines
Mathematikstudiums bildet. Dies erklirt sich zum Einen daraus, dass viele
allgemeine Begriffsbildungen der Algebra bereits im Teilgebiet der linearen
Algebra als Spezialfille in einer intuitiv fassbaren Form auftauchen. Zum an-
deren liegt es daran, dass allgemeine Probleme der Analysis, etwa das Lésen
nichtlinearer Gleichungen, durch den Begriff der Ableitung ndherungsweise
auf lineare Probleme zuriickgefiihrt werden.

1 Grundbegriffe der Logik

Die Mathematik stellt viel hohere Anforderungen an die Genaugkeit von
Formulierungen, als es im Alltag iiblich ist. Darum sollten wir uns zunéchst
mit den Anfangsgriinden der Logik befassen.

1.1 Awussagen

Es werden nur Aussagen betrachtet, die einen der beiden Wahrheitswerte
swahr oder falsch®, abgekiirzt w oder f, haben. Aus gegebenen Aussagen
kann man durch Verkniipfung neue Aussagen bilden. So ist die Negation®
einer Aussage A, abgekiirzt =A und gelesen ,nicht A“ gegeben durch die
Wahrheitstafel

Al A
w f
f w

Die Verneinung der Aussage
,Du hast immer Zeit fiir mich*
ist die Aussage

,Du hast nicht immer Zeit fiir mich®.

Lauch Verneinung genannt



Verkniipfungen von zwei Aussagen A und B sind beispielsweise die Kon-
gunktion? A A B, gelesen ,,A und B*, sowie die Disjunktion® AV B, gelesen
»,A oder B, die gegeben sind durch die Wahrheitstafeln

A|B | ANB A|B | AVB
w| W w w | w w
w | f f w | f w
f|w f f|w w
f|f f f|f f

Beispiele sind die Aussagen

,Der Beschuldigte hatte ein Motiv und die Gelegenheit fiir die

Tat.”
,Dieser Neureiche hat eine Erbschaft gemacht oder im Lotto ge-

wounnen.“

Man beachte, dass in der Logik das Wort ,joder im einschliefenden Sinne

gebraucht wird.
Die Implikation® ist die Aussage A = B, gelesen ,wenn A, dann B“ die

gegeben ist durch

A= B

- 2 o 2
2 =2 =l

o 2 e

Sie driickt keine Ursache-Wirkung-Beziehung aus, z. B.:
SWenn du diese Aufgabe 16sen kannst, dann bist du ein Genie.”

Schlieflich haben wir noch die Aquivalenz A < B, gelesen ,,genau dann A,
wenn B, und die Antiwvalenz A = B, gelesen ,entweder A oder B, mit den

Wahrheitstafeln

Al B|A& B A/ B|A=1B
w | w w w|w f
w | I f w | I w
[ |w f | w w
f1f w f|f f

Zauch Und-Verkniipfung genannt
3auch Oder-Verkniipfung genannt
*auch Subjunktion genannt



Im téglichen Leben werden diese oft durch die Worte ,wenn“ bzw. ,oder”
ausgedriickt, z. B.

JWenn du mir dein Fahrrad leihst, kannst du mit meinem Ball
spielen.
,Du gibst mir jetzt den Ball zuriick oder ich sag’ es Mutti.”

Ein logisches Gesetz ist eine Verkniipfung von Variablen, die bei jeder
Belegung der Variablen mit Aussagen zu einer wahren Aussage wird, z. B.

A= AV B, ANB = B.
Viele logische Gesetze haben die Struktur einer Aquivalenz, z. B.
—A & A, (A= B) & (-B = —A),
(A B)< (A= B)A(B=A)).

(Die Aussage =B = —A nennt man iibrigens die Kontraposition der Impli-
kation A = B). Weitere Beispiele sind die Kommutativgesetze

ANB<& BAA, AVB<& BV A,
die Assoziativgesetze
(AAB)ANC & AN(BAC), (AVB)VC < AV (BV(C),
die Distributivgesetze
AV(BAC)& (AVB)AN(AVC), AN(BVC)s (AANB)V(AAQ)
sowie die de Morganschen Gesetze
—(ANB) < -AV B, -(AV B) < —~AA-B.

Um ein logisches Gesetz zu beweisen, miissen wir nachpriifen, dass es fiir
alle moglichen Wahrheitswerte der vorkommenden Variablen wahr ist. Dabei
sind die Wahrheitswerte von verschachtelten Verkniipfungen schrittweise zu
bestimmen, z. B.

A|B|A=B|B=A|(A=B)AN(B=A)
w | w w w w
w| f f w f
f|lw w f f
f|f w w w

Durch Vergleich mit der Wahrheitstafel fiir die Aquivalenz A < B finden
wir, dass diese zu der Aussage

(A= B)AN(B=A)

aquivalent ist.



1.2 Pradikate

Der Wahrheitswert des Satzes ,Ich bin ein Berliner hingt von der Bedeu-
tung des Wortes ,ich“ ab. Ein Pradikat (auch Aussageform genannt) enthélt
Variablen und wird erst zu einer Aussage, wenn man diese durch Objekte
ersetzt. Wird es zu einer wahren Aussage, so sagt man, dass es fiir diese Ob-
jekte gilt. Aussageformen mit einer Variablen nennt man auch Eigenschaften,
z. B. ,,x ist ehrlich®, solche mit zwei Variablen nennt man Relationen, z. B. ,x
ist der Vater von y“. Wir vereinbaren manchmal Abkiirzungen fiir Priadikate
in der Form P(z) oder Q(x,y) usw.

Eine Menge ist, naiv gesprochen, eine Zusammenfassungen von Objekten.
Manchmal kann man ihre Elemente aufzihlen, wobei man sie in geschweifte
Klammern einschliefst und die Reihenfolge gleichgiiltig ist, also

{Sonne, Erde, Mond} = {Erde, Mond, Sonne}.

Wenn ein Objekt zu einer Menge gehort, nennt man es ein Element dieser
Menge. Die Relation .,z ist ein Element von M* wird durch x € M abgekiirzt.
Sie wird zu einer wahren Aussage, wenn wir z. B. x durch J. F. Kennedy und
M durch die Menge der Menschen ersetzen.

Manche Préidikate ergeben nur dann einen Sinn, wenn man die Variablen
durch Elemente von bestimmten Mengen ersetzt. Wenn ein Priadikat P(x)
fiir alle Elemente einer Menge M gilt, so schreibt man

Vo e M P(x),

gelesen ,fiir alle = in M (gilt) P(x)“. Wenn wenigstens ein Element der Menge
M existiert, fiir das das Pradikat P(x) gilt, so schreibt man

dx € M P(x),

gelesen ,(es) existiert ein x in M, so dass P(x) (gilt)“. Manche Autoren
schliefen hier das Priadikat in Klammern ein. Die Zeichen V und 3 nennt
man Quantoren.

Im Fall einer endlichen Menge kann man solche Aussagen auch ohne
Quantoren formulieren, z. B.

Ve {a,b} P(x) < P(a)A P(b),
dx € {a,b} P(z) <—
Dies zeigt, dass die Gesetze

~VeeM P(z) < 3JxeM -P(x),
—dr e M P(z) < Vze M -P(x)



Verallgemeinerungen der de Morganschen Gesetze sind. Gesetze der Pradika-
tenlogik kann man nicht mehr durch Wahrheitstafeln nachpriifen. Man legt
einige als Axiome fest und gewinnt weitere durch sogenannte Schlussregeln,
worauf wir aber nicht eingehen werden.

Beuspiel 1.1. Betrachten wir das Schachspiel. Das Ziel des Spiels besteht ei-
gentlich darin, den gegnerischen Konig zu schlagen. Wohl wegen der Etikette
am persischen Hof verbot man Ziige, bei denen der Antwortzug den Konig
schlagen koénnte.

Definition. Fin am Zug befindlicher Spieler ist schachmatt, wenn es fir
jeden méglichen Zug und auch beim Auslassen des Zuges einen Antwortzug
qibt, der seinen Konig schlagen wiirde.

Wir erinnern daran, dass in einer Definition ein neuer Begriff erklirt
wird, indem man ihn mit einem bereits bekannten Begriff gleichsetzt. Im
vorliegenden Fall ist der bekannte Begriff eine Aussage mit der Struktur

Vee M3y e N(z) Q(z,y).

Man beachte, dass die Menge N(x) der erlaubten Antwortziige vom Zug x
abhingt.

Betrachten wir zum Beispiel eine Schachaufgabe von W. Meredith aus
dem Jahr 1886 (siche Abbildung 1).
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Abbildung 1: Weifs gewinnt in zwei Ziigen

Nach der Konvention ist in solchen Aufgaben Weif am Zug. Die Aufgabe
besteht also darin, folgende Aussage zu beweisen:


http://de.wikipedia.org/wiki/Schach

Es gibt einen Zug von Weifs, so dass es fiir jeden Antwortzug von
Schwarz wiederum einen Zug von Weif gibt, so dass Schwarz matt
ist.

Dies wird eine freiwillige Zusatzaufgabe auf dem ersten Ubungszettel sein. Wir wollen
hier nur die einfachere Aufgabe betrachten, dass Weif in einem Zug gewinnt, wenn Schwarz
am Zug ist.

In diesem Fall konnen die schwarzen Bauern nicht vorriicken, da weifse Figuren im Weg
stehen, und wo sie schlagen konnten, stehen keine weifen Figuren. Wiirde der schwarze
Konig auf ein freien Feld ziehen, so wiirde ihm von weifsen Bauern oder dem weifsen Liufer
Schach geboten. Wiirde er den weiffen Bauern, Turm oder Springer schlagen, so wiirde ihm
vom weifsen Turm, dem anderen weiffen Springer bzw. der weifsen Dame Schach geboten.

Schwarz kann also nur einen seiner Springer ziehen. Zieht er den vom Feld al, so ist
das Feld c2 nicht mehr gedeckt, und Weif kann seinen Springer von e3 dorthin ziehen und
dabei unter Umsténden den schwarzen Springer schlagen. Auf jeden Fall wird er Schach
bieten, und das freigewordene Feld e3 ist kein Ausweg fiir den schwarzen Konig, da es von
der weiffen Dame gedeckt ist.

Wenn Schwarz hingegen seinen Springer von d3 zieht, so kann der weifse Turm jetzt den
Schutz des Springers auf e3 ibernehmen. Wenn der schwarze Springer nicht auf e5 gezogen
wurde, kann Weift seine Dame nach h8 ziehen und Schach bieten. Das freigewordene Feld
d3 ist kein Ausweg fiir den Konig, weil es vom weifsen Turm gedeckt ist. Steht hingegen
der schwarze Springer auf eb, so versperrt er dem Konig die Flucht auf dieses Feld, und
der freigesetzte weifse Laufer kann nach c5 gezogen werden, wo er Schach bietet und von
einem Bauern geschiitzt ist. <

Zwischen Mengen und Préidikaten besteht ein enger Zusammenhang. Ist

ein Priadikat P(x) fiir beliebige Objekte x sinnvoll, so bezeichnet man die
Menge aller Objekte, fiir die P(z) gilt, mit

{z| P(x)}.
Umgekehrt ist fiir jede Menge M das Pradikat ,,o € M* fiir beliebige Objekte

x sinnvoll. Ist ein Pridikat P(x) zumindest fiir die Elemente einer gegebenen
Menge N sinnvoll, so wird durch

{r e N|P()}

eine Teilmenge von N definiert.

Wenn zwei Pradikate fiir alle Objekte dquivalent sind, dann sind die zuge-
horigen Mengen gleich. Also gilt fir Mengen M und N genau dann M = N,
wenn fiir alle Objekte z gilt r € M < x € N.

Da Mengen auch wieder Objekte sind, fiihrt dieser naive Ansatz leider
schnell zu Widerspriichen. Am bekanntesten ist die Russellsche Antinomie:
Wenn die Menge

{z |z ¢}

Element ihrer selbst ist, dann ist sie es nach ihrer Definition nicht, und um-
gekehrt. Der Ausweg besteht in der axiomatischen Mengenlehre, die aber den
Rahmen dieser kurzen Einfiihrung sprengen wiirde.



2 Lineare Gleichungssysteme

Wie bereits in der Einleitung erwéhnt, ist das Losen linearer Gleichungssys-
teme einer der Urspriinge der linearen Algebra. Solche Gleichungssysteme
treten in vielen Situationen auf.

2.1 Beispiele

Beispiel 2.1. Uber die Kinder Xaver, Yvonne und Zoe einer Familie sei fol-
gendes bekannt.

e Yvonne hat das Durchschnittsalter von Xaver und Zoe.
e Zoe ist so alt wie Xaver und Yvonne zusammen.

e Vor zwei Jahren war das Gesamtalter der Kinder drei Mal so grof wie
das jetzige Alter von Xaver.

Bezeichnen wir die Alter in Jahren mit x, y und z, so bedeutet die erste

Aussage
Ttz
YT

und die dritte Aussage
(x—2)+(y—2)+ (2 — 2) = 3z.

Die drei Aussagen lassen sich also in dem Gleichungssystem

T+ z=2y
r+y==z
y+z2=2x+4+6

zusammenfassen.

Die zweite Gleichung besagt, dass wir die Variable z durch den Ausdruck
x+y substituieren diirfen. Damit kénnen wir z aus den anderen Gleichungen
eliminieren und erhalten das Gleichungssystem

2v =y
20=x+6
Eliminieren wir hier mit Hilfe der ersten Gleichung die Variable y aus der

zweiten, so erhalten wir
3z = 6.



Somit ist = 2. Mit der letzten Substitutionsgleichung y = 2x erhalten wir
y = 4, und mit der ersten Substitutionsgleichung z = x + y folgt 2 = 6.
Allgemein gilt: Bei jeder Elimination ist das alte Gleichungssystem Aqui-
valent zum neuen Gleichungssystem ergénzt um die Substitutionsgleichung,
denn wir konnen durch Riicksubstitution das alte System zuriickgewinnen.
<
Beispiel 2.2. Wir betrachten folgende Schaltung, die nur aus Widerstianden
besteht:

Es sei I, die Stiarke des Stroms durch den Widerstand R;, wobei das Vor-
zeichen positiv oder negativ ist, je nachdem ob der Strom in Pfeilrichtung
oder dagegen fliefst. Weiter sei U, die Spannung zwischen den Kontakten
von R mit der analogen Vorzeichenregel. Nach den Kirchhoffschen Regeln
verschwindet die Summe der Stromstérken in jedem Knotenpunkt wie auch
die Summe der Spannungen entlang jeder Masche, also

I =13+ 1y, U+ Us =Us,
I+ I3 =I5, Uy =Us + Us.
Nach dem Ohmschen Gesetz gilt
Uy = Rily.

Damit konnen wir die Spannungen durch die Stromstérken ausdriicken und
erhalten ein lineares Gleichungssystem aus vier Gleichungen mit fiinf Unbe-
kannten Iy, ..., I5, das wir aus Platzgriinden nicht noch einmal hinschreiben.

Wir benutzen nun die linken Gleichungen, um I, und [5 zu eliminieren.
Die letzte Gleichung wird zu

R4([1 - 13) — R3[3 —|— R5([2 —|— [3),
und es verbleibt das Gleichungssystem mit drei Unbekannten

—RiIy + Roly = R3l3
Ryly — Rsly = R, I3



wobei wir die Bezeichnungen
Ry = R, + Ry + R, R, = R3 + Ry + R

fiir die Summe der Widerstdnde der linken bzw. rechten Masche einfiithren.
Ist R3 # 0, so konnen wir die erste Gleichung nach I3 auflésen und in die
zwelte einsetzen:

Roly — B4y
R3 '
Durch Multiplikation beider Seiten mit R3 erhalten wir

Ry, — Rs1y, = R,

Ry(Ruly — Rsly) = Ry(Roly — Ry I1),

was offenbar auch im Fall R3 = 0 gilt. Man hétte dieses Ergebnis auch
ohne Fallunterscheidung gewinnen koénnen, indem man zunéchst die zweite
Gleichung mit R3 multipliziert und dann die erste eingesetzt hitte. So sollte
man grundsdtzlich verfahren. Fassen wir wieder gleiche Variablen zusammen,
so ergibt sich

(R1R, + R3R4)I, = (ReR, + R3R5) 1.

Da nur noch eine Gleichung vorliegt, ist keine weitere Elimination mdoglich.
Dies deckt sich mit der Erfahrung, dass es nicht nur eine Losung gibt.

An Stelle von I3 kdnnen wir aus unserem Gleichungssystem auch I eli-
minieren. Ahnlich wie oben sollten wir dazu wir die zweite Gleichung mit Ry
multiplizieren:

RoRyIh — RoRs1y = RoR, I3

Anstatt die erste Gleichung nach Ryl, aufzuldsen und das Ergebnis hier
einzusetzen, ist es geschickter, die erste Gleichung mit R5 zu multiplizieren:

—RiRsIh + RoRs1y = R3Rs15

Wenn man nun jeweils die linken und rechten Seiten addiert, so heben sich
die Terme mit I, auf, und man erhélt

(RoRy — RiR5)I; = (RoR, + RyRs)Is.

Bemerkung: Der Briickenstrom I3 verschwindet, wenn Ry R, = R Rj ist,
was man im Fall Ry # 0 und R5 # 0 auch in der Form

Ry
R, Rs

schreiben kann. Dies liegt der Wheatstoneschen Messbriicke zu Grunde.



Nun betrachten wir Gesamtstrom und Gesamtspannung
I:[1+[2, U:U1+U4

Wir wollen beide durch eine einzige Grofke ausdriicken, beispielsweise
durch ;. Dazu multiplizieren wir die linke Gleichung mit Ry R, + R3R5 und
benutzen die bereits gewonnene Beziehung zwischen I, und I;:

(RoR, + R3Rs)I = (RyR, + RyRs)Iy + (Ry R, + RyRy)1.

Die rechte Seite kann man iibrigens auch in der Form (R; R, — R3)I; schreiben.

In der Formel fir U kommt Uy = R414 vor. Die Variable I, hatten wir
eliminiert. Um auch sie durch I auszudriicken, multiplizieren wir in der Sub-
stitutionsgleichung I, = I; — I3 beide Seiten mit Ry R, + R3Rs und benutzen
die bereits gewonnene Beziehung zwischen I3 und [;:

(RoRy + R3Rs)Iy = (RoR, + R3Rs)Iy — (RoRy — Ry R3)1.

Schreiben wir R, aus und fassen neu zusammen, so vereinfacht sich die rechte
Seite:
(RQRT + R3R5)[4 = <R1R5 + R2R3>Il.

Da wir an U, interessiert sind, multiplizieren wir hier beide Seiten mit R,
und erhalten
(RoR, + R3R5)Uy = (R R5 + RoR3) Rl

Multiplizieren wir beide Seiten der Gleichung U; = R;I; mit dem Koeffizien-
ten von Uy in der letzten Gleichung, so folgt nach Addition beider Gleichun-
gen

(RgRr + R3R5)U - (RQRT + R3R5)R1[1 + (Rle, + R2R3)R411.

Wir haben somit U und I durch I ausgedriickt, wobei beide Variablen mit
dem selben Koeffizienten Ry R, + R3R5 auftreten. Bilden wir auf beiden Seiten
die Quotienten, so ergibt sich fiir den Gesamtwiderstand R = U/I die Formel

R RiRoR, + RIRyRs + RiR3Rs + RoR3 Ry
B R/R, — R? ’
vorausgesetzt, die Groken RyR,+ R3Rs und R R, — R sind von Null verschie-
den. Ist der Nenner R, R, — Rg gleich Null, so verschwinden alle Widerstin-
de entlang einer Masche (Ubungsaufgabe). In diesem Fall sind die Strome
nicht eindeutig bestimmt, denn man kann einen beliebigen Kreisstrom ent-
lang dieser Masche addieren, ohne die Gleichungen zu verletzen. Die Schal-
tung vereinfacht sich dann aber, und R lasst sich sogar leichter bestimmen.
Gilt RoR, + R3R5 = 0, ohne dass der Nenner verschwindet, so verschwindet
Ry und einer der Widerstéinde R3 oder Rs. Durch Vertauschung der Bezeich-
nungen sieht man, dass die Formel auch dann das richtige Ergebnis liefert.
<
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2.2 Das Gaufische Eliminationsverfahren

Wir betrachten Gleichungen mit mehreren Unbekannten, auch Variablen ge-
nannt. Dabei beschrinken wir uns auf lineare Gleichungen, das heifst solche,
bei denen die Terme auf beiden Seiten als Summen von Vielfachen der Va-
riablen und von Konstanten geschrieben werden kénnen, wie zum Beispiel

Sr+3y—7z—1=2y+ 2 +6.

Die Vorfaktoren vor den Variablen nennt man Koeffizienten. Indem man auf
beiden Seiten der Gleichung gleiche Terme addiert, gelangt man zu einer
aquivalenten Gleichung, in der alle Terme mit Variablen auf die linke Seite
stehen und alle Konstanten auf die rechte Seite, in unserem Beispiel also

or+y—8z=T.

Ein Gleichungssystem besteht aus mehreren Gleichungen. Eine Ldsung
eines Gleichungssystems mit n Variablen besteht aus n Zahlen mit der Ei-
genschaft, dass beim Einsetzen alle Gleichungen erfiillt sind. Dabei kommt
es natiirlich auf die Reihenfolge der Zahlen an. Eine Losung ist im Fall von
zwei Variablen ein geordnetes Paar, im Fall von drei Variablen ein Tripel,
im Fall von vier Variablen ein Quadrupel usw. Aus den weiteren lateinischen
Wortern Quintupel, Sextupel usw. bildete man den allgemeinen Begriff n-
Tupel. Um bei der Aufzdhlung mehrerer Losungen deutlich zu machen, welche
Zahlen jeweils zu einem n-Tupel gehoren, schliefst man diese in Klammern
ein. Innerhalb eines n-Tupels werden die Zahlen durch Kommata getrennt.
In Beispiel 2.1 war das Tripel (2,4,6) die einzige Losung. Beim Vorkommen
von Dezimalbriichen benutzt man in deutschen Texten Semikola als Trenn-
zeichen.

Nun beschreiben wir das Eliminationsverfahren (das oft nach Gauf be-
nannt wird, obwohl es bereits vor ihm bekannt war) systematisch. Im Unter-
schied zu unserem bisherigen Vorgehen eliminiert man die Variablen in der
allgemeinen Theorie meist in aufsteigender Reihenfolge. Wenn eine Varia-
ble nicht vorkommt, kann man natiirlich gleich zur néchsten tibergehen. Wir
suchen also die erste Variable, die iiberhaupt im System vorkommt, wihlen
dann eine Gleichung, in der sie vorkommt, als Substitutionsgleichung, und
addieren jeweils ein Vielfaches dieser Gleichung zu jeder anderen Gleichung,
um dort die besagte Variable (die man in diesem Zusammenhang Elimina-
tionsvariable nennt) zu eliminieren. Anstatt die Substitutionsgleichung ge-
trennt aufzubewahren, belassen wir sie im Gleichungssystem, aber als erste
Gleichung, damit das verbleibende Teilsystem, das eine Gleichung weniger
besitzt, libersichtlich zusammengefasst ist. Auf dieses Teilsystem wird dann
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das selbe Verfahren angewendet. Da das verbleibende System mit jedem Mal
weniger Gleichungen besitzt, muss das Verfahren irgendwann zum Abschluss
kommen.

Wir kommen dabei mit den folgenden zwei Arten von Operationen aus:
Der Addition des Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen und der Ver-
tauschung von Gleichungen. Jede Losung des urspriinglichen Systems ist of-
fensichtlich auch eine des entstehenden Systems. Es gilt aber auch die Um-
kehrung, denn beide Operationen lassen sich mit der selben Art von Opera-
tionen riickgéngig machen. Das entstehende System ist somit dquivalent zum
urspriinglichen System.

Beispiel 2.3. Wir betrachten das Gleichungssystem

v+2w— x+3y— z2=2
v+3w—-3x+4dy+ z=5
20 + 3w +5y—32=3
v+4dw+ v+6y—2z=4

Da die erste Variable v in der ersten Gleichung vorkommt, kénnen wir mit
deren Hilfe diese Variable aus den anderen Gleichungen eliminieren. Dazu
subtrahieren wir die erste Gleichung von der zweiten, ihr zweifaches von der
dritten und ihr dreifaches von der vierten:

v4+2w— z+3y— 2= 2

w—2zr+ y+2z2= 3
- wH+2r— y— z=-1
—2w+4dr —3y+ z= -2

Die erste Variable, die in dem Teilsystem vorkommt, das aus den letzten
drei Gleichungen besteht, ist w, und wir konnen sie mit Hilfe der zweiten
Gleichung aus den restlichen Gleichungen eliminieren, indem wir die zweite
Gleichung zur dritten und ihr zweifaches zur vierten Gleichung addieren:

v+2w— x4+3y— z=2
w—2r+ y+2z=3

z =2

— y+5z=4

Die erste Variable, die in dem Teilsystem vorkommt, das aus den letzten
beiden Gleichungen besteht, ist 3. Sie kommt in der letzten Gleichung vor, die
somit als Substitutionsgleichung zu verwenden und in diesem Teilsystem als
oberste Zeile zu schreiben ist. In der verbleibenden Gleichung kommt y nicht
mehr vor, also eriibrigt sich die Elimination. Das Ergebnis des Verfahrens ist
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das System
v+2w— x+3y— z2=2
w—2r+ y+2z=23
— y+5z2=4
z =2

das sich von dem vorigen nur durch die Vertauschung der letzten beiden
Zeilen unterscheidet. <«

Man macht sich leicht klar, dass jedes Gleichungssystem, das im Ergebnis
des Gaufischen Eliminationsverfahrens entsteht, eine Stufenform hat, d. h.,
die Nummer der ersten Variablen, die in jeder Zeile vorkommt, nimmt von
oben nach unten zu. Dies sind genau die Variablen, die im Verfahren substi-
tuiert wurden. Am Schluss stehen die Gleichungen, die gar keine Variablen
enthalten, wo also auf der linken Seite nur eine Null steht. Wenn dort irgend-
wo auf der rechten Seite eine von Null verschiedene Zahl steht, so hat das
System keine Losung.

Andernfalls kann man die Gleichungen ohne Variablen ignorieren. Die
Variablen, die in keiner Zeile an erster Stelle stehen, nennt man freie Va-
riablen, denn man kann sie frei wihlen und erhélt jedes Mal eine Losung,
indem man die iibrigen Variablen, beginnend mit der letzten, eine nach der
anderen bestimmt. Man nennt sie darum abhdngige Variablen. Fiir die freien
Variablen fiithrt man héufig neue Variablennamen ein, genannt Parameter.
Man erhélt eine Formel, die beim Einsetzen verschiedener Parameterwerte
simtliche Losungen liefert und darum allgemeine Losung genannt wird. Ei-
ne einzelne Losung nennt man in diesem Zusammenhang auch spezielle oder
partikuldre Losung.

Beispiel 2.4. Kehren wir zum obigen Gleichungssystem zuriick. Die einzige
freie Variable ist x, die wir als Parameter ¢ bezeichnen. Die letzte Gleichung
des Systems in Stufenform liefert z = 2, aus der vorherigen erhalten wir

y=>5z—4=6,
dann aus der vorangehenden Gleichung
w=3+2r—y—2:=3+20-6-2-2=-7+421
und schlieklich aus der ersten Gleichung
v=2-2w+zr—-3y+2=2—-2(-T+2t)+t—3-6+2=—3t.
Die allgemeine Losung ist also das Quintupel

(=3¢, =7+ 2t,t,6,2).
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Insbesondere hat unser Gleichungssystem unendlich viele Lésungen. <

Im Vorgriff auf die Vektorrechnung sei erwihnt, dass man die allgemeine Losung auch
in der Form
(0,-7,0,6,2) +¢-(—3,2,1,0,0)

schreiben kann, wobei die Variablen jetzt die Rolle von Koordinaten spielen. Dies ist die
Parameterdarstellung einer Geraden im fiinfdimensionalen Raum mit dem Stiitzpunkt
(0,—7,0,6,2) und dem Richtungsvektor (—3,2,1,0,0). Sie beschreibt die gleichférmige
Bewegung eines Punktes, wenn man den Parameter als Zeit interpretiert, was die Verwen-
dung der Variablen ¢ erklirt. Man beachte, dass der Parameter in einer solchen Darstellung
mit keiner der Koordinaten iibereinstimmen muss.

Da man im Verlauf des Verfahrens aus mehreren Moglichkeiten wéahlen
kann, verwundert es nicht, dass die Aufteilung in freie und abhingige Va-
riablen nicht eindeutig ist, ebenso wenig wie die Formel fiir die allgemeine
Losung.

Eigentlich sind wir nur von einer Darstellung der Losungsmenge (als Men-
ge von n-Tupeln, die den vorgegebenen Gleichungen geniigen) zu einer ande-
ren (als Menge von n-Tupeln, die man fiir irgend eine Wahl der Parameter
erhilt) tibergegangen, und jede von beiden hat ihre Vor- und Nachteile. Die
allgemeine Losung erlaubt es, einzelne Losungen hinzuschreiben, niitzt aber
gar nichts bei der Frage, ob ein vorgegebenes n-Tupel eine Losung ist. Letz-
tere Frage kann man viel einfacher mit Hilfe des urspriinglichen Gleichungs-
systems beantworten, welches hingegen nicht unmittelbar erlaubt, auch nur
eine Losung hinzuschreiben.

Schaut man sich die Methode an, mit der wir die Losungen des Systems
bestimmt haben, nachdem es in Stufenform gebracht war, so erkennt man
auch hier Substitutionen: Wir haben den fiir eine Variable gefunden Wert in
die fritheren Gleichungen eingesetzt. Um sich das Auflésen der Gleichungen
zu ersparen, liegt es nahe, auch hierbei Gleichungen zueinander zu addie-
ren wie schon beim Gauf-Verfahren. Man eliminiert dabei zunéchst die letz-
te gebundene Variable aus allen vorherigen Gleichungen, dann die vorletzte
usw. Das gesamte derartige Vorgehen zur Lésung linearer Gleichungssysteme
nennt man auch Gauf-Jordan- Verfahren.

Beispiel 2.5. Betrachten wir noch einmal das obige System in Stufenform, so
muss man zur Elimination von z die letzte Gleichung zur Ersten addieren, ihr
doppeltes von der zweiten und ihr fiinffaches von der dritten subtrahieren:

v+2w— x+ 3y = 4
w—2r+ y =-1

— vy = —6

z= 2

Als Nachstes addiert man zur Elimination von y die dritte Gleichung zur
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zweiten und ihr dreifaches zur ersten:

v+2w— =-14
w— 27 = -7
—y — _6

z = 2

Schliefslich subtrahiert man das doppelte der zweiten Gleichung von der ers-
ten, um dort die Variable w zu eliminieren:

v + 3z = 0
w— 27 = -7
—y - _6

z= 2

Aus diesem System kann man die Losung leicht ablesen. <

Das gewéhlte Beispiel war besonders einfach, da die Substituionsvariablen
in den Substitutionsgleichungen mit dem Koeffizienten 1 oder —1 vorkamen.
Im Allgemeinen erreicht man das erst mit Hilfe einer weiteren Umformung,
namlich der Multiplikation beider Seiten einer Gleichung mit einer von Null
verschiedenen Zahl. Auch diese Operation ist umkehrbar, verdndert also die
Losungsmenge nicht.

Bei der Division durch betragsméifig kleine Zahlen verursachen kleine Ab-
weichungen in den Eingaben grofse Fehler im Ergebnis. Darum sollte man bei
mehreren Moglichkeiten diejenige Substitutionsvariable und diejenige Substi-
tutionsgleichung wahlen, in der die Substitutionsvariable mit dem betrags-
mékig grokten Koeffizienten vorkommt. Um nicht durcheinander zu kommen,
empfielt es sich, dabei die Reihenfolge der Variablen anzupassen.

2.3 Matrizen

Es ist lastig, die Gleichungen eines Systems, die sich nicht mehr dndern, im-
mer wieder abzuschreiben. Da die Reihenfolge der Variablen festgelegt ist,
kann man sich etwas Erleichterung verschaffen, indem man nur noch die
Koeffizienten notiert. Kommt eine Variable in einer Gleichung nicht vor, so
wird der Koeffizient 0 hingeschrieben, damit die Anordnung nicht durchein-
anderkommt. Das entstehende Schema nennt man Matriz, man schliefst es
in Klammern ein. Wir werden Matrizen noch zu anderen Zwecken verwen-
den, und im konkreten Fall spricht man von der Koeffizientenmatriz eines
Gleichungssystems, bzw. von der erweiterten Koeffizientenmatriz, wenn auch
die Konstanten auf der rechten Seite aufgenommen werden. Man kann auch
n-Tupel als einzeilige Matrizen auffassen. Im Unterschied zu ihnen trennt
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man die Eintrdge von Matrizen nicht durch Kommata, sondern durch etwas
grofsere Absténde.

Die bisherigen Umformungen von linearen Gleichungssystemen iiberset-
zen sich in Zeilenoperationen, die mit Matrizen vorgenommen werden:

e die Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen,
e die Vertauschung von Zeilen,

e die Multiplikation einer Zeile mit einer von Null verschiedenen Zahl.

Damit lasst sich das Gauf-Jordan-Verfahren mit geringerem Schreibaufwand
umsetzen und auch fiir die Ausfiihrung durch einen Computer programmie-
ren. Den Koeffizienten der Substitutionsvariablen in der Substitutionsglei-
chung nennt man auch Pivotelement.

Beispiel 2.6. Betrachten wir das Gleichungssystem

T+ 219+ 223+ 314 = —1
—2$1 —|—2£B2—|— ZL‘3+3ZE4 = 3
3.%1— To + 1’3—31’4: 2

Seine erweiterte Koeflizientenmatrix ist

1 2 2 3 -1
-2 2 1 3 3
3 -1 1 -3 2

Addieren wir das Doppelte der ersten Zeile zur zweiten und subtrahieren ihr
Dreifaches von der dritten, so erhalten wir

1 2 2 3 -1
0 6 5 9 1
0 -7 =5 =12 5

Als Néchstes ist das %—fache der zweiten Zeile zur dritten zu addieren. Das
Ergebnis ist

122 3 -1
065 9 1

5 3 37
00 % -3 %

Hier benotigt die Meisten schon einen Schmierzettel fiir Nebenrechnungen.
Nach dem Gaufs-Jordan-Verfahren miissen wir nun das Sechsfache der letzten
Zeile von der vorletzten und ihr %—faches von der ersten Zeile subtrahieren.
Dies ergibt

120 2 -2
06 0 18 —36
00 % -3 %



Schlieflich ist noch ein Drittel der zweiten Zeile von der ersten zu subtrahie-

ren:
3 _1
5

5
18 —36

0

6 8

_3 31
2

1
0
0 0

6

ol © O

Nun kénnen wir noch die letzte Zeile mit g zu multiplizieren und die vorletzte

durch 6 zu dividieren: "

5
—6
_9 3
5 5

3
5
3

o O =

0 0
10
01

Unser Gleichungssystem ist also dquivalent zu dem System

3 19

T Tl =—F
T2 + 3.734 = —6

T3 — 2I4 = 37

5

und wéhlen wir die freie Variable x4 als Parameter ¢, so erhalten wir die
allgemeine Losung

19 3 37 9
S 26— 3t St ).
( 5 57 ’5+5’)

Anstatt beide Seiten einer Gleichung mit einer gebrochenen Zahl zu multipli-
zieren, um sie dann zu einer anderen Gleichung zu addieren, kann man vorher
beide Seiten der Zielgleichung mit dem Nenner multiplizieren, um Briiche zu
vermeiden. Wir werden das aktuelle Beispiel gleich in etwas anderem Zusam-
menhang auf die angedeutete Weise behandeln. <«

Sind die Koeffizienten eines Gleichungssystems nur néherungsweise be-
kannt, so werden sie iiblicherweise als Dezimalbriiche angegeben, und dann
rechnet man mit diesen weiter. Sind hingegen die Koeffizienten wie im obi-
gen Beispiel als gemeine Briiche gegeben, so wird in der Regel auch eine
exakte Antwort erwartet, und dann verbieten sich Dezimalbriiche wegen der
Rundungsfehler.

2.4 Systeme mit variabler rechter Seite

In manchen Anwendungen ist ein lineares Gleichungssystem immer wieder
mit verschiedenen rechten Seiten zu l6sen, wihrend die Koeffizienten auf der
linken Seite unverdndert bleiben. In diesem Fall ist es sinnvoll, die Kon-
stanten auf der rechten Seite durch weitere Variablen zu ersetzen, um eine
Losungsformel zu finden.
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Beispiel 2.7. Wir betrachten das Gleichungssystem

T1+ 229+ 223+ 314 = 1
—2x1 4229+ 23+ 314 = Yo
31— X9+ x3—3x4 = Y3

Wie iiblich haben wir jeder Variablen eine Spalte zugewiesen, so dass sich
die Zugehorigkeit von Koeffizienten aus ihrer Stellung ergibt und wir die
Matrizenschreibweise verwenden kénnen. Die erweiterte Koeffizientenmatrix
nimmt nun folgende verallgemeinerte Form an:

1 2 2 3 100

-2 2 1 3 010

3 -1 1 -3 00 1

Wie oben addieren wir das Doppelte der ersten Zeile zur zweiten und sub-
trahieren ihr Dreifaches von der dritten:

1 2 2 3 1 00

0 6 5 9 2 10

0O -7 =5 —-12 -3 0 1
Man konnte auch weiter die selben Zeilenoperationen wie im vorigen Ab-
schnitt vornehmen, aber wir demonstrieren im Folgenden die schon erwédhnte

Methode, Briiche so lange wie moglich zu vermeiden. Dazu multiplizieren wir
die dritte Zeile mit 6 und addieren das Siebenfache der zweiten:

122 3 1 00
06 5 9 2 10
005 -9 -4 76

Wir multiplizieren die erste Zeile mit 5 und subtrahieren die letzte von der
vorletzten und ihr Doppeltes von der ersten:

5 10 0 33 13 —-14 -—-12
0 6 0 18 6 -6 -6
0 0 5 -9 -4 7 6

Nun dividieren wir die zweite Zeile durch 6 und subtrahieren ihr Zehnfaches
von der ersten:

1 -1 -1
-9 —4 7 6

3 3 —4 =2
3
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Schlieflich dividieren wir noch die erste und letzte Zeile durch 5:

1oo0 2 2
010 3 1

9 _ 4
001 -2 -4

Unser Gleichungssystem ist also dquivalent zu dem System

T tira= 3y — Sy — 3y
Ty +3Ta= 1= Yo— Y3
T3 — 3Ty = —5Y1 + 1Y + LU

Die Losung hdngt nun von den auf der rechten Seite vorgegebenen Zahlen vy,
yo und y3 ab sowie einem weiteren frei wahlbaren Parameter, z. B. t = x4.
<

Bei der Anwendung des Gaufs-Verfahrens auf ein System mit & Gleichun-
gen konnen die linken Seiten mancher Gleichungen zu Null werden. Diese
bilden ein Teilsystem, in dem nur die Variablen yq, ..., y, vorkommen. Das
urspriingliche System ist offenbar genau fiir diejenigen Werte dieser Variablen
l6sbar, die dem besagten Teilsystem geniigen.

Wir hatten auf Seite 14 erwéhnt, dass die Bestimmung der allgemeinen Lésung nur
der Ubergang zu einer anderen Beschreibung der Losungsmenge ist. Nun sind wir auch in
der Lage, den umgekehrten Ubergang vorzunehmen. Ist beispielsweise M die Menge der
Tripel (21, zq, z3), die sich in der Form

1'1:3+ t1—4t2
1’2:1+3t1+2t2
x3:2—4t1—5t2

mit beliebigen Parametern ¢; und ¢ schreiben lassen, so kénnen wir dies als Gleichungs-
system mit den Unbekannten ¢; und ¢, sowie variabler rechter Seite umschreiben:

t1—4t2:1'1—3
3t1+2t221’271
—4t1—5t2=l‘3—2

Das Gaufsverfahren fiihrt, wenn wir Nenner vermeiden, auf

t174t2:$1*3
14t = —3x1 + 22+ 8
0=—214+ 329 +223—4

Somit ist M die Losungsmenge der Gleichung

—x1 + 3z + 223 = 4.
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2.5 Die Cramersche Regel

Manchmal bendtigt man eine Formel fiir die Losung eines linearen Glei-
chungssystems mit variabler rechter Seite und variablen Koeffizienten. Das
System in Beispiel 2.2 war von dieser Art, wobei dort allerdings die Losung
nicht eindeutig bestimmt war. Das ist, wenn es keine iiberfliissigen Gleichun-
gen gibt, nur dann zu erwarten, wenn die Anzahl der Gleichungen gleich der
Anzahl n der Variablen ist.

Eine lineare Gleichung mit n Variablen zi, xo, ..., x, hat die Form

a1T1 + asxs + ...+ apx, = b,

wobei aq, as, ..., a, und b gegebene Zahlen sind. Sind mehrere solche Glei-
chungen gegeben so bezeichnen wir den Koeffizienten der j-ten Variablen in
der i-ten Gleichung mit a;;. (Eigentlich miisste man q; ; schreiben, aber aus
Bequemlichkeit tut man das nur, wenn Verwechslungen drohen, etwa wenn
fiir ¢ oder j ein Term oder eine mehrstellige Zahl eingesetzt ist.) Im Fall n = 2
hat das System die Form

a1171 + a1279 = by
2121 + Q229 = by

Zunéachst eliminieren wir z; aus der zweiten Gleichung. Um Nenner zu ver-
meiden, multiplizieren wir diese Gleichung mit ay;, bevor wir das as;-fache
der ersten Gleichung subtrahieren, und erhalten

(a11a22 - a12a21)96’2 = a11by — ag by.

Bei Elimination von z; aus der ersten Gleichung hitten wir bis auf Mul-
tiplikation beider Seiten mit —1 das Selbe erhalten. Wir kénnen auch x,
eliminieren, indem wir z. B. die erste Gleichung mit asy multiplizieren und
davon das ajo-fache der zweiten Gleichung subtrahieren:

(a11a22 - (1216112)96’1 = biag — baaqs.

In beiden Gleichungen kommt auf der linken Seite der gleiche Koeffizient vor.
Man nennt ihn diex der Koeffizientenmatrix und definiert dafiir die Schreib-

weise —DetEV'M;hante
1 12 = Q11G22 — Q124
a21  G22

Wenn die Determinante verschwindet, so ist in den letzten Gleichungen
die linke Seite gleich Null. Im Allgemeinen trifft das aber auf die rechte Seite
nicht zu, und dann hat das System keine Losung. Ist die Determinante von
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Null verschieden, so erhalten wir durch Auflésen nach den Unbekannten die
Cramersche Regel

by ai ap; by

by a9 asz  bo
Ty = 3 Ty =

11 Q12 11 Q12

Q21 Q22 Q21 Q22

Wir weisen darauf hin, dass die Determinante bei Vertauschung der Spalten
nur das Vorzeichen, aber nicht den Betrag wechselt.
Nun betrachten wir den Fall n = 3. Eliminieren wir in dem System

a1 + 12T -+ 133 = b1 (I)
2121 + 999 + A93T3 — b2 (H)
a3171 + a3y + azzrs = by (IIT)

die Variable x3 unter Benutzung der ersten und zweiten Gleichung, so erhal-

ten wir
by a13

by @23

Q12 A3
Q22 A23

11 a3
Q21 Q23

1+ . (m/)

Wie wir bereits wissen, ist es dabei gleichgiiltig, welche von beiden Glei-
chungen wir als Substitutionsgleichung benutzen. Eliminieren wir die selbe
Variable mit Hilfe der ersten und dritten Gleichung, so erhalten wir

by a13
bs ass

a2 Aais
32 Aas3

a11 a3
a31 A3z

T+ 2 =

: (I")

Entsprechend dem Gaufsverfahren wiirde man sich die erste Gleichung als
Substitutionsgleichung merken und weiter das aus den beiden letzten Glei-
chungen bestehende Teilsystem betrachten. Wendet man darauf die obige
Cramersche Regel an, so erhilt man eine Formel fiir die Unbekannten in
Form von kiirzbaren Briichen (Ubungsaufgabe). Man kann aber sofort den
gekiirzten Bruch erhalten, wenn man sich die Symmetrien des Systems zu
Nutze macht. Es gibt ndmlich keinen Grund, zwei Gleichungspaare zu be-
vorzugen. Wir konnen auch die zweite und dritte Gleichung benutzen und

erhalten
by ags
bs ass

Q22 Q23
a32 as3

Q21 A23
a3; Aass

T+ 2 — . (I/)

Zunécht ist nicht klar, was es uns niitzen soll, drei Gleichungen zu haben.
Gewdhnlich bleibt ja nach der Elimination einer Variablen ein System iibrig,
das eine Gleichung weniger enthélt. In der Tat kann man im Allgemeinen aus

zweien unserer drei Gleichungen die dritte gewinnen. Wenn wir uns daran
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erinnern, wie diese Gleichungen entstanden sind, nidmlich in symbolischer
Schreibweise

I' = agsIl — a3, I' = ags] — a3, Il = ags] — asll,

so ist offensichtlich, dass die Gleichung a3’ — a3’ + as3Ill’" nichts anderes
als 0 = 0 ist. Der Koeffizient von x; auf ihrer linken Seite ist

11 Q13
Q21 A23

a11
a31

Q21 Q23

a13
a3; Aass

— Q23

@13
+ ass
a33

Er ist der Wert der linke Seite, wenn man x; = 1 und x5 = 0 einsetzt, muss
also verschwinden. Dies kann man auch unter Benutzung der Definition der
Determinante nachrechnen.

Dieses Verschwinden bleibt erhalten, wenn wir in jeder der drei Determi-
nanten die Spalten vertauschen, da dann der gesamte Term nur das Vorzei-
chen wechselt. Vertauschen wir dann noch die Rollen von x; und x3, ersetzen
also den rechten Index 1 durch 3 bzw. 3 durch 1, so folgt

11 Qi3
Q21 A23

Q21 Q23
a31 ass

aiy + az; =0.

11 a3
— 21 )

a3; Aass

Dies kann man natiirlich einfach nachrechnen, aber uns ist klar geworden,
wie man auf die Idee kam, einen solchen Term zu betrachten.

Die letzte Gleichung zeigt, dass wir die Variable x; eliminieren kénnen,
indem wir die Gleichungen I', II' und II' mit a1, as; bzw. as; multiplizieren
und dann mit abwechselnden (lateinisch: alternierenden) Vorzeichen addie-
ren. Es ergibt sich

Q22 A23 Q12 Aa13 Q12 13
ain — a1 + ag 1)
a3z Q33 a3z Q33 Q22 Q23
a by ass by a3 +a by a3
=an — Qg1 1 .
bs as3 by as3 K by ao3

Den Koeffizienten auf der linken Seite nennt man die Determinante der
Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems und definiert die Schreibweise

11 a2 13
21 Qg2 Q23| = Q11
a31 dazz G33

Q12 Aa13
Q22 Q23

Q12 A3
32 A33

Q22 A23
32 Aa33

— Q21 + a3

Wenn diese Determinante verschwindet, so ist das System nicht fiir beliebige
rechte Seiten losbar. Ist sie aber von Null verschieden, so erhalten wir die
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Cramersche Regel
ain by a3
ag by ags
asz; b3 ass

To =
11 aiz2 A3

Qg1 Q22 (23

azy Gaz2 @33
Es ist klar, dass die Determinante bei der Vertauschung der letzten beiden
Spalten nur das Vorzeichen wechselt. Wenn wir also die Rollen von x5 und
x3 vertauschen und dann in der Losungsformel die letzten beiden Spalten
sowohl im Zéhler als auch im Nenner vertauschen, so folgt

a;; aip b

az Gz by
asi asy bz

T3 =
11 aiz2 A3

Q21 Q2 Q23

agy az2 ass
Wir konnen die Determinante der Koeffizientenmatrix vollstdndig ausmulti-
plizieren und neu zusammenfassen. Sie ist z. B. gleich

11022033 — Q11023032 + (21032013 — (21012033 1+ 431012023 — 431022013

_|@21 G292 a @11 A12 Qo + @11 A12 a
= 13 — 23 33
a31 a3z a3p  as2 21 Q22

Also wechselt die Determinante auch bei der Vertauschung der ersten beiden
Spalten nur das Vorzeichen, und wie oben folgt

by a2 ais
by as ass
bs asy as3

Ir1 =
11 daiz2 A3

Q21 A22 A3
a31 az2 G33

Man nennt die obigen Formeln, die die Determinante einer dreireihigen
Matrix durch zweireihige Determinanten ausdriicken, die FEntwicklung nach
der ersten bzw. dritten Spalte. Man findet leicht die Entwicklung nach der
zweiten Spalte

itz s Q21 Q23 ai; Qi3 ai; a3
a1 Q2 Q23| = —Q12 + ag — as2

az1 ass as1 Aass a21 Q23
31 dAazz2 ass
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Die Entwicklung nach einer Spalte kann wie folgt einheitlich beschreiben: Die
Determinante ist die Summe aller Eintrége der betreffenden Spalte multipli-
ziert mit ihren jeweiligen Kofaktoren. Dabei ist der Kofaktor eines Matrix-
eintrages die Determinante der Untermatrix, die sich durch Streichen seiner
Zeile und Spalte ergibt, multipliziert mit einem Vorzeichenfaktor. Diese Fak-
toren bilden ein schachbrettartiges Muster, beginnend mit einem Plus in der
linken oberen Ecke.

Die beschriebene Losungsformel fiir n = 2 und n = 3 wurde von Colin
Maclaurin gefunden. Gabriel Cramer hat 1750 ohne Beweis eine Verallgemei-
nerung auf beliebige n beschrieben, die Gottfried Wilhelm Leibniz bereits
frither gefunden und bewiesen, aber nicht ver6ffentlicht hatte. Pierre Frédéric
Sarrus gab 1833 noch eine Merkregel fiir den Fall n = 3 an, die sich aber
nicht auf grokere n verallgemeinert.
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3 Algebraische Strukturen

Bisher haben wir auf die Schulkenntnisse {iber Zahlbereiche aufgebaut. Um
tiefer in die Theorie einzudringen, bendtigen wir nun genauere Kenntnisse.
Wir setzen die Grundbegriffe der Mengenlehre voraus, auf die in der Veran-
staltung zur Analysis ndher eingegangen wurde. Insbesondere bezeichnen wir
die Menge aller geordneten Paare (x,y), wobei = ein Element einer Menge X
und y ein Element einer Menge Y ist, mit X x Y, genannt Produktmenge von
X und Y. Die Menge aller n-Tupel, deren Eintriage Elemente einer Menge X
sind, bezeichnen wir mit X".

3.1 Aquivalenzrelationen und Ordnungen

Eine wichtige Methode der Wissenschaften ist die Klassifikation von Lebe-
wesen, Objekten, Lauten oder Begriffen. Ein dhnlicher Prozess ist die Eintei-
lung der Teilnehmer/innen eines jeden Tutoriums in Abgabegruppen. Solche
Sachverhalte konnen wie folgt mathematisch wiedergegeben werden.

Definition 1. Fine Partition einer Menge X ist eine Menge P von nicht-
leeren Teilmengen von X, so dass es fir jedes Element x von X genau ein
Element A von P mit der Figenschaft x € A gibt.

Bei einer Klassifikation, beispielsweise von Lebewesen, gibt es keine vor-
gefasste Liste von Klassen® oder Arten. Vielmehr gibt es Kriterien dafiir,
wann zwei Lebewesen zur selben Art gehoren. So ein Kriterium ist logisch
betrachtet eine Relation. Dabei sind beide Variablen, die in der Relation
vorkommen, mit Elementen ein und der selben Menge zu belegen, und wir
sprechen dann von einer Relation auf einer Menge.

Definition 2. Eine Relation® ,~% auf einer Menge X wird Aquivalenz-
relation genannt, wenn fir beliebige Elemente x, y und z von X gilt:

e r~zx
o T~y = Yy~
o T~y Ny~z = r~2

Diese drei Axiome der Aquivalenzrelation nennt man Reflezivitit, Sym-
metrie und Transitivitdt.

®Das lateinische Wort classis kommt von dem Verb clamare (rufen, auch einberufen).
Im alten Rom wurden die Biirger nach ihrem Stand in in Klassen eingeteilt, die jeweils
bestimmte Teile des Heeres und der Flotte aufbieten mussten. Daraus gingen die Steuer-
klassen hervor.

6Das Zeichen ,,~* wird ,Tilde* oder ,Schlange” gelesen, und wenn es eine Aquivalenz-
relation ohne eigenen Namen bezeichnet, auch als ,Aquivalent®.
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Satz 1. Es seir X eine Menge.

(i) Ist P eine Partition von X und definieren wir fir xz, y € X
r~y & JAeP(xeA AN yeA),
s0 ist ,~* eine Aquivalenzrelation auf X .

(ii) Ist ,~* eine Aquivalenzrelation auf X und setzen wir fir jedes Element
x von X

[z] ={y e X [y ~x},

genannt Aquivalenzklasse von x, so ist”
P=A{[z] |z € X}
etne Partition von X.

Die Gleichheitsrelation ist iibrigens ein Beispiel einer Aquivalenzrelation.
In diesem Fall besteht die zugehorige Partition aus den Einermengen in X.

Beweis. Ist eine Partition P gegeben und definieren wir eine Relation ~ wie
in (i), so ist sie offensichtlich reflexiv und symmetrisch. Gilt  ~ y und y ~ z,
so gibtes A, B € P,sodass z,y € Aund y, 2 € Bist. Da aber y in nur einem
Teil der Partition enthalten sein kann, gilt A = B, und die Transitivitit folgt.

Nun betrachten wir eine Aquivalenzrelation ,~“ und definieren P wie in
Behauptung (ii). Wegen der Reflexivitiat gehort jedes Element x von X zu
einem Element von P, ndmlich [z].

Angenommen, fiir Elemente z, y von X haben [z] und [y] ein gemeinsames
Element z. Dann gilt z ~ x und z ~ y. Mit der Symmetrie folgt  ~ z, und
mit der Transitivitiat folgt = ~ y. Fir jedes Element u von [z] gilt u ~ z,
und mit der Transitivitit folgt u ~ y, so dass [z] C [y]. Genauso zeigt man
[y] C [x], und somit folgt [z] = [y]. Verschiedene Aquivalenzklassen sind also
disjunkt, und darum kann ein Element von X nur zu einer gehdoren. O

Eine andere wissenschaftliche Methode besteht darin, Objekte (etwa che-
mische Elemente, archéiologische Funde) nach gewissen Kriterien in eine Rei-
henfolge zu bringen. Auch diese Kriterien sind Relationen.

Definition 3. FEine Relation® ,<“ auf einer Menge X wird Ordnung ge-
nannt, wenn fir beliebige Elemente x, y, z von X gilt

o r X1z

"Exakter wire P = {A |Jx € X A =[z]}.
8oft gelesen ,yor oder gleich®
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e r=XyYyNyx = =y
e ryYyNyxz ==z
eryVyw
FEine Menge zusammen mit einer Ordnung nennt man geordnete Menge.

Die zweite Eigenschaft nennt man Antisymmetrie, die letzte nennt man
Totalitdt, die anderen sind uns bereits bekannt. Beispiele von Ordnungen sind
die Kleiner-Gleich-Relation zwischen reellen Zahlen oder die Reihenfolge im
Alphabet. Aus jeder Ordnung erhilt man eine strikte Ordnung

r<y & =3y AN zxHuy,

die man ebenfalls durch vier Axiome charakterisieren kann, und aus jeder
strikten Ordnung erhilt man eine nichtstrikte:

r=y & x<yVr=y.

Durch Vertauschung der Argumente entsteht eine Ordnung, die man gern
durch das gespiegelte Symbol abkiirzt und entgegengesetzte Ordnung nennt,
also

Ty & y<a

Die Verkniipfung
r<yNy<z

schreibt man oft in der platzsparenden Form
r<y=<z

Eine Relation, die reflexiv, antisymmetrisch und transitiv, aber nicht un-
bedingt total ist, nennt man eine Halbordnung. Ist beispielsweise ,,<“ eine
strikte Ordnung auf einer Menge X, so erhalten wir eine strikte Halbord-
nung ,,<“ auf X" durch die Festlegung

(1, Tn) < (Y15 -+, Yn), wenn 1 < Y1, ..., LTn < Yn.

Ein Beispiel fiir eine Ordnung auf X™ ist die (aufsteigende, strikte) leziko-
graphische Ordnung ,<“, die wie folgt definiert ist:

(x1,...,2n) < (Y1,---,Yn), wenn fiir den kleinsten Index [ mit
der Eigenschaft x; # y; gilt x; < y;.

Auf diese Weise werden Worter der Linge n im Lexikon geordnet, wenn X
das Alphabet ist. Geht man von der entgegengesetzten Ordnung auf X aus,
so erhdlt man die absteigende lexikographische Ordnung.
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3.2 Ringe
3.2.1 Definition und erste Beispiele

Die Bereiche der ganzen Zahlen, der rationalen Zahlen und der reellen Zahlen,
die man nach Bourbaki mit Z, Q bzw. R abkiirzt, sind Beispiele fiir den
folgenden Begriff.

Definition 4. Fin kommutativer Ring ist eine Menge R mit zwei Operatio-
nen bzw. Verkniipfungen, genannt Addition und Multiplikation, die folgende
FEigenschaften haben.

(i) Fir alle a, b€ R gilt

a+b=b+a, a-b=">b-a.

(ii) Fir alle a, b, c € R gilt

(a+b)+c=a+ (b+c), (@a-b)-c=a-(b-c)

(iii) Fir alle a, b, c € R gilt

(@a+b)-c=a-c+b-c c-(a+b)=c-a+c-b.

(iv) Es gibt ein Element 0 € R, so dass fir alle a € R gilt

a+0=a, 0+a=a.

(v) Es gibt ein Element 1 € R, so dass fir alle a € R gilt

a-1=a, 1-a=a.

(vi) Fir beliebige a, b € R ist die Gleichung
a=z+b
n R losbar.

Dabei verstehen wir unter einer Operation bzw. Verkniipfung auf einer
Menge R eine Abbildung R x R — R. Die genannten Eigenschaften nennt
man die Axiome eines kommutativen Ringes. Insbesondere nennt man die Fi-
genschaften (i), (ii) und (iii) das Kommutativgesetz, das Assoziativgesetz und
das Distributivgesetz. Verlangt man nicht die Kommutativitit der Multiplika-
tion, so erhélt man den Begriff eines Ringes ohne das Adjektiv ,kommutativ®,
wobei aber die Kommutativitdat der Addition auch hier vorausgesetzt wird.
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Haben Elemente 0 und 0" beide die Eigenschaft (iv), so folgt
0'=0+0=0.

Analog zeigt man, dass es nur ein Element mit der Eigenschaft (v) geben
kann. Obwohl jeder Ring sein eigenes Null- bzw. Einselement besitzt, werden
diese meist einheitlich mit 0 und 1 bezeichnet. Das Multiplikationszeichen
wird oft weggelassen, wenn das nicht zu Verwechslungen fiihrt. Manchmal
werden sogar Ringe ohne Einselement betrachtet.

Sind ¢ und ¢ Losungen der Gleichung in (vi) im Fall a = 0, so folgt

d=d+0=+0b+c)=(+b+c=0+c=c

Man nennt das eindeutig bestimmte Element ¢ mit der besagten Eigenschaft
das entgegengesetzte Element von b. Ist nun a beliebig, so ist z = a + ¢ eine
Losung. Man sieht leicht, dass sie eindeutig bestimmt ist, und bezeichnet sie
mit a — b. Statt 0 — b schreibt man auch —b.

Fiir jedes Element a erhalten wir

a-0=a-(0+0)=a-0+a-0.

Addieren wir auf beiden Seiten das entgegengesetzte Element von a - 0, so
folgt
0=a-0. (vii)

Ist in einem Ring das Nullelement gleich dem Einselement, so gilt fiir jedes
Ringelement a, dass a = a-1=a-0 =0, also folgt R = {0}, und dies erfiillt
in der Tat alle Anforderungen an einen Ring.

Der Bereich N der natiirlichen Zahlen bildet keinen Ring, weil die Bedin-
gung (vi) nicht erfiillt ist. Als weiteres Beispiel eines Ringes betrachten wir
die Menge {g,u} mit den Operationen

+1g u -lg u
g|1g u g8 g
uju g ulg u

In diesem Ring ist g das Nullelement und u das Einselement.

Auch die Menge aller Funktionen auf einer Menge X mit Werten in einem
Ring R, die man manchmal mit RX bezeichnet, wird zu einem Ring, wenn
wir die Summe f + g und das Produkt f - g von Funktionen f und g durch

(f+9)@) = f(x) +9(z),  (f-9)(x) = f(z) g(z)

fiir x € X definieren.
In der Mathematik sind nicht nur Strukturen wichtig, sondern auch struk-
turerhaltende Abbildungen.
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Definition 5. Gegeben seien Ringe R und S. Eine Abbildung h : R — S
wird Homomorphismus genannt, wenn sie folgende Figenschaften hat.

(i) Es gilt h(0) =0 und h(1) = 1.
(ii) Fir alle Elemente a und b von R gilt
h(a +b) = h(a) + h(b), h(a-b) = h(a) - h(b).

Ist zudem R = S, so nennt man h einen Endomorphismus. Ein umkehrbarer
Homomorphismus heifit Isomorphismus, ein umkehrbarer Endomorphismus
heifit Automorphismus. Zwei Ringe heiffen isomorph, wenn es zwischen ihnen
etnen Isomorphismus gibt.

Man beachte, dass hier die Symbole 0, 1, + und - auf verschiedenen Seiten
der Gleichung verschiedene Bedeutung haben: Links beziehen sie sich auf den
Ring R und rechts auf S. Man priift leicht nach, dass die Umkehrabbildung
eines umkehrbaren Homomorphismus wieder ein Homomorphismus ist. Hier
sind einige Beispiele:

(i) Ist R ein Unterring von S, also eine Teilmenge, die das Null- und Eins-
element enthélt, abgeschlossen unter Addition und Multiplikation ist
und beziiglich dieser Operationen wieder ein Ring ist, so ist die Abbil-
dung R — S, die jedes Element auf sich selbst abbildet, ein Homomor-
phismus.

(ii) Wir erhalten einen Homomorphismus Z — {g,u}, indem wir jeder
geraden Zahl das Element g und jeder ungeraden Zahl das Element u
zuordnen.

3.2.2 Polynome

Das Rechnen mit Variablen funktioniert auch, wenn wir statt Zahlen Elemen-
te eines kommutativen Ringes R betrachten, vorausgesetzt, wir benutzen nur
die Operationen Addition und Multiplikation. Terme sind Zeichenketten, die
nach folgenden Regeln gebildet werden:

e Jedes Element von R ist ein Term.
e Jede Variable ist ein Term.

e Schreiben wir zwei Terme hintereinander, getrennt durch das Zeichen
,+ oder .-, so erhalten wir einen Term, genannt formale Summe bzw.
formales Produkt der beiden Terme.
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Im letzteren Fall sind die beiden Terme, zumindest bei Abweichung von den
Vorrangregeln, in Klammern einzuschliefen. Belegt man die Variablen mit
Elementen von R, so kann man alle Rechenoperationen ausfiithren und erhalt
einen Wert in R. Dabei gehen die formale Summe und das formale Produkt
zweier Terme in die Summe bzw. das Produkt ihrer Werte iiber. Als Mafs fiir
die Kompliziertheit eines Terms definiert man seinen Grad wie folgt:

e Das Nullelement 0 hat den Grad —oo.

Jedes Element von R\ {0} hat den Grad 0.
Jede Variable hat den Grad 1.

Der Grad der Summer zweier Terme ist das Maximum ihrer Grade.

Der Grad des Produkts zweier Terme ist die Summe ihrer Grade.

Definieren wir (—oo)+n = —oo fiir alle natiirlichen Zahlen n, so ist der Grad
eines Terms ohne Variablen gleich dem Grad seines Wertes.

Definition 6. Zwei Terme nennen wir dquivalent, wenn man durch formale
Anwendung der Rechengesetze (1)—(v) und (vii) sowie durch die Ausfihrung
von Rechenoperationen mit Ringelementen den einen in den anderen umfor-
men kann.

Die Aquivalenzklassen von Termen mit Elementen aus R und Variablen
x, 1y, ... nennt man Polynome in x, y, ... mit Koeffizienten in R.

Der Grad eines Polynoms ist das Minimum der Grade seiner Reprdsen-
tanten.

Wir benutzen das Zeichen ,, =" fiir die Aquivalenz von Termen. Dies ist
tatséichlich eine Aquivalenzrelation. Ihre Abhéngigkeit von R kennzeichnen
wir nicht in der Notation. Die Rechengesetze iibersetzen sich in Aquivalenzen,

z. B. die Kommutativgesetze in
— — <!
rty=yte, ay=y-w (i)

Solche Aquivalenzen sind keine Priidikate, sondern Aussagen, und die Va-
riablen sind hier keine freien, sondern so genannte formale Variablen. Man
beachte, dass im Unterschied zu Gleichung (vii) die Aquivalenz

z-0=0 (vil')

nicht aus den Aquivalenzen (i')—(v') folgt.
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Beispiel 3.1. In jedem Ring gilt die erste binomische Formel
(x+y)-x+y)=c-c+(1+1)-2-y+y-y.

Im Ring der ganzen Zahlen kann man 1 + 1 durch 2 ersetzen, wihrend im
obigen Ring {g,u} dies das Nullelement g ist und man den mittleren Term
weglassen kann.

Man kann auch Terme mit der Rechenoperation ,,—“ zulassen, wenn man
zusétzlich die Relation  —y = x+(—1)-y benutzt, wobei —1 hier als Element
von R gemeint ist. Dann haben wir die zweite und die dritte binomische
Formel

(z—y)- -y =rv-r-A+1)-2-y+y-y,
(z+ty) (z—y)=r-2-y- -y

Natiirlich kann man die zweite binomische Formel als Spezialfall der ersten
betrachten. «

Ublicherweise fithrt man fiir die Aquivalenzklassen von Termen keine
neue Bezeichnung ein, sondern schreibt sie einfach als Terme. Manche Klam-
mern werden aufgrund der Rechengesetze nun iiberfliissig. Der Kiirze halber
schreibt man Produkte einer Variablen mit sich selbst als Potenzen, aber
allgemein ist die Operation des Potenzierens (mit variablen Exponenten) in
Polynomen nicht erlaubt. Es ist {iblich, ein Polynom durch einen Buchsta-
ben abkiirzen, hinter den man die vorkommenden Variablen in Klammern
schreibt, z. B.

f(z,y) = (32% + 2zy) (5x + vy + 4y).

Das Belegen der Variablen durch Elemente von R wird auch in dieser Schreib-
weise vorgenommen, beispielsweise

f2,1)=3-22+2-2-1)(5-2+1*+4-1) =16 - 15 = 240.

Bei den Aquivalenzumformungen haben wir Rechengesetze formal auf Ter-
me angewendet. Diese werden beim Einsetzen von Ringelementen zu wahren
Aussagen. Aquivalente Terme liefern somit das selbe Ergebnis. Jedes Poly-
nom in n Variablen mit Koeffizienten in einem Ring R liefert also eine Funk-
tion f: R" — R, fiir die man das selbe Formelzeichen benutzt. Funktionen,
die auf diese Weise entstehen, nennt man ganzrationale Funktionen.

Mit Termen kann man mehrere Operationen ausfithren: Man kann sie
addieren, miteinander multiplizieren, und man kann eine Variable in einem
Term durch einen anderen Term ersetzen. Substituieren wir etwa in dem
obigen Beispiel die Variable y durch den Term 7x + z, so erhalten wir

flz, 7z + 2) = (32% + 22(Tx + 2))(5r + (Tx + 2)* + 4(Tx + 2)).
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Wenn man einen der beteiligten Terme durch einen dquivalenten ersetzt,
dann geht in all diesen Féllen das Ergebnis in einen dquivalenten Term {iber.
Folglich kann man diese Operationen auch mit Polynomen ausfiihren. Insbe-
sondere ist die Menge der Polynome in x und y mit Koeffizienten in einem
gegebenen kommutativen Ring R wieder ein kommutativer Ring, den man
mit R|x, y] bezeichnet. Analog erhilt man den Polynomring fiir eine beliebige
Menge von Variablen. Aufterdem ist eine Verkettung ganzrationaler Funktio-
nen wieder eine ganzrationale Funktion.

Die Menge aller Terme ist schwer fassbar, aber man kann sie vereinfachen.
Ein Term heifst Monom, wenn er ein Produkt eines Ringelementes und von
Variablen ist, wobei Letztere auch fehlen diirfen. Wahlt man eine Ordnung
(Reihenfolge) auf der Menge der Variablen, so ist es iiblich, die Faktoren in
aufsteigender Reihenfolge zu ordnen. Ein Monom in den Variablen zq, ...,
T, lasst sich beispielsweise in der Form

i1 in
al’l .. .a’;‘n

schreiben. Unter seinem Exponenten verstehen wir das n-Tupel (i1, ..., 1,),
und sein Grad ist i1 + ...+ 1,. Wir sagen, ein Term sei in Normalform, wenn
er eine Summe von Monomen mit paarweise verschiedenen Exponenten ist.
Man kann zeigen, dass jeder Term dquivalent zu einem Term in Normalform
ist, z. B.

f(z,y) = 152% + 3%y + 2227y + 22y® + Say/”.

Ublicherweise zihlt man die Monome entsprechend der absteigenden lexiko-
graphischen Ordnung ihrer Exponenten auf.

Satz 2. Zwei Terme in Normalform sind genau dann dquivalent, wenn in bei-
den die Monome mit gleichen Ezponenten jeweils die gleichen Koeffizienten

haben.

Der Grad eines Polynoms ist gleich dem Grad seiner Normalform.

Nicht vorkommende Monome kann man bei Bedarf mit dem Koeffizienten
Null hinzufiigen. Der Satz zeigt, dass man die Gleichheit zweier Polynome
durch Koeffizientenvergleich in der Normalform feststellen kann.

Beispiel 3.2. Fiir den Ring R = {g,u} gibt es nur vier Funktionen R — R.
Insbesondere ist
Vo€ R (2* =1),

obwohl nach Satz 2 gilt?
? #x.

=

2Manche Autoren sprechen das Zeichen ,=* als ,identisch gleich“ aus und verstehen
es als Synonym fiir die entsprechende Allaussage, aber wir benutzen es, um die beiden
Aussagen zu unterscheiden.
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Es konnen also unendlich viele Polynome die selbe ganzrationale Funktion
ergeben. <

Zum Beweis von Satz 2, der nicht zum Pflichtstoff gehdrt, benotigen wir folgenden
Hilfssatz.

Lemma 1. Es sei R ein Unterring des kommutativen Ringes S und n eine natirliche
Zahl. Des weiteren seien x1, ..., xn Variable und by, ..., b, Elemente von S. Dann
gibt es genau einen Homomorphismus h : Rlxy,...,z,] — S, so dass h(xzy) = by, ...,
h(zn) = by, und h(a) = a fir alle a € R.

Zum Beweis des Lemmas nur soviel: Ist ein Polynom mit Koeffizienten in R gegeben,

so kénnen wir es als Polynom mit Koeffizienten in S betrachten und fiir die Variablen z1,

.., Ty die Elemente by, ..., b, einsetzen. Der entstehende Wert in S ist dann das Bild
des gegebenen Polynoms unter der Abbildung h.

Die meisten Autoren definieren einen anderen Begriff des Polynoms, den wir zur Un-
terscheidung Normalpolynom nennen wollen. Ein Normalpolynom in n Variablen mit Ko-
effizienten in einem Ring R ist eine Abbildung a, die jedem n-Tupel (i1, ...,4,) von na-
tiirlichen Zahlen ein Element a;, ... ;, von R zuordnet, wobei nur endlich viele Werte von
Null verschieden sind. Fiir den Moment bezeichnen wir die Menge dieser Normalpolynome
mit R,. Es sei g : R, — R[z1,...,z,] die Abbildung, die einem Normalpolynom a das

Polynom
Z @iy ..., Z-nxzf x;
(1,--0y8n)
zuordnet. Es gibt nur eine Moglichkeit, eine Addition und eine Multiplikation von Nor-

malpolynomen zu definieren, so dass R,, zu einem Ring und g zu einem Homomorphismus
wird. Fiir diesen Ring beweist man ein Analogon von Lemma 1, und g ist der darin vor-

kommende Homomorphismus im Fall S = R[zy,...,2,] und by = x4, ..., b, = z,. Nun
kénnen wir das urspriingliche Lemma 1 im Fall S = R,, anwenden und erhalten einen Ho-
momorphismus h : R[z1,...,z,] = R,. Die Verkettung g o h erfiillt dann ebenso wie die
identische Abbildung die Bedingungen von Lemma 1 im Fall S = R[z1,...,x,], also muss
wegen der Eindeutigkeitsaussage goh = id sein. Ebenso beweist man, dass hog = id. Somit
sind g und h zueinander inverse Homomorphismen und folglich die Ringe R[x1, ..., z,] und

R,, isomorph, so dass die Bezeichnung R,, letztlich iiberfliissig wird. Nun folgt die erste
Behauptung von Satz 2 aus der Bijektivitat von g.

Die zweite folgt daraus, dass jeder Term dquivalent zu einem Term in Normalform von
nicht héherem Grade ist.

In Anlehnung an das englische Wort ,degree kiirzt man den Grad ei-
nes Polynoms f oft mit deg f ab. Ein Polynom, in dessen Normalform alle
Monome den gleichen Grad haben, nennt man homogenes Polynom. Man
kann jedes Polynom als Summe von homogenen Polynomen schreiben, die
man seine homogenen Komponenten nennt. So hat das obige Polynom f
beispielsweise die homogenen Komponenten

3%y + 2ay° und 1523 + 2222y + 8x1/°.
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Lemma 2. Fiir Polynome f und g mit Koeffizienten in einem nullteilerfreien
kommutativen Ring R gilt

deg(f + g) < max{deg f,deg g}, deg(f - g) = deg f +degyg

und, wenn f ein Polynom in einer Variablen ist,

deg(fog) =deg f-degyg.

Dabei wird —oo - n = —oo festgelegt. Ein Ring heilst nullteilerfrei, wenn
er keine von Null verschiedenen Elemente a und b hat, fiir die ab = 0 ist.

Beweis. Die erste Behauptung ist klar, da die Monome in der Normalform
von f + g durch Zusammenfassen der Monome von f und g mit gleichen
Exponenten entstehen. Wenn sich dabei die Monome vom hochsten Grad
wegkiirzen, so ist die Ungleichung strikt.

Fiir die zweite Behauptung geniigt es, die homogenen Komponenten hochs-
ten Grades von f und g zu betrachten. Darum kénnen wir annehmen, dass
f und g selbst homogen sind. Wir ordnen die Exponenten lexikographisch.
Kommt (iy,...,4,) vor (i{,...,d,), so kommt (i; + j1,...,%, + Jn) vor (i) +
J1y -y 0+ Jn). Somit ergibt sich der lexikographisch héchste Exponent von
f - g nur einmal, ndmlich als Summe der lexikographisch hochsten Exponen-
ten von f und von g. Der zugehorige Koeffizient von f ist das Produkt der
zugehorigen Koeffizienten in f und g, also wegen der Nullteilerfreiheit von R
nicht Null.

Fiir die dritte Behauptung geniigt es wieder, den Fall von homogenem
f zu betrachten. Da f jetzt nur von einer Variablen abhéngt, bedeutet das
f(x) = ax™. Es ist also zu zeigen, dass deg ¢" = ndeg g ist. Fiir n = —oo gilt
dies laut Festlegung. Fiir n > 0 verwenden wir die Methode der vollsténdigen
Induktion, die in der Veranstaltung zur Analysis besprochen wurde. Im Fall
n = 0 ist die Behauptung klar. Wegen ¢g" ™! = ¢"-g erhalten wir aus der bereits
bewiesenen Formel fiir Produkte deg ¢"™ = deg ¢g" + deg g. Somit folgt aus
der Giiltigkeit der Formel fiir eine Zahl n ihre Giiltigkeit fiir n + 1. O]

In dieser Vorlesung geht es zwar vorrangig um die Losung linearer Glei-
chungen, aber wir benétigen auch Aussagen iiber nichtlineare algebraische
Gleichungen mit einer Variablen. Jede solche Gleichung kann man in der
Form f(x) = 0 mit einem Polynom f schreiben, und ihre Losungen im
Ring R, aus dem die Koeffizienten von f stammen, nennt man die Nullstellen
des Polynoms f.

Satz 3. Ein Polynom vom Grad n > 0 in einer Variablen mit Koeffizienten
in einem nullteilerfreien Ring hat héochstens n Nullstellen.
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Beweis. Ein solches Polynom hat die Normalform
f(z) = ao + a17 + agx® + ... + a,z™.
Offensichtlich ist f(0) = ao. Ist 0 eine Nullstelle von f, so gilt
f(x) =z(a1 +agz + -+ +az™ ).

Wir behaupten allgemein: Ist ¢ eine Nullstelle von f, so gibt es ein Polynom g,
so dass f(z) = (z — ¢)g(x). Zum Beweis bemerken wir, dass ¢ genau dann
eine Nullstelle von f ist, wenn 0 eine Nullstelle des Polynoms f.(y) = f(y+c¢)
ist. Nach dem bereits beweisenen Spezialfall gibt es dann ein Polynom A, so
dass f.(y) = yh(y). Nun folgt f(x) = fo(x — ¢) = (z — ¢)h(z — ¢), und wir
kénnen g(z) = h(z — ¢) setzen.

Die Behauptung des Satzes folgt nun durch vollsténdige Induktion. Ist
n =0, so ist f(x) eine Konstante, die nach Definition des Grades nicht Null
ist, also hat f keine Nullstelle. Nun sei n > 0, und die Behauptung sei be-
reits fiir Polynome vom Grad n — 1 bewiesen. Hat f keine Nullstelle, so sind
wir fertig. Hat f hingegen eine Nullstelle ¢, so ist f(x) = (x — ¢)g(z), und
nach Lemma 2 ist degg = n — 1. Wegen der Nullteilerfreiheit ist jede von ¢
verschiedene Nullstelle von f eine Nullstelle von g, und nach Induktionsvor-
aussetzung gibt es davon hochstens n — 1. O

Es gibt zahlreiche Homomorphismen zwischen Polynomringen.

(i) Wir koénnen jedes Polynom in den Variablen xy, ..., 2,1 auch als
Polynom in den Variablen x4, ..., x,, auffassen und erhalten so einen
Homomorphismus R[zq, ..., 2, 1] = R[z1,...,2,].

(ii) Fiir jedes Element a eines Ringes R erhalten wir einen Homomorphis-

mus R[xy,...,z,] — R[z1,...,2,_1], indem wir a an Stelle von z,
einsetzen.

(iii) Allgemeiner erhalten wir fiir jedes Polynom ¢g € Rlyi,...,yn] einen
Homomorphismus Rlzy,...,z,] — R[z1,...,Zn_1,Y1,--,Ym], indem
wir x,, durch g(y1,. .., ym) substituieren.

(iv) Indem wir die Variablen z, ..., z, durch die Variablen v, ..., y, erset-
zen, erhalten wir einen Isomorphismus R[xy, ..., z,] = R[y1,. .., Yn]-

(v) Die Abbildung, die einem Polynom f(z,y) das Polynom f(y,z) zuord-
net, ist ein Automorphismus des Ringes Rz, y].
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(vi) Ist X eine Menge und R ein kommutativer Ring, so erhalten wir einen
Homomorphismus R[z] — R, indem wir jedem Polynom die entspre-
chende ganzrationale Funktion zuordnen. Ist R unendlich, so ist dies
ein Monomorphismus, d. h. ein injektiver Homomorphismus. Dies zeigt
man durch vollstindige Induktion nach dem Grad unter Verwendung
von Satz 3.

3.3 Korper
3.3.1 Definition

Das Gaufsche Eliminationsverfahren ist nicht auf lineare Gleichungssyste-
me mit Koeffizienten in einem beliebigen kommutativen Ring R anwendbar.
Manchmal muss man dabei lineare Gleichungen der Form

a=x-b (1)

fiir Elemente a und b von R 16sen, wobei b # 0 ist. Wenn diese Gleichung
in R losbar ist, nennt man a ein Vielfaches von b im Ring R und b einen
Teiler von a im Ring R. Nach dieser Definition wire jedes Element ein Teiler
des Nullelements, aber von einem Nullteiler spricht man nur dann, wenn eine
vom Nullelement verschiedene Losung existiert.

Definition 7. Ein Kérper ist ein kommutativer Ring K, der nicht nur aus
dem Nullelement besteht und in dem die Gleichung (1) fiir beliebige Elemente
a und b # 0 lésbar ist.

Wie auch schon im Fall des Ringaxioms (vi) siecht man leicht, dass es im
Fall @ = 1 nur eine Losung gibt. Man nennt sie das inverse Element von b.
Ist nun a beliebig und sind ¢ und ¢ Losungen, so ist bc = bc’, und durch
Multiplikation beider Seiten mit dem Inversen von b folgt ¢ = ¢’. Somit ist
die Losung immer eindeutig bestimmt. Man bezeichnet sie mit a : b und nennt
sie den Quotienten von a und b.

Fiir die so definierte Division gelten die Rechenregeln

a:b=a-(1:0), (c-a):(c-b)=a:b, (a+b):c=a:c+b:ec.

Die erste folgt aus der Tatsache, dass a-(1:b)-b = a-1 = a, die zweite ergibt
sich, wenn wir beide Seiten von (1) von links mit ¢ multiplizieren, und die
dritte folgt aus der Gleichung (a:c+b:¢)-c=(a:c)-c+ (b:c)-c=a+b,
die ihrerseits aus dem Distributivgesetz folgt.

Hat b das Inverse d, so setzt man fiir jede positive ganze Zahl n

b" =b---b, b™"=d---d, v =1.
—— —

n n
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Dann gelten fiir alle invertierbaren Elemente a und b und alle ganzzahligen
Exponenten k und [ die Potenzgesetze

a" = gk gl ! = (ab), (a-b)k =a - bt

Als Bezeichung fiir das inverse Element von b benutzt man meist b=1.

Jeder Korper ist nullteilerfrei, denn wenn ab = 0 ist, aber a # 0, so konnen
wir beide Seiten der Gleichung mit dem Inversen von a multiplizieren und
erhalten b = 0.

Der Ring {g,u} mit zwei Elementen ist offenbar ein Korper, der Ring Z
der ganzen Zahlen hingegen nicht.

Ein Schiefkérper ist ein (nicht notwendig kommutativer) Ring, der nicht nur aus dem
Nullelement besteht und in dem fiir beliebige Elemente a und b # 0 die Gleichungen

a=x-b, a=b-y

l6sbar sind. Da keine Kommutativitdt vorausgesetzt wird, brauchen die Lésungen nicht
iibereinzustimmen. Im Unterschied zum kommutativen Fall gibt es traditionell kein linkes
bzw. rechtes Divisionszeichen, sinnvoll wiren wohl die Bezeichnungen @ = a/bund y = b\a.
Die linken und rechten Inversen eines Elements stimmen aber iiberein, denn aus 1 = x - b
und 1 =b-yfolgt z =2 (b-y) = (x-b) -y =y. Somit kann man das Inverse von b auch
hier mit ! bezeichnen.

3.3.2 Quotientenkorper

Es gibt eine allgemeine Methode, mit der man einen beliebigen nullteilerfreien
kommutativen Ring in einen Korper einbetten kann, und im Fall des Ringes
Z ergibt sie den Korper Q der rationalen Zahlen. Da dies in der Schule nicht
klar herausgearbeitet wird, wollen wir noch einmal darauf eingehen.

Angenommen, wir hétten bereits einen Korper K, der den gegebenen
Ring R enthalt. Die Teilmenge aller Quotienten a:b von Ringelementen mit
b # 0 bildet einen Teilring von K, denn sie enthélt 0:1 und 1:1 und fiir
beliebige a: b und c:d auch

a:b+c:d=(ad+ bec): (bd), (a:b)-(c:d) = (ac): (bd).

Zum Beweis der Gleichungen miissen wir nur die linke Seite mit bd multipli-
zieren und das Ergebnis mit Hilfe der Axiome in ad + bc bzw. ac umformen.
Auferdem ist (—a) : b das entgegengesetzte Element zu a : b. Der besagte Teil-
ring ist sogar ein Korper, denn das Inverse von a: b ist b:a. Wenn wir also R
in einen Korper einbetten wollten, so wiirde dieser Teilring geniigen, und wir
konnen annehmen, dass er gleich K ist. Mit anderen Worten, die Abbildung
R x (R\ {0}) — K, die jedem Paar (a,b) den Quotienten a:b zuordnet, ist
surjektiv.
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Diese Abbildung ist im Allgemeinen nicht injektiv. Ist ndmlich
a:b=-c:d,
so erhalten wir durch Mulitplikation beider Seiten mit b - d, dass
a-d=b-c

Es gilt aber auch die Umkehrung, wie wir durch Multiplikation mit dem In-
versen von b-d feststellen, welches wegen b-d # 0 existiert. Wir kénnen somit
innerhalb des Ringes R {iberpriifen, ob zwei Paare auf das selbe Korperele-
ment abgebildet werden.

Ist der Kérper K nicht gegeben, so konstruieren wir ihn als Menge von
Aquivalenzklassen.

Definition 8. (i) Wir nennen zwei Paare (a,b) und (¢, d) aus Rx(R\{0})
quotientengleich, abgekirzt (a,b) ~ (¢,d), wenn a-d =10 c ist.

(i1) Wir definieren Operationen auf R x (R \ {0}) wie folgt:
(a,b) + (c,d)=(a-d+b-c,b-d), (a,b) - (c,d)=(a-c,b-d).

Damit die Menge R x (R\ {0}) tatséchlich in disjunkte Aquivalenzklassen
zerfallt, muss man priifen, dass die Quotientengleichheit eine Aquivalenzrela-
tion ist (Ubungsaufgabe). Damit durch (ii) auch Operationen auf der Menge
der Aquivalenzklassen entstehen, ist zu priifen, dass

(a,b) ~ (a",V), (c;d) ~ (', d') = (a,b) + (¢, d) ~ (a', V) + (', ),
(a,b) - (¢,d) ~ (a', V) - (d,d).
Dies iiberlassen wir den Lesern. Man bezeichnet die Aquivalenzklasse des

Paares (a,b) mit §. Die Operationen mit diesen Klassen nehmen dann die
gewohnte Form

arll.

Satz 4. Es sei R ein nullteilerfreier kommutatier Ring. Die Menge der
Aquivalenzklassen in R x (R \ {0}) mit den oben definierten Operationen
ist ein Korper K. Die Abbildung a — § ist ein injektiver Homomorphismus
R— K.
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Zum Beweis des Satzes muss man samtliche Korperaxiome nachpriifen.
Dies ist nicht schwer und soll hier nicht ausgefiihrt werden.

Man nennt K den Quotientenkorper von R. Im Fall des Ringes Z ist, wie
gesagt, der Quotientenkorper gleich Q. Meist ,jidentifiziert® man jedes Ring-
element a mit seinem Bild ¢, um R als Teilring eines Korpers darzustellen
(was logisch nicht ganz einwandfrei ist). Nach der genannten Identifikation
bedeuten a : b und § fiir Elemente a und b # 0 von R das Selbe. Dies hat
dazu gefiihrt, dass der Bruchstrich als Synonym fiir das Divisionszeichen in
einem beliebigen Korper ,missbraucht wird, zumal damit Quotienten von
umfangreichen Termen platzsparend geschrieben werden konnen.

In der Analysis betrachtet man angeordnete Korper. Eine Anordnung auf
einem Korper K ist eine Ordnung ,,>* mit der zusétzlichen Eigenschaft der
Monotonie:

Fiir alle x, y und z € K gilt: Ist z > y, so gilt x + 2 > y + 2z, und
ist auferdem 2z > 0,sogilt z -2 >y - 2.

Man definiert fiir ganze Zahlen a, b > 0, ¢ und d > 0:

> —, wenn a-d>b-c.

e
Qo

Es ist nicht schwer nachzupriifen, dass dies nicht von der Wahl der Vertreter
abhéngt und eine Anordnung auf dem Korper QQ definiert.

Man kann die selbe Konstruktion auch auf den Ring Rz, ..., z,]| der Po-
lynome mit Koeffizienten in einem nullteilerfreien Ring R anwenden. Der ent-
stehende Quotientenkorper enthélt den Quotientenkoérper K von R, und man
bekommt das selbe Ergebnis, wenn man gleich mit dem Ring K|z, ..., z,]
beginnt. Man nennt seinen Quotientenkoérper den Kérper der rationalen Funk-
tionen mit Koeffizienten in K und bezeichnet ihn mit K (zq,...,z,). Genau-
genommen muss man seine Elemente wieder von den Funktionen unterschei-
den, aber dafiir gibt es traditionell keine verschiedenen Worter.

Dieser Korper ist uns schon begegnet: Die in der Cramerschen Regel an-
gegebenen Losungen sind rationale Funktionen der Koeffizienten des Glei-
chungssystems, und auch der Gesamtwiderstand in Beispiel 2.2 ist eine ra-
tionale Funktion der Teilwiderstdnde. Die Bezeichnung ,,ganzrationale Funk-
tionen erklart sich daraus, dass diese unter den rationalen Funktionen die
selbe Rolle spielen wie die ganzen Zahlen unter den rationalen Zahlen. Man
kénnte die Elemente von K (21, ...,,) auch als Aquivalenzklassen von Ter-
men einfiithren, in denen alle vier Grundrechenarten vorkommen, wobei aber
nicht durch Terme dividiert werden darf, die dquivalent zu Null sind.
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3.3.3 Komplexe Zahlen

In der Analysis wird der Korper R der reellen Zahlen eingefiihrt. Er ist ein
angeordneter Korper, fiir eine beliebige reelle Zahl z gilt also wegen der
Totalitat z > 0 oder 0 > z. Im Fall 0 > « folgt mit der Monotonie 0+ (—xz) >
r+ (—x), also —z > 0, und schlieflich (—z) - (—z) > 0- (—=z). Fiir alle x gilt
somit 22 > 0, und wegen 1 # 0 ist 12 > 0. Die quadratische Gleichung

2 4+1=0

hat darum keine Losung.

Wir nehmen einmal an, dass es einen Korper gibt, der R als Teilkorper
enthélt und in dem diese Gleichung eine Losung ¢ besitzt. Dann ist natiirlich
auch —i eine Losung, und mehr Losungen kann eine quadratische Gleichung
nach Satz 3 nicht haben. Nun gilt fiir alle reellen Zahlen x, y, v und v

(u+w)+ (z+iy) = (u+ ) +i(v + ),
(u+iv) - (x +iy) = (ux — vy) + i(uy + vx).
Die Teilmenge aller Elemente der Form z + ¢y ist also abgeschlossen un-
ter Addition und Multiplikation. Kénnte man ein Element auf zwei Arten

darstellen, z. B.
u+ v =z + 1y,

so ware u — z = i(y — v), also
(u—2)+(v—y)*=0

und somit v = x und v = y. In dem Erweiterungskoérper hat fiir gegebene u
und v die Gleichung
(u+iv)+ (r+1iy) =0

eine Losung, ndmlich x = —u, y = —v, und fiir u + v # 0 hat auch die
Gleichung
(u+iv) - (z+1y) =1

eine Losung. Sie ist ja dquivalent zu dem Gleichungssystem

ur —vy=1
uy +vr=20

und man findet z. B. mit Hilfe der Cramerschen Regel

u —v

r= - y=———-:
u? + v?’ u? + 0?2’
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wobei u? 4+ v? > 0, weil nach Voraussetzung « und v nicht beide gleich Null
sind. Es folgt, dass die Teilmenge K der Elemente der Form z + iy bereits
einen Korper bildet, in dem die obige quadratische Gleichung 16sbar ist, und
dass die durch h(z,y) = x + iy Abbildung h : R x R — K bijektiv ist.

Haben wir einen weiteren solchen Erweiterungskorper K’ und die entspre-
chende Abbildung &’ : RxR — K, so sind die Abbildungen h'oh™! : K — K’
und ho A~ : K’ — K zueinander inverse Homomorphismen, also sind K
und K’ isomorph. Der Isomorphismus zwischen ihnen ist aber nicht eindeutig
bestimmt, denn man konnte ihn z. B. mit einem Automoprhismus g von K
verketten, der jedes Element des Teilkorpers R fixiert (d. h., auf sich selbst
abbildet). Wir kénnen alle solchen Automorphismen leicht bestimmen. We-
gen g(z2 4+ 1) = g(2)? + 1 ist auch g(i) eine Losung der eingangs betrach-
teten quadratischen Gleichung. Es gilt also g(i) = ¢ oder ¢g(i) = —i. Wegen
g(x +iy) = g(x) + g(i)g(y) ist im ersten Fall fir alle z, y € R

g(x + 1y) =z + iy,
wahrend im zweiten Fall fiir alle z, y € R gilt

g(x +1y) =z —iy.

Einer dieser Automorphismen ist also die identische Abbildung, den anderen
nennt man die Konjugation.

Alles Gesagte beruhte auf einer unbewiesenen Annahme, aber wir wissen
nun, wie wir den fraglichen Korper konstruieren kénnen.

Definition 9. Es sei C die Menge aller geordneten Paare reeller Zahlen mit
den Operationen
(u, ) + (z,y) = (u+ 2,0 +y),
(U, U) ’ (ZE, y) = (Ul’ — vy, uy + UI)‘
Satz 5. Die Menge C mit diesen Operationen ist ein Korper mit dem Null-

element (0,0) und dem Finselement (1,0). Die Abbildung x — (x,0) ist ein
injektiver Homomorphismus des Korpers R in den Kérper C.

Beweis. Wir fithren die Nachpriifung der Kérperaxiome nur am Beispiel des
Assoziativgesetzes der Multiplikation vor:

(s,t) - ((u,0) - (z,y)) = (5,¢) - (ux — vy, uy + vx)
= (s(uz — vy) — t(uy + vz), s(uy + vz) + t(uz — vy)),
((s,t) . (u,v)) (z,y) = (su — tv, sv +tu) - (z,y)
= (

(su — tv)x — (sv+ tu)y, (su — tv)y + (sv + tu)z).
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Die geordneten Paare auf der rechten Seite stimmen iiberein.

Die motivierenden Betrachtungen vor der Definition lassen sich in die
Sprache geordneter Paare umformulieren und zeigen die Existenz der entge-
gengesetzten Zahl und des Inversen, woraus die Existenz der Differenz und
des Quotienten folgt. O

Wir nennen die Elemente des Koérpers C komplexe Zahlen. Wir identi-
fizieren R vermittels des im Satz erwdhnten Homomorphismus mit einem
Teilkorper von C. Das Element (0,1) bezeichnen wir mit ¢ und nennen es
imaginédre Einheit. Die eingangs gemachte Annahme ist jetzt vollstdandig rea-
lisiert. Man veranschaulicht komplexe Zahlen z als Punkte mit Koordinaten
Re z und Im z in einer Ebene (benannt nach Gauf oder Argand).

Jede komplexe Zahl lasst sich eindeutig in der Form z = x + 1y schreiben,
und wir werden die Schreibweise als Paar nicht mehr benutzen. Man bezeich-
net x als den Realteil und y als den Imaginarteil von z, abgekiirzt x = Re z
und y = Im 2z, und mann nennt z = x — 2y die zu 2z konjugierte Zahl.

Durch die Erweiterung des Korpers R zu C wurde nicht nur die eingangs
genannte quadratische Gleichung l6sbar, sondern alle algebraischen Gleichun-
gen mit einer Unbekannten:

Satz 6 (Hauptsatz der Algebra). Jedes Polynom in einer Variablen mit kom-
plexen Koeffizienten hat eine komplexe Nullstelle.

Ungeachtet seines Namens kann dieser Satz nicht ohne Analysis bewiesen
werden, wie ja schon die Konstruktion der reellen Zahlen analytische Begriffe
erfordert.

Folgerung 1. Ist f ein Polynom n-ten Grades in einer Variablen mit kom-
plexen Koeffizienten, so gibt es komplexe Zahlen a # 0 und zy, ..., z,, SO
dass

f(z)=alz—z1) - (2 — zn).

Fiir n = 0 ist in der Tat f(z) = a. Fiir n > 0 hat f nach dem Haupt-
satz wenigstens eine Nullstelle z;, und laut einem Zwischenergebnis aus dem
Beweis von Satz 3 gibt es dann ein Polynom g, so dass f(2) = (z — 21)g(2).
Nun folgt die Behauptung durch vollstéandige Induktion.
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3.4 Ringe (Fortsetzung)

Ausgestattet mit Kenntnissen tiber Kérper kehren noch einmal zum vorigen
Thema zuriick.

3.4.1 Euklidische Ringe
In manchen Ringen kann man eine Division mit Rest einfiihren.

Definition A. FEin euklidischer Ring st ein kommutativer Ring R, so dass
eine Funktion ¢ : R — N mut folgenden Figenschaften existiert:

(i) Fira € R gilt genau dann a = 0, wenn p(a) = 0 ist.
(ii) Fira, b € R gilt p(a)p(b) = p(ab).

(i) Fira, b€ R und b# 0 gibt es q, 7 € R, so dass
a=qgb+r,  (r) <)

Man nennt 7 einen Rest bei der Division von a durch b. Natiirlich ist ¢ nur
dann der Quotient, wenn r = 0 ist. Aus (i) und (ii) folgt die Nullteilerfreiheit
von R und

(i") Fiir a, b € Rund b # 0 gilt p(a) < p(ab).
Viele Autoren verlangen nur diese schwéchere Eigenschaft.

Lemma A. (i) Der Ring Z der ganzen Zahlen ist ein euklidischer Ring
mit der Funktion

p(a) = lal.
Fiir positive a und b kann man in Eigenschaft (iii) sogar 0 < r < b
verlangen, und dann sind q und r eindeutig bestimmd.

(ii) Der Ring R = K|z| der Polynome in einer Variablen mit Koeffizienten
in einem Korper K st ein euklidischer Ring mit der Funktion

p(f) = 20%,
und in (11) sind q und r eindeutig bestimmdt.

In (ii) hétte man an Stelle von 2 jede natiirliche Zahl aufter 0 und 1 als
Basis benutzen kénnen. Es gilt natiirlich genau dann ¢(f) < ¢(g), wenn
deg f < deg g, aber die Einfiihrung von ¢ vereinheitlicht beide Félle. Poly-
nomringe in mehr als einer Variablen sind iibrigens keine euklidischen Ringe.
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Beweis. Eigenschaften (i) und (ii) sind offensichtlich erfiillt. Wir beweisen
Eigenschaft (iii) bei festem b durch vollstdndige Induktion nach ¢(a). Fiir
¢(a) =0 ist a = 0, und wir kénnen ¢ = 0 und r = 0 setzen.

Im Fall R = Z gentigt es, a > 0 und b > 0 zu betrachten. Angenommen,
a > 0, und (iii) gilt bereits fiir kleinere Zahlen. Setzen wir @ = a — 1, so gibt
es nach Induktionsvoraussetzung ¢ und 7, so dass @ = ¢gb+ 7 und 0 < 7 < b.
Ist 7+ 1 < b, so setzen wir ¢ = ¢ und r = 7 + 1. Andernfalls ist 7 = b, uns
wir setzen ¢ = ¢+ 1, r = 7. Es folgt a = ¢b+ r und r < b.

Im Fall R = K|[x] ersetzen wir die Bezeichnungen a und b durch f und g.
Angenommen, f ist nicht das Nullpolynom, und (iii) gilt bereits fiir Polynome
von kleinerem Grad. Ist ¢(f) < ¢(g), so setzen wir ¢ = 0, » = f. Andernfalls
ist deg f > degg, also gibt eseinn € Nund ¢ € K*, so dass f(x) und cz"g(x)
die gleichen hochsten homogenen Komponenten haben. Setzen wir f (x) =

f(x) —cx"g(x), so gilt (f) < (f), und nach der Induktionsvoraussetzung

gibt es ¢ und r, so dass f = Gg + r und ¢(r) < ¢(g). Setzen wir nun
q(x) = ca™ + §(x), so folgt f=qg+r. O

Der Beweis des Lemmas im Fall von Polynomen ist der erste Schritt des
Divisionsalgorithmus, auf den wir aber angesichts seiner Bekanntheit nicht
nédher eingehen.

Fiir Elemente a und b # 0 eines beliebigen kommutativen Ringes R schrei-
ben wir b | a (gelesen b teilt a), wenn a ein Vielfaches von b ist, d. h. wenn es
ein ¢ € R gibt, so dass a = gb. Die Einschréankung dieser Relation auf R\ {0}
ist eine Quasiordnung, d. h. transitiv und reflexiv, aber nicht antisymme-
trisch. Elemente a und b mit den Eigenschaften a | b und b | @ nennt man
assoziert, abgekiirzt a ~ b. In diesem Fall haben wir ¢ = ¢b und b = ua,
und mit der Nullteilerfreiheit folgt qu = 1, d. h. ¢ und w sind invertierbar.
Invertierbare Elemente teilen jedes Element von R. Die Assoziiertheit ist
offensichtlich eine Aquivalenzrelation auf R\ {0}.

In den Beispielen aus Lemma A gibt es eine Teilmenge S von R\ {0},
die je einen Vertreter aus jeder Aquivalenzklasse enthilt. Im Fall des Ringes
Z ist S die Menge der positiven ganzen Zahlen, im Fall des Ringes K[x] ist
S die Menge der normierten Polynome, d. h. der Polynome mit hochstem
Koeffizienten 1.

Ist M eine Teilmenge von R, so nennt man ein Element d von R einen
gemeinsamen Teiler der Elemente von M, wenn fiir jedes a € M gilt d | a.
Analog definiert man gemeinsame Vielfache. Obwohl die Teilerrelation keine
Halbordnung ist, spricht man trotzdem von grifiten gemeinsamen Teilern
und kleinsten gemeinsamen Vielfachen. Wenn sie existieren, sind sie nur bis
auf Assoziiertheit bestimmt, aber innerhalb von S sind sie eindeutig bestimmt
und im Fall der natiirlichen Zahlen sind sie auch die groften bzw. kleinsten
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im gewohnlichen Sinne.

Meist wendet man diese Begriffe auf Teilmengen {a, b} von zwei Elemen-
ten an. Man sagt, a und b seien teilerfremd, wenn ihre einzigen (also auch
ihre groften) gemeinsamen Teiler die invertierbaren Elemente sind.

Lemma B. FEs sei R ein euklidischer Ring.

(i) Fir beliebige Elemente a und b, die nicht beide Null sind, gibt es einen
grofsten gemeinsamen Teiler d und ein kleinstes gemeinsames Vielfa-
ches m, und es gibt x, y € R mit der Eigenschaft

d = xa + yb.

(ii) Sind a und b teilerfremd und ist a | ¢ und b | ¢, so ist ab | c.
(iii) Sind a und b teilerfremd und ist a | be, so ist a | c.

(iv) Ist d ein grofiter gemeinsamer Teiler und m ein kleinstes gemeinsames
Vielfaches von a und b, so gilt

ab ~ dm.

Beweis. Wir beweisen (i) durch vollstdndige Induktion nach min(y(a), ¢ (b)),
wobei wir annehmen kénnen, dass p(a) > ¢(b) ist. Sie gilt fiir ¢(b) = 0, weil
dann b = 0 ist und a ein grofter gemeinsamer Teiler. Nun sei die Behauptung
fiir kleinere Werte als (b) beweisen. Wir wéhlen ¢ und r wie in Definiti-
on A(iii). Jeder gemeinsame Teiler von a und b ist auch ein Teiler von r, also
ein gemeinsamer Teiler von b und r. Umgekehrt ist jeder gemeinsame Teiler
von b und r auch ein Teiler von a. Wegen min(p(r), ¢(b)) < ¢(b) gibt es nach
Induktionsvoraussetzung einen gréfiten gemeinsamen Teiler d und Elemente
x und z, so dass
d = xr + zb.

Es folgt
d=z(a —gb) + zb = za + (2 — xq)b,

und wir kénnen y = z — xq setzen. Die Existenz von m beweisen wir zusam-
men mit Behauptung (iv).
Sind a und b teilerfremd, so gibt es nach Teil (i) Elemente = und y, so
dass
xa+yb=1.

Multiplizieren wir beide Seiten mit ¢, so erhalten wir

xac + ybc = c.
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In der Situation von (ii) ist jeder Summand auf der linken Seite ein Vielfaches
von ab und in der Situation von (iii) ein Vielfaches von a.

In der Situation von (i) gibt es wegen d | a und d | b Elemente u und v,
so dass a = du und b = dv. Fiir jeden gemeinsamen Teiler w von u und v
ist dw ein gemeinsamer Teiler von a und b. Da d der grofste ist, muss dann
w ~ 1 sein, also sind u und v teilerfremd.

Ist nun n ein gemeinsames Vielfaches von a und b, so gibt es Elemente
x und y, so dass n = ax und n = by. Es folgt dur = dvy und wegen der
Nullteilerfreiheit ux = vy. Mit Behauptung (iii) ergibt sich v | x und u | v,
also duv | n. Andererseits ist duv selbst ein gemeinsames Vielfaches von a
und b. Somit existiert ein kleinstes gemeinsames Vielfaches duv. Jedes andere
ist dazu assoziiert, d. h. duv ~ m. Multiplikation beider Seiten mit d ergibt
die Behauptung. O]

Die Bezeichnung euklidischer Ring riihrt daher, dass man in einem solchen
Ring mit Hilfe des euklidischen Algorithmus einen groften gemeinsamen Tei-
ler von zwei Elementen a und b finden kann. Der erste Schritt des Algorithmus
ist im obigen Beweis enthalten. Um das Verfahren zu iterieren, bezeichnen
wir die gegebenen Elemente a und b mit ay und a;. Durch Division mit Rest

findet man nacheinander Elemente as, as, ... mit den Eigenschaften
ap = q1a1 + ag, plaz) < plar),
a1 = G202 + as, plaz) < plaz),
ak—2 = Qk—10k—1 + Ak, plar) < plag-1),

Qk—1 = qrQk.-

Die streng monoton fallende Folge der natiirlichen Zahlen ¢(a;) muss irgend-
wann bei Null ankommen, und aus ¢(ay1) = 0 folgt ax1 = 0. Das letzte von
Null verschiedene Glied ay ist dann ein grofster gemeinsamer Teiler. Losen
wir die Gleichungen nach den Resten auf, also

Qg = ap — q101,

a3 = a1 — @20z,

Qg—1 = Qg—3 — qp—20K—2

ap = Q-2 — qr—1Ak—1

und eliminieren dann in der letzten Gleichung nacheinander die Variablen
Qp_1, Qk_2,. .., Gz, SO erhalten wir die Darstellung des grofsten gemeinsamen
Teilers aj durch ag und a; wie in Lemma B(i).
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Hat man einen groften gemeinsamen Teiler bestimmt, so erhélt man ein
kleinstes gemeinsames Vielfaches mit Lemma B(iv).

3.4.2 Primelemente

Ein Element p eines kommutativen Ringes heifst Primelement, wenn es nicht
assoziiert zu 1 ist und jeder Teiler von p assoziiert zu p oder zu 1 ist. Zwei
Primelemente sind entweder assoziiert oder teilerfremd. Die positiven Prim-
elemente des Ringes der ganzen Zahlen nennt man auch Primzahlen, die
Primelemente eines Polynomringes nennt man auch irreduzible Polynome.
Wenn ein irreduzibles Polynom eine Nullstelle hat, so hat es nach dem
Beweis von Satz 3 einen Teiler vom Grad 1, muss also selbst den Grad 1
haben. Nach Lemma 2 ist jedes Polynom vom Grad 1 irreduzibel. Nach Satz 6
gibt es im Ring C[z] keine anderen irreduziblen Polynome. Wir behaupten,
dass die weiteren irreduzible Polynome in R[z] die quadratischen Polynome
ohne Nullstelle sind. Fiir jede imaginére Nullstelle zy eines Polynoms f(z) €
R[z| ist ndmlich auch z, eine Nullstelle, also ist f(z) = (x — 20)(z — Zo)h(x)
mit h € C[z]. Das Gleiche gilt auch mit » an Stelle von h, und wegen der
Nullteilerfreiheit ist h = h, also h(x) € R[z], d. h. f(z) ist in R[x] durch ein
quadratisches Polynom teilbar. Ist f irreduzibel, so ist es zu diesem assoziiert.

Satz A. FEs sei R ein euklidischer Ring, in dem jedes Element ¢ mit der
Figenschaft o(c) = 1 invertierbar ist. Dann gibt es fir jedes Element a # 0
Primelemente py, ..., pr von R, so dass

aNpl."pk‘

Haben wir eine weitere derartige Zerlegung

an~qi---q,

so ist k =1, und es gibt eine Permutation m € Sk, so dass fir alle i gilt
Di ~ Qr(5)-

Das angegebene Produkt nennt man die Primfaktorzerlegung von a. Die
Zusatzbedingung an den euklidischen Ring R ist in unseren beiden Beispielen
erfiillt. Der Satz gilt auch ohne sie, ist dann aber schwerer zu beweisen.

Beweis. Wir beweisen die Existenz der Zerlegung durch vollstéandige Induk-
tion nach ¢(a). Fiir ¢(a) = 1 ist nichts zu beweisen, wobei wir ein Produkt
mit null Faktoren als 1 interpretieren. Nun sei ¢(a) > 1, und die Behaup-
tung sei fiir Elemente mit kleineren Werten von ¢ bereits bewiesen. Ist a ein
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Primelement, so setzen wir & = 1 und a = p;. Andernfalls gibt es Elemen-
te b und ¢, die weder zu a noch zu 1 assoziiert sind, so dass a = bc. Wire
©(b) = ¢(a) oder p(c) = p(a), so wire wegen ¢(a) = @(b)p(c) dann ¢(c) = 1
oder (b) = 1, also einer der Faktoren assoziiert zu a und der andere zu 1.
Somit kénnen wir auf b und ¢ die Induktionsvoraussetzung anwenden und
ihre Zerlegungen zu einer Zerlegung von a zusammenfiigen.

Wir beweisen die Eindeutigkeit ebenfalls durch vollstdndige Induktion
nach ¢(a). Fir ¢(a) = 1 muss k = 0 sein, weil ein Primelement p nicht inver-
tierbar ist und mit unserer Voraussetzung ¢(p) > 1 folgt. Nun sei ¢(a) > 1
und die Behauptung fiir Elemente mit kleinerem Wert von ¢ bereits bewie-
sen. Angenommen, es gibt zwei Zerlegungen wie im Satz. Dann ist ¢; | a, und
durch mehrmalige Anwendung von Lemma B(iii) finden wir ein ¢, so dass
q ~ p;- Mit der Nullteilerfreiheit folgt

P11 Pi—1DPiv1 P~ 41 qi—-1-

Wegen ¢(p;) > 1 und ¢(q;) > 1 ist der Wert von ¢ auf beiden Seiten kleiner
als ¢(a), und nach Induktionsvoraussetzung stimmen beide Zerlegungen bis
auf die Reihenfolge und Assoziiertheit iiberein. n

Folgerung A. Zwei Elemente eines euklidischen Ringes sind genau dann
teilerfremd, die keinen gemeinsamen Primteiler haben.

Dabei meinen wir mit Primteiler einen Teiler, der ein Primelement ist.
Nach dem Satz hat nédmlich jedes nicht invertierbare Element einen Primtei-
ler.

Folgerung B. Es sei R ein euklidischer Ring wie oben und K sein Quotien-
tenkdrper. Fir jedes Element x # 0 von K gibt es paarweise nicht assoziierte
Primelemente py, ..., pr und ganze Zahlen ny, ..., ng, so dass

Das Element x liegt genau dann in R, wenn alle n; nichtnegativ sind. Haben
wir eine weitere derartige Zerlegung

€T ~ q{nl ...q}nl,
so ist k =1, und es gibt eine Permutation m € Sk, so dass fir alle i gilt
Pi ™~ Qr(i), g = May(s)-

Dabei bedeutet x ~ y jetzt, dass x/y € R* ist.
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Beweis. In Satz A konnen wir assoziierte Primelemente unter den p; durch
das selbe Primelement ersetzen und erhalten die Zerlegung fiir Elemente
von R\ {0} mit nichtnegativen Exponenten. Wenden dies auf zwei Elemente
a und b an, so erhalten wir eine Zerlegung von x = 7.

Haben wir zwei Zerlegungen des selben Elements x, so konnen wir anneh-
men, dass in beiden die selben Primelemente vorkommen, da man weitere mit
dem Exponenten 0 hinzufiigen kann. Schreiben wir beide Seiten als Briiche
und wenden Definition 8 an, so erhalten wir eine Gleichheit in R, und die
Eindeutigkeit der Zerlegung bis auf Vertauschung und Assoziiertheit folgt aus
Satz A. Aus dieser Eindeutigkeit folgt auch das Kriterium der Zugehorigkeit
zu R. O]

Ist R = Z oder R = K[x] und bezeichnet man mit P die Menge der
Primelemente in der Menge S der Reprisentanten von Aquivalenzklassen,
dann definiert jedes Element x # 0 von K eine Abbildung n : P — Z, die
nur auf endlich vielen Elementen von Null verschieden ist, so dass

x ~ Hpnp.

peP

Satz B. FEs sei R ein euklidischer Ring wie oben und K sein Quotienten-
kérper. Dann ldsst sich jedes Element von K in der Form

NN
i=1 j=1 ¥

schreiben, wobet ¢ € R ist, py1, ..., pr paarweise nicht assoziierte Primele-
mente von R sind und die r;; Elemente von R mit der Eigenschaft p(r;;) <

w(p;) sind.

Die Briiche auf der rechten Seite nennt man die Partialbriche des ge-
gebenen Elements von K. Sie sind iibrigens eindeutig bestimmt, wenn man
verlangt, dass die p; in S liegen und die 7;; in einem Représentantensystem
von Resten beziiglich p; wie in Lemma A liegen.

Beweis. Im Fall z = 0 setzen wir ¢ = 0 und k¥ = 0. Andernfalls ist z = ¢,
wobei a, b € R\ {0}. Haben wir eine Zerlegung b = cd mit teilerfremden c
und d, so gibt es nach Lemma B(i) Elemente u, v, so dass 1 = uc + vd, und

somit
va  ua

xr = :
c d
Indem wir den gegebenen Bruch eventuell mit einem invertierbaren Ele-
ment erweitern, erhalten wir mit Folgerung B eine Darstellung

b=pi" - ppt
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mit positiven Exponenten, wobei die Elemente b; = p;* nach Folgerung A
paarweise teilerfremd sind. Durch mehrmalige Anwendung des obigen Argu-

ments erhalten wir

_a e
x—b1+...—|—bk

mit a; € R. Es geniigt also, den Fall zu betrachten, dass b = p" fiir ein

Primelement p ist.
Nach Definition A(iii) gibt es Elemente qi, r1, go, 72, ... in R, so dass

a=qp+r, o(r1) < (p),
q1 = @2p + 1o, o(r2) < ¢(p),

Gn—1 = qunP + T, QO(TTZ) < go(p)

Im Unterschied zum euklidischen Algorithmus dividieren wir hier immer
durch die selbe Zahl (mit Rest) und brechen nach n Schritten ab. Dividieren
wir beide Seiten der entstandenen Gleichungen im Korper K durch geeignete
Potenzen von p, so erhalten wir

a_n, @
P P pnfl )
41 T2 q2
pn—l - pn—l + n—2"
n— rn
In—1 =—+ dn-
p
Nach Umnummerierung der r; folgt die Behauptung. O]
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3.5 Gruppen
3.5.1 Definition und Beispiele

Es gibt einfachere algebraische Strukturen als Ringe, die nicht zwei Ver-
kniipfungen besitzen, sondern nur eine. So ist beispielsweise die Menge aller
umkehrbaren Abbildungen einer Menge in sich selbst mit einer Verkniipfung
versehen, ndmlich der Verkettung. Oft sind nur diejenigen Abbildungen von
Interesse, die gewisse Eigenschaften unverdndert lassen. Manchmal nennt
man sie Symmetrien. Die Teilmenge dieser Selbstabbildungen ist dann ab-
geschlossen unter der Verkettung. Diese Idee fiihrte auf den folgenden allge-
meinen Begriff.

¢

Definition 10. Eine Gruppe ist eine Menge G' mit einer Verknipfung -
die folgende Eigenschaften hat:

(i) Fir alle Elemente g, h und k gilt
(g-h)-k=g-(h- k).
(ii) Es gibt ein Element e, so dass fir alle Elemente g gilt
€-9g=9, g-€=g.
(iii) Fir jedes Element g gibt es ein Element h, so dass

g-h=e, h-g=e.

Gilt zusdtzlich g - h = h - g fir alle Elemente g und h, so nennt man G eine
kommutative oder abelsche Gruppe. Ist G endlich, so nennt man die Anzahl
der Elemente die Ordnung von G.

Eigentlich miisste man fiir jede Verkniipfung ein eigenes Zeichen benutzen.
Das Zeichen + ist nur bei kommutativen Gruppe iiblich. Wie schon fiir Ringe
zeigt man, dass die Elemente, deren Existenz in (ii) und (iii) postuliert wird,
eindeutig bestimmt sind. Man nennt sie das Einselement von G und das
inverse Element von g.

Beispiel 3.3. Ist R ein Ring, so ist R mit der Verkniipfung + eine abel-
sche Gruppe. Die Menge der invertierbaren Elemente eines (kommutativen)
Ringes R ist eine (kommutative) Gruppe, die man auch mit R* bezeich-
net, beispielsweise Z* = {1, —1}. Fiir einen Kérper K ist K* = K \ {0},
und fiir jeden kommutativen nullteilerfreien Ring R gilt R[z|* = R*, denn
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das Produkt zweier Polynome kann wegen Lemma 2 nur dann gleich dem
Einselement sein, wenn beide den Grad 0 haben. <

Beispiel 3.4. Ist X eine Menge, so ist die Menge aller bijektiven Abbildungen
von X auf X eine Gruppe mit der Verkettung ,, o als Verkniipfung. <«

Beispiel 3.5. Ist R ein Ring, so ist die Menge Aut(R) aller Automorphismen
von R eine Gruppe beziiglich der Verkettung (Ubungsaufgabe). <

Beispiel 3.6. Es sei X eine Menge mit einer Relation ,,~“. Dann ist
G ={g: X — X | g ist invertierbar, VaVy (z ~ y < g(z) ~ g(y))}

eine Gruppe bezitiglich der Verkettung.
Betrachten wir zum Beispiel die Menge X = {p, ¢, 7, s,t,u,v,w} und die
Relation mit der Wahrheitstafel

~|p q r s t u v w
plf w w f w f f f
qg|/lw f f w f w f f
riw f f w f f w f
s|f ww f f f f w
tlw f f f f w w f
vl f w f f w f f w
v it f w f w f f w
w|f f f w f w w f
Die zugehorige Gruppe G enthélt dann z. B. die Abbildung g mit der Wer-

tetabelle

x‘pqrstu
g@) g v p t s w r v

Ist die Relation symmetrisch, so geniigt es zu ihrer Beschreibung, die
Menge
E={{z,y} S X |z~vy}

vorgeben. Ist die Relation aufserdem #rrefleriv, das heifst mit der Eigenschaft
x o x fiir alle x € X, dann besteht E aus zweielementigen Teilmengen
der Menge X. Man nennt das geordnete Paar (X, F) dann einen Graphen,
die Elemente von X seine Ecken und die Elemente von E seine Kanten.
Die Elemente von G nennt man Automorphismen des Graphen. Im obigen
Beispiel ist

E= {{p, Q}v {pa ’I“}, {p> t}v {Qa 3}7 {Qv u}? {Tv 3}7
{r,v}, {s,w}, {t,u},{t, v}, {u,w},{v, w}}
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Man veranschaulicht einen Graphen, indem man X als Teilmenge der Ebe-
ne oder des Raumes realisiert und Elemente, die in der Relation ,,~ stehen,
miteinander verbindet. Die obige Relation entspricht zum Beispiel dem unten
abgebildeten Graphen. Damit féllt es leichter nachzupriifen, dass g ein Auto-
morphismus ist. Man kann nichtsymmetrische Relationen dhnlich behandeln,
indem man E als Teilmenge von X? definiert und ihre Elemente durch Pfeile
veranschaulicht. Man nennt (X, F) dann einen gerichteten Graphen. <

w

p
In Analogie zu Definition 5 fithrt man folgende Begriffe ein.

Definition 11. Eine Abbildung ¢ von einer Gruppe G in eine Gruppe G’
wird Homomorphismus genannt, wenn p(e) = €' und ¢(g - h) = ¢(g) - p(h)
fuir alle Elemente g und h von G gilt. Ein umkehrbarer Homomorphismus
heifit Isomorphismus, im Fall G = G’ Automorphismus der Gruppe.

Ist beispielsweise h : R — R’ ein Homomorphismus von Ringen, so bil-
det er R* in R’ ab, und seine Einschrinkung ist ein Homorphismus von
Gruppen.

3.5.2 Permutationen

Dem obigen Beispiel 3.4 widmen wir einen ganzen Abschnitt. Die umkehrba-
ren Abbildungen einer endlichen Menge X in sich selbst nennt man Permu-
tationen von X. Beziiglich der Verkettung bilden sie eine Gruppe, genannt
die symmetrische Gruppe von X. Im Fall der Menge {1,...,n} bezeichnet
man diese Gruppe mit S,,, im allgemeinen Fall manchmal mit Sy.

Beispiel 3.7. Durch die Wertetabellen

x ‘a b ¢
m(z) [c g b

d f g x‘
d e f

o |
oM
o (0”9

e
a

o | @
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werden Permutationen 7 und o der Menge {a,b,c,d, e, f, g} definiert, und
durch

x‘abcdefg
roo(z)[d e g a f b ¢

ist ihre Verkettung gegeben (die man auch Produkt nennt). <

Eine Permutation, die nur zwei Elemente vertauscht und jedes andere Ele-
ment auf sich selbst abbildet, nennt man Transposition. Jede Transposition
ist ihr eigenes Inverses.

Homomorphismen zwischen Permutationsgruppen entstehen u. a. auf fol-
gende Weise.
Beispiel 3.8. Ist o : Y — X eine injektive Abbildung, so erhalten wir einen
injektiven Homomorphismus ¢ : Sy — Sx durch die Festlegung

aoo(y), fallseseiny €Y mit z = a(y) gibt,
p(o)(z) =
T andernfalls.

Ist 6 : Z — Y eine weitere injektive Abbildung und ¢ : Sy — Sy der
zugehorige Homomorphismus, so ist auch o f: Z — X injektiv, und der
dazu gehorige Homomorphismus ist ¢ o 1. Ist z. B. die Abbildung « bijektiv
und S ihre Umkehrabbildung, so ist ¢ o1 die identische Abbildung, und durch
Vertauschung der Rollen von o und 3 sehen wir, dass auch 1oy die identische
Abbildung ist. Es folgt, dass ¢ ein Isomorphismus ist. Insbesondere ist also
jede symmetrische Gruppe isomorph zur Gruppe S, fiir ein geeignetes n. <

Lemma 3. Ist X eine Mengen mit n Elementen, so hat die symmetrische
Gruppe Sx die Ordnung n!. Ist n > 1, so ist jede Permutation von X ein
Produkt von hochstens n — 1 Transpositionen.

Beweis. Es gibt nur eine Abbildung @ — @, und die Behauptung fiir n = 0
folgt. Fiir n = 1 ist id die einzige Permutation, und diese kann man als
Produkt von 0 Transpositionen auffassen. Auflerdem ist 1 = 0!. Nun sei
| X| =n > 1, und die Behauptung sei bereits fiir kleinere n bewiesen. Dann
konnen wir ein Element a von X wéhlen und Y = X \ {a} setzen. Ist 7 € Sx
und b = 7(a), so betrachten wir die Permutation 7 von X, welche a auf b
und b auf a abbildet sowie alle von a und b verschiedenen Elemente auf sich
selbst. Die Abbildung o = 7 o 7 bildet Y in sich ab, und ihre Einschrinkung
auf Y ist ein Element von Sy. Damit haben wir eine Abbildung

Sx—>X><Sy

definiert. Wir erhalten ihre Umkehrabbildung, indem wir jedem Paar (b, o) €
X x Sy die Permutation m = 7 o ¢ von X zuordnen, wobei wir ¢ durch die
Festlegung o(a) = a zu einer Permutation von X fortsetzen.
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Nach Induktionsvoraussetzung ist |Sy| = (n — 1)!, und die erste Behaup-
tung folgt. Ebenfalls nach Induktionsvoraussetzung ist ¢ ein Produkt von
hochstens n — 2 Transpositionen der Menge Y, die sich zu Transpositionen
von X fortsetzen. Da 7 eine Transposition oder die identische Abbildung ist,
folgt die zweite Behauptung. O]

Die folgende Definition gehort eigentlich in den vorigen Abschnitt.

Definition 12. (i) Eine Untergruppe einer Gruppe G ist eine Teilmen-
ge H, die beziiglich der Finschrankung der Verkniipfung von G ebenfalls
eine Gruppe ist.

(ii) Die von einer Teilmenge von G erzeugte Untergruppe ist die kleinste
Untergruppe, die diese Teilmenge enthdlt.

(i) Wir sagen, dass eine Gruppe G von einer Teilmenge erzeugt wird, wenn
sie gleich der von dieser Teilmenge erzeugten Untergruppe ist.

Damit eine Teilmenge H einer Gruppe G eine Untergruppe ist, ist es
notwendig und hinreichend, dass sie das Einselement von G enthilt, fiir je
zwei ihrer Elemente deren Produkt sowie fiir jedes ihrer Elemente dessen
Inverses enthélt. Die letzten beiden Bedingungen driickt man mit den Worten
aus, dass H beziiglich Verkniipfung und Inversenbildung abgeschlossen sein
muss.

In Teil (ii) der Definition ist die kleinste Untergruppe beziiglich der Ent-
haltenseinsrelation gemeint. Die von einer Teilmenge M erzeugte Untergrup-
pe K ist also charakterisiert durch die Bedingungen M C K sowie K C H
fiir jede Untergruppe H mit der Eigenschaft M C H. Eine solche Unter-
gruppe H existiert, denn der Durchschnitt aller Untergruppen H mit der
besagten Eigenschaft ist eine Untergruppe, die die genannten Bedingungen
erfiillt. Man kann sie auch explizit beschreiben. Die Menge aller (auch mehr-
fachen) Produkte von Elementen von M bzw. ihrer Inversen ist nédmlich in
jeder der obigen Untergruppen H enthalten und ist selbst eine Gruppe, also
gleich K.

Aus der zweiten Aussage von Lemma 3 folgt, dass die symmetrische Grup-
pe von den Transpositionen erzeugt wird. Fiir die Gruppe S,, 1asst sich zeigen,
dass sie schon von den Transpositionen aufeinanderfolgender Zahlen erzeugt
wird (Ubungsaufgabe).

3.5.3 Vorzeichen von Permutationen

Wir fithren nun einen Gruppenhomomorphismus ein, dessen Existenz nicht
offensichtlich ist.
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Satz 7. Fir jede endliche Menge X ¢ibt es genau einen Homomorphismus
sgn : Sy — {1,—1}, der jede Transposition auf —1 abbildet.

Man nennt sgn(w) das Vorzeichen von . Zum Beweis wihlen wir eine
strikte Ordnung ,,<* auf X. Um sie anzugeben, muss man fiir jede zwei-
elementige Teilmenge festlegen, welches ihrer Elemente vor dem anderen
kommt. Eine Menge mit n Elementen besitzt bekanntlich (g) zweielemen-
tige Teilmengen. Der Kiirze halber werden wir zweielementige Teilmengen
auch (ungeordnete) Paare nennen.

Definition 13. Wir sagen, dass eine zweielementige Teilmenge {a,b} einer
Menge X durch eine Permutation w dieser Menge fehlgestellt wird, wenn gilt

a<b und w(a)> m(b)
oder
a>b und w(a)=< ().

Paare, die von einer Permutation m fehlgestellt werden, nennen wir Fehlstel-
lungen von w. Man nennt eine Permutation gerade bzw. ungerade, wenn die
Anzahl ihrer Fehlstellungen gerade bzw. ungerade ist.

Beispiel 3.9. Die zweielementigen Teilmengen der Menge aus Beispiel 3.7 sind

{a,b}, {a ¢}, {a,d}, {a e}, {a, f}, {a, g}, {b, c},
{b.d}, {b. e}, {b.f},{b, g}, {c,d}, {c, e}, {c,f},
{c,g} {d, e}, {d,f}, {d, g}, {e, f}, {e, g}, {f, g},
wobei wir die Paare unterstrichen haben, die von 7 beziiglich der alpha-

betischen Ordnung fehlgestellt werden. Man sieht, dass 7 beziiglich dieser
Ordnung eine ungerade Permutation ist. <«

Lemma 4. (i) Sind 7 und o Permutationen der geordneten Menge X mit
k bzw. | Fehlstellungen und ist m die Anzahl der Fehlstellungen von
moo, soist k41— m gerade.

(ii) Jede Transposition einer geordneten Menge ist ungerade.

Beweis. (i) Es sei n die Anzahl der Paare {a, b}, die von o fehlgestellt werden
und fiir die auch das Paar {o(a),o(b)} von 7 fehlgestellt wird. Diese Paare
werden von 7 o ¢ nicht fehlgestellt, weil 7 die von o vertauschte Reihenfolge
wieder richtig stellt. Die Verkettung stellt also nur die Paare fehl, bei denen
entweder {a,b} von o oder {o(a),o(b)} von 7 fehlgestellt wird. Thre Anzahl
ist

m=(k—n)+(l—n),
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und durch Umstellung erhalten wir
k+1—m=2n.

(ii) Es sei 7 die Transposition zweier Elemente a und b, wobei wir annehmen
konnen, dass a < b ist. Eine zweielementige Teilmenge, die weder a noch b
enthélt, wird von 7 nicht fehlgestellt. Eine Teilmenge der Form {a, x}, wobei
x # b ist, wird fehlgestellt, wenn

a<x=<b

ist, denn dann gilt 7(a) = b > « = 7(x), wihrend fiir x < a bzw. z > b keine
Fehlstellung vorliegt. Das Gleiche gilt fiir Teilmengen der Form {b, 2}, wobei
x # a ist. Die Teilmenge {a, b} wird natiirlich von 7 fehlgestellt. Die Anzahl
der Fehlstellungen ist folglich

2{zre X |a<az=<b}+1,
also ungerade. O

Beweis von Satz 7. Wenn 7 genau k Fehlstellungen erzeugt, so setzen wir

sgn(m) = (1)~
Dann gilt
sgn(id) = (—=1)" =1

und, in den Bezeichnungen von Lemma 4(i), (=1)™ = (=1)¥(—1)!, also

sgn(mo o) = sgn(m) - sgn(o).

Somit ist sgn ein Homomorphismus, und nach Lemma 4(ii) hat jede Trans-
position das Vorzeichen —1.

Ist sgn’ : Sx — {1, —1} ein beliebiger Homomorphismus mit den ange-
gebenen Figenschaften, so gilt fiir eine Permutation 7, die sich als Produkt
von j Transpositionen darstellen lésst,

sgn’(m) = (1) (2)
Da sich nach Lemma 3 jedes Element auf diese Weise fiir eine geeignete
Anzahl j darstellen ldsst, ist sgn’ eindeutig bestimmt, also sgn’ = sgn. O

Insbesondere ist der Homomorphismus sgn unabhéingig von der Wahl der
Ordnung auf X. Man hétte aber die Gleichung (2) nicht ohne weitere Be-
griindung als Definition des Vorzeichens benutzen konnen, weil 5 durch =
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nicht eindeutig bestimmt ist. So bendtigt man in Beispiel 3.7 zur Darstellung
von m bzw. o jeweils 5 Transpositionen. Daraus erhélt man eine Darstellung
von 7 o ¢ als Produkt von 10 Transpositionen, aber tatséchlich geniigen 4.

Beispiel 3.10. Wir betrachten das Polynom

A(zy, .. ) = H(wj —x;),

i<j

wobei das Produkt iiber alle Paare (7, ) von Zahlen ¢, j € {1,...,n} mit der
Eigenschaft ¢ < j erstreckt wird. Dann gilt

A(Zr1), - Trny) = sGU(T)A(1, ..., 20),

weil links bis auf das Vorzeichen die selben Faktoren wie rechts stehen, wobei
das Vorzeichen des Faktors mit x; und z; genau dann gedndert ist, wenn 7
die Menge {i, j} fehlstellt. <

3.5.4 Zykel

Ist m eine Permutation der endlichen Menge X und a € X, so muss in der
Folge a, m(a), 7*(a) irgendwann ein Element auftauchen, das schon vorher
vorkam, d. h. 7%(a) = 7**!(a). Durch Anwendung von 7=* folgt 7'(a) = a,
d. h., die erste Wiederholung ist eine von a selbst. Man nennt die Menge

(r"(a) | k € Z} = {a,7(a), ..., 7 (a)}

einen Zykel von m und [ seine Linge. Diese Zykel sind die Aquivalenzklassen
beziiglich der Relation

a~yb & 3AkeZ ") =0

Dies motiviert die sogenannte Zykelschreibweise von Permutationen: Ist
ai, as, ..., a; eine Folge verschiedener Elemente von X, so bezeichnet man
mit

(al, as, . .. ,CLZ)

diejenige Permutation von X, welche jeweils a; auf a;, 1 abbildet, das Element
a; auf a; und jedes nicht aufgefithrte Element auf sich selbst. Eine solche
Permutation wird auch oft als Zykel bezeichnet. Beim Produkt ldsst man in
dieser Schreibweise das Verkettungszeichen o iiblicherweise weg.

Wendet man die Methode aus dem Beweis von Lemma 3 an, so erhélt
man die Darstellung

(ay,a9,...,a;) = (a1, as)(as,as) ... (a—1,a;)
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als Produkt von Transpositionen, so dass ein Zykel der Léange [ das Vorzeichen
(—1)"=1 hat.

Nach dem Gesagten und Satz 1 kann man jede Permutation als Produkt
disjunkter Zykeln schreiben. Die Permutationen aus Beipiel 3.7 erscheinen

dann als
m = (a,c,b,g,f e)(d), o= (a,d,e, g)(b,f,c).

3.5.5 Gruppenoperationen

Das Urbeispiel einer Gruppe ist eine Menge G von bijektiven Abbildungen
einer Menge X auf sich selbst, die abgeschlossen unter Verkettung und Inver-
senbildung ist. In diesem Fall kann man Elemente von G auf Elemente von
X anwenden. Fiir abstrakte Gruppen wird Ahnliches durch den folgenden
Begriff beschrieben.

Definition 14. Fine Operation einer Gruppe G auf einer Menge X ist eine
Abbildung G x X — X, geschrieben (g,x) — g -z, so dass fir alle g, h € G
und x € X g¢ilt

e-x =z, (g-h)-x=gqg-(h-x).

Eine Teilmenge Y wvon X heifit invariant unter dieser Operation, wenn
fir jedesge GundyeY qilt g-yeY.

Eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge X heifit transitiv, wenn
es fir beliebige x, y € X wenigstens ein g € G gibt, so dass g - =y, und
die Wirkung heifst frei, wenn es fir beliebige x, y € X hochstens ein g € G
gibt, so dass g-x =1y.

Genaugenommen miisste man jede Operation mit einem eigenen Symbol be-
zeichnen, z. B. ¢ : G x X — X. Wir benutzen der Ubersichtlichkeit halber
das Symbol - oder, wenn die Gruppe G additiv notiert wird, das Symbol +.
Der Sinn dieses Begriffs besteht darin, dass man aus gegebenen Gruppenope-
rationen neue erzeugen kann.

Beispiel 3.11. Wie in Beispiel 3.6 sei X eine Menge mit irreflexiver symmetri-
scher Relation und G die Untergruppe bestehend aus denjenigen Elementen
von Sy, die die Relation erhalten. Dann operiert G auch auf der Kantenmen-
ge E des zugehorigen Graphen durch g - {z,y} = {g9(z),9(y)}. <

Beispiel 3.12. Es sei R ein Teilring des nullteilerfreien kommutativen Ringes
S und f ein Polynom in einer Variablen mit Koeffizienten in R. Die Auto-
morphismen des Ringes S, die jedes Element von R auf sich selbst abbilden,
bilden eine Gruppe G. Die endliche Menge Y der Nullstellen von f in S ist
invariant unter dieser Operation, und durch Einschriankung erhalten wir eine
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Operation von G auf Y. In diesem Zusammenhang wurde der Begriff der
Gruppe zuerst von Galois eingefiihrt. <«

Beispiel 3.13. Operiert die Gruppe G auf der Menge X und ist Y eine belie-
bige Menge, so operiert G auch auf der Menge aller Abbildungen f: X — Y
nach der Festlegung

(g-Nx)=flg™" ).
Die Inversenbildung sorgt dafiir, dass die zweite Bedingung an eine Grup-
penoperation erfiillt ist, denn fiir g, h € G und = € X gilt

((g-h)-)=fg-h) " -z)=f((h' g7") =)
=fh (g ) =(h-Hlga)=(g-(h-f))().

Interpretiert man ein n-Tupel (z1,...,2,) € R™ als eine Abbildung x :
{1,...,n} = R, so erhalten wir eine Operation von S,, auf R", namlich
m™eX = (1371.—1(1), c. ,Slfﬂ.—l(n)>.

Betrachten wir dann die zugehdrige Operation der Gruppe S,, auf Funktionen
R™ — R, so hebt sich die Inversenbildung wieder auf, d. h.

(m- @1, 2n) = f(@ra), - Trny)-

Die selbe Gleichung definiert eine Operation der Gruppe S, auf der Menge
der Polynome in den Variablen z, ..., x,, wenn wir sie als Vorschrift zur
Substitution auffassen. Man nennt ein Polynom f in n Variablen symme-
trisch, wenn m - f = f fir alle 7 € S,, ist. Dies erkldrt den Namen symme-
trische Gruppe. Man nennt ein Polynom (wie in Beispiel 3.10) alternierend,
wenn sich der Wert bei der Vertauschung zweier Argumente mit —1 mul-
tipliziert, wohl in Anlehnung an das analoge Verhalten der Determinante,
die als Summe mit abwechselnden Vorzeichen geschrieben werden kann. Ein
alternierendes Polynom ist lediglich unter der Untergruppe

A, ={r €S, |sgn(r) =1}

invariant, die man alternierende Gruppe nennt. <
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4 Vektorraume

Vektoren® wurden zur Modellierung physikalischer Begriffe wie Geschwin-
digkeit und Kraft eingefiihrt, die nicht nur einen Betrag, sondern auch eine
Richtung haben. Der Begriff des Vektors fiir sich genommen ist kein mathe-
matischer Begriff, der eines Vektorraums aber schon.

4.1 Definitionen und Beispiele

Definition 15. Ein Vektorraum tiber einem Korper K ist eine Menge V' mit
einer Verkniipfung VXV — V, genannt Addition und bezeichnet mit ,+“, und
einer Verknipfung K xV — V| genannt Skalarmultiplikation und bezeichnet
mat -, mit folgenden Eigenschaften.

(i) Die Menge V' mit der Addition ist eine abelsche Gruppe.

(ii) Fir beliebige a, b € K und v, w € V gilt

1-v=nuv, (a+b)-v=a-v+b-v,
(a-b)-v=a-(b-v), a-(v+w)=a-v+a-w.

Wir benutzen die Zeichen + und - auch fiir die Verkniipfungen in K, ihre
Bedeutung ergibt sich jeweils aus dem Zusammenhang. Die Elemente von K
nennt man Skalare, die von V' nennt man Vektoren und das Nullelement von
V' den Nullvektor. Wir bezeichnen ihn mit 0y oder meist einfach mit 0. Aus
der zweiten und vierten Eigenschaft in (ii) im Falla = b = 0 bzw. v = w = Oy
folgt 0-v = 0-v40-v bzw. a-0y = a-0y +a-0y, also wegen der Eindeutigkeit
des Nullelements

O'U:OV, CL'OV:OV

fir alle v € V und a € K. Vektorraume iiber den Kérpern Q, R bzw. C
bezeichnet man auch als rationale, reelle bzw. komplexe Vektorrdume.

Beispiel 4.1. Die Menge K" aller n-Tupel von Elementen eines Kérpers K
ist ein Vektorraum beziiglich der Verkniipfungen

(U1, 0n) + (W1, .oy wy) = (V1 Wy, ., Uy + W),

a-(vi,...,v5) = (a-vy,...,a-v,).

Im Fall n = 0 setzt man K° = {0}. <«

3von dem lateinischen Verb vehere (fiihren, ziehen, tragen)
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Beispiel 4.2. Ist V' ein Vektorraum tiber einem Korper K und X eine Menge,
so wird die Menge aller Abbildungen X — V', genannt vektorwertige Funk-
tionen auf X, ebenfalls zu einem Vektorraum iiber K, wenn wir definieren

(f +9)(@) = f(x) +g(z),  (a-f)x)=a- f(z)

Im Spezialfall X = {1,...,n} und V = K erhalten wir den Vektorraum K"
aus dem vorigen Beispiel. <«

Beispiel 4.3. Ist R ein Ring und K ein Unterring, der gleichzeitig ein Korper
ist, so wird R durch Einschrankung der Multiplikation auf K x R zu einem
Vektorraum tiber K. So ist z. B. der Polynomring K|z, ...,z,] ein Vektor-
raum iiber K, der Korper C ist ein Vektorraum iiber R und der Koérper R
ein Vektorraum iiber Q. <

Beispiel 4.4. Sind V und W Vektorrdume iiber K, so wird die Produktmenge
V' x W mit den durch

(W) + (" W) = (W + 0" W+ w"), a-(v,w)=(a-v,a-w)

definierten Verkniipfungen zu einem Vektorraum iiber K, den man die direkte
Summe von V und W nennt und meist mit V' & W bezeichnet. <«

Definition 16. Ein Untervektorraum (auch linearer Unterraum oder kurz
Unterraum genannt) eines Vektorraums V' ist eine Teilmenge, die mit der
FEinschrinkung der beiden Verkniipfungen von V' wieder ein Vektorraum ist.

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass eine Teilmenge U eines Vek-
torraums genau dann ein Untervektorraum ist, wenn sie den Nullvektor ent-
hélt und abgeschlossen unter der Addition von Vektoren und der Multiplika-
tionen mit beliebigen Skalaren ist. Insbesondere ist U dann eine Untergrup-
pe, wobei die Abgeschlossenheit unter dem Ubergang zum entgegengesetzten
Vektor nicht extra verlangt werden muss, da sich dieser durch Multiplikation
mit dem Entgegengesetzten des Einselements ergibt.

Beispiel 4.5. Im Vektorraum der Funktionen auf einer Menge X mit Wer-
ten in einem Vektorraum V ist die Teilmenge der Funktionen, die nur an
endlich vielen (bzw. abzdhlbar vielen) Stellen von Null verschieden sind, ein
Untervektorraum. Ist X = N und V = R oder V = C, so haben wir den
Vektorraum der unendlichen Folgen, und die Teilmengen der beschrinkten
Folgen, der konvergenten Folgen oder der Nullfolgen sind Untervektorrdume.
<

In der Definition eines Vektorraums ist es eigentlich nicht von Belang, dass die Mul-
tiplikation im Skalarbereich eine Umkehroperation hat. Ersetzt man den Kérper K durch
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einen Ring R, so erhiilt man die Definition eines Moduls* iiber R. Ist R nicht kommutativ,
so spricht man von einem Linksmodul. Betrachtet man statt dessen eine Skalarmultiplika-
tion V x R — V, bei der das Assoziativgesetz die Form

v-(a-b)y=(v-a)-b

hat, so erhélt man den Begriff eines Rechtsmoduls. Bereits bei Schiefkérpern muss man
zwischen linken und rechten Vektorrdumen unterscheiden.

In Zukunft werden wir auch das Multiplikationszeichen fiir die Skalarmul-
tiplikation wie iiblich weglassen.

4.2 Affine Raume

Der Name ,Vektorraum® legt nahe, dass dieser etwas mit dem physikalischen
Begriff des Raumes zu tun hat. In unserem Anschauungsraum ergibt aber
die Addition von Punkten keinen Sinn; er wird durch einen anderen mathe-
matischen Begriff modelliert. Dieser ist eine Konkretisierung des Begriffs der
Gruppenoperation aus Definition 14.

Definition 17. Fin affiner Raum tiber dem Korper K ist eine Menge X mit
einer Gruppenoperation X x V. — X eines Vektorraums V iber K, die wir
mit + bezeichnen, die folgende Figenschaft hat: Fiir beliebige Elemente x,
y € X ¢ibt es genau einen Vektor v € V, so dass x +v =y.

Man bezeichnet diesen Vektor v mit zg. Im Sinne von Definition 14 ist
die Operation von V auf X also transitiv und frei. Die Elemente von X nennt
man Punkte, und fiir jeden Vektor v € V nennt man die durch z — x + v
definierte Abbildung X — X eine Verschiebung. (Dass wir die Gruppenope-
ration als X x V — X und (z,v) — z + v notieren anstatt als V x X — X
wie in Definition 14, ist allein der Tradition geschuldet und wegen der Kom-
mutativitdt der Vektoraddition ohne Belang.)

Halten wir einen Punkt o € X fest, so ist die durch v — o + v gegebene
Abbildung V' — X nach Definition bijektiv. [hre Umkehrabbildung ordnet
dann einem Punkt 2 den Vektor o zu, den man den Ortsvektor von x beziig-
lich des Ursprungs® o nennt. Angesichts der besagten bijektiven Abbildung
kann man auch mit V' an Stelle von X arbeiten, weshalb affine Rdume oft
stiefmiitterlich behandelt werden.

Beispiel 4.6. Jeder Vektorraum V iiber einem Koérper K wird zu einem affinen
Raum iiber K, wenn wir V" auf sich selbst durch die Vektoraddition operieren
lassen. Fiir beliebige x, y € V ist dann @ =y—x. <

4wie beim lateinischen Wort modulus (,Maf(stab)*) Betonung auf der ersten Silbe,

Mehrzahl ,Moduln*
Svon dem lateinischen Wort origo
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Definition 18. Ist X ein affiner Raum unter der Operation des Vektor-
raums V', so versteht man unter einem affinen Unterraum von X eine Teil-
menge Y, fiir die es einen linearen Unterraum U von V' gibt, so dass Y mit
der auf Y x U eingeschrinkten Gruppenoperation wieder ein affiner Raum
18t.

In diesem Fall gilt fiir jeden Punkt z € Y
Y={zx+ulueU}.

Die Menge auf der rechten Seite wird auch mit  + U bezeichnet. Ist U ein
beliebiger linearer Unterraum und x € X ein beliebiger Punkt, so ist « + U
ein affiner Unterraum.

Beispiele von Unterrdumen ergeben sich aus der Betrachtung linearer
Gleichungssysteme. Die i-te Gleichung in einem solchen System mit n Varia-
blen hat bekanntlich die Form

;11 + ...+ QinTy = bZ (3)

Man kann dies auch in der Form f;(xy,...,z,) = 0 schreiben, wobei f; ein
Polynom vom Grad 1 ist. Ersetzt man jeweils f; durch seine homogene Kom-
ponente vom Grad 1, ersetzt man also alle b; durch Null, so erhélt man wieder
ein lineares Gleichungssystem, welches man das zugehorige homogene linea-
re Gleichungssystem nennt. Das urspriingliche Gleichungssystem nennt man
zur Unterscheidung meist das inhomogene lineare Gleichungssystem, obwohl
alle Argumente giiltig bleiben, falls auch dieses homogen sein sollte.

Lemma 5. Die Losungsmenge Y eines linearen Gleichungssystems mit n
Variablen und mit Koeffizienten in einem Koérper K ist ein affiner Unter-
raum von K™. Der zugehorige lineare Unterraum U st die Lésungsmenge
des zugehorigen homogenen linearen Gleichungssystems.

Beweis. Ist x = (1,...,x,) eine Losung des Gleichungssystems, so gilt fiir
alle ¢ die Gleichung (3). Ist v = (vy,...,v,) eine Losung des zugehdrigen
homogenen Gleichungssystems, so gilt fiir alle ¢

A;1U1 + ...+ iUy = 0.
Durch Addition beider Gleichungen erhalten wir
ain(r1+v1) + .o+ (20 + vn) = by,

also ist das n-Tupel x + v eine Losung des urspriinglichen inhomogenen Glei-
chungssystems. Die Losungsmenge Y ist somit abgeschlossen unter der Ein-
schrankung der Operation von K" auf die Untergruppe U.
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Zunéchst héitte man natiirlich nachpriifen sollen, dass V' eine Untergrup-
pe ist. Die Abgeschlossenheit unter der Addition ist aber der Spezialfall der
eben vorgenommenen Rechnung, wenn alle b; gleich Null sind, und die Abge-
schlossenheit unter der Multiplikation mit einem Skalar a € K folgt analog
durch Multiplikation beider Seiten der i-ten homogenen Gleichung mit a.

Sind schlieflich x und y Losungen des inhomogenen Gleichungssystems,
so sieht man leicht, dass das n-Tupel v = y — x eine Losung des homogenen
Gleichungssystems ist. Da es also fiir beliebige z, y € Y ein v € U mit der
Eigenschaft x4+v = y gibt, ist Y unter der Operation von U ein affiner Raum,
denn die Eindeutigkeit von v galt ja bereits in K™. O

Beispiel 4.7. In dem Vektorraum V' der Folgen in einem Korper K € {R,C}
haben wir bereits den linearen Unterraum U der Nullfolgen betrachtet. Die
Menge Y der Folgen, die gegen eine vorgegebene Zahl a € K konvergieren,
ist nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte ein affiner Unterraum mit dem
zugehorigen linearen Unterraum U. <«

4.3 Analytische Geometrie

Im griechischen Altertum wurde die Geometrie als Wissenschaft begriindet.
Dabei ging man von Grundbegriffen wie Punkt, Gerade und Ebene aus, die
gewissen Axiomen geniigen sollen. In der Neuzeit wurde von Descartes eine
andere Beschreibung der Geometrie eingefiihrt, die die Kluft zwischen der
Geometrie und der Analysis beseitigte. Man kann sie dadurch charakterisie-
ren, dass der Raum nun als affiner Raum im Sinne der obigen Definition
betrachtet wird.

Wir fithren nun weitere geometrisch motivierte Begriffe ein. Es seien X
und Y affine Umterraume eines affinen Raums Z, und es seien U, V und W
die zugehorigen Vektorrdaume. Wir sagen, dass X und Y parallel sind, wenn
UCVoderVCU gilt.

Die einfachsten affinen Rdume sind die leere Menge und einzelne Punk-
te. Ein affiner Raum, der nicht von dieser Art ist, aber dessen einzige affine
Unterrdaume Punkte und die leere Menge sind, nennt man Gerade. Ist p ein
Punkt eines affinen Raumes X und v # 0 ein Vektor im zugehorigen Vektor-
raum V, so ist

L={p+tv|te K}

eine Gerade in X, und jede Gerade in X entsteht auf diese Weise. Man nennt
v einen Richtungsvektor von L. Ist K ein angeordneter Korper, so kann man
die Strecke mit den Endpunkten p und ¢ als

pig={p+tv|te K, 0<t<1}
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definieren.

An Stelle von ,p € L sagt man traditionell, der Punkt p liege auf der
Geraden L bzw. L gehe durch p. Fiir zwei verschiedene Punkte p, ¢ eines
affinen Raumes X gibt es genau eine Gerade durch diese beiden Punkte.
Man bezeichnet sie traditionell mit pg, und }ﬁ ist einer ihrer Richtungsvek-
toren. Mehrere Punkte heifsen kollinear, wenn sie auf einer Geraden liegen,
und mehrere Geraden heifsen konkurrent, wenn sie durch einen gemeinsamen
Punkt gehen.

Beispiel 4.8. Sind p und ¢ Punkte in einem affinen Raum, so nennt man
traditionell einen Punkt m den Mittelpunkt der Strecke pq, wenn gilt

pih = .

Besser wire es, einfach vom Mittelpunkt der beiden Punkte p und ¢ zu spre-
chen, weil dazu keine Anordnung auf K benétigt wird. Wegen

i + 7l = B

erhalten wir 2k - W = ﬁ, wobei wir fiir natiirliche Zahlen n definieren

~—_——

n

Der Mittelpunkt zweier verschiedener Punkte existiert also genau dann, wenn
2k # O ist, und dann ist

m:p—|—2[}1-]ﬁ.

Nun seien p, ¢ und r nicht kollineare Punkte, und es sei [ der Mittelpunkt
von r und p, aukerdem m der Mittelpunkt von p und ¢ sowie n der Mittel-
punkt von ¢ und r. Die Geraden np, lg und mr nennt man traditionell die
Seitenhalbierenden des Dreiecks pqr.

Wir wollen feststellen, ob und wo sich die Geraden np und mr schnei-
den. Durch Gleichsetzen der Parameterdarstellungen erhalten wir fiir den
Schnittpunkt

n+8-@:m+t-rﬁ.

Es liegt nahe, alle Vektoren durch die Kantenvektoren

u=7ph,  v=pG, w=qf

des Dreiecks auszudriicken. Allerdings geniigen wegen u + v + w = 0y zwei
von ihnen, sagen wir v und w. Nun gilt

p=q-v, m=q—2,

r=q+w, n:q+2;{1w,
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also
np=—v— 270w, mt = w+ 270,

und die obige Gleichung wird zu
(q+ 2 w) = s(v + 25'w) = (g = 2'v) + t(w + 2 v).

Da die Operation des Vektorraums auf dem affinen Raum frei ist, konnen wir
q herauskiirzen, und durch Zusammenfassen erhalten wir

(s + 25t — 2 v+ (2 s+t — 2 )w = Oy

Waire einer der Vektoren v und w ein Vielfaches des anderen, dann wéren
p, q und r kollinear. Da dem nicht so ist, miissen hier die Koeffizienten der
beiden Vektoren verschwinden, d. h.

s+ 25t =2,
25 s +t=2%"

Dies ist ein lineares Gleichungssystem. Multiplizieren wir beide Gleichungen
mit 2, so ergibt sich
2K8 +t= 1[(
{ S+ 2Kt = 1K

Multiplizieren wir jeweils eine Gleichung mit 2 und subtrahieren die andere,
so erhalten wir
3Kt:1[(, 3KS:1K-

Zwei Seitenhalbierende schneiden sich also genau dann, wenn 3k # O ist,
und dann ist der Schnittpunkt von np und mr gleich

n+ 35 - np =m+ 331 - mt-
Analog ergibt sich der Schnittpunkt der Geraden np und lq als

n+ 3t b =143 1q.

Beide Schnittpunkte stimmen iiberein, also sind die Seitenhalbierenden kon-
kurrent. <«

Die néchst komplizierteren affinen Rdume nach Punkten und Geraden
sind Ebenen. Anstatt aber schrittweise vorzugehen, werden wir im Folgenden
sofort den allgemeinen Fall betrachten, wobei wir uns anstatt affiner Raume
auf Vektorraume konzentrieren.
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4.4 Lineare Hiille und lineare Abhangigkeit

In Analogie zu Definition 12 liegt es nahe, den folgenden Begriff einzufiihren.

Definition 19. (i) Den kleinsten Unterraum eines Vektorraums V', der
eine gegebene Teilmenge M von V' enthdlt, bezeichnen wir als die li-
neare Hiille von M oder als den von der Menge M erzeugten Unterraum
oder als den von M aufgespannten Unterraum.

(ii) Wir sagen, dass eine Teilmenge M den Vektorraum V erzeugt, wenn
V' gleich dem von M erzeugten Unterraum ist.

(iii) Wir sagen, dass ein Vektorraum endlich erzeugt ist, wenn er eine end-
liche erzeugende Teilmenge besitzt.

Die lineare Hiille von M existiert, denn sie ist gleich dem Durchschnitt
aller Unterraume, die M enthalten (vgl. Aufgabe 29b). Es gibt wenigstens
einen solchen Unterraum, namlich V.

Die Darstellung der allgemeinen Losung eines homogenen linearen Glei-
chungssystems legt folgende Begriffe nahe.

Definition 20. FEs sei V' ein Vektorraum tiber einem Korper K und M eine
Teilmenge von V.

(i) Wir sagen, der Vektor v sei von der Menge M linear abhéngig, wenn
es eine natirliche Zahl k, Elemente aq, ..., a von K und Vektoren
vy, ..., Uy € M gibt, so dass

UV=aiV1 + ...+ apUk.

(i) Ist kein Element der Menge M linear abhingig von den tibrigen Elemen-
ten von M, so sagen wir, die Menge M sei (in sich) linear unabhéngig.

Die Terme in (i) nennt man Linearkombinationen von Elementen von M.
Ist M endlich, so kann man jede Linearkombination als Linearkombination
samtlicher Elemente von M schreiben, indem man die iibrigen Elemente mit
dem Koeffizienten 0 hinzufiigt.

Praktisch alle Autoren (und auch wir nach einer Eingew6hnungsphase)
lassen die Worte ,in sich® weg und sprechen von linear unabhéngigen Vekto-
ren vy, ..., v,. Man beachte, dass die in (ii) definierte lineare Unabhéngigkeit
nicht das Gegenteil der linearen Abhéngigkeit aus (i) ist.

Lemma 6. Es sei V' ein Vektorraum tber einem Kérper K und M eine
Teilmenge von V.
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(i) Die lineare Hiille von M ist die Menge aller Vektoren, die von M linear
abhdngig sind.

(ii) Eine Menge M ist genau dann (in sich) linear unabhdingig, wenn fir
alle natirlichen Zahlen k < |M|, alle ay, ..., ar € K und paarweise
verschiedene vy, ..., vy € M mit der Eigenschaft

av] + ... +apv, =0
qilt, dass a1 =0, ..., ap =0 ist.

Beweis. Ein Unterraum, der die Menge M enthélt, enthédlt auch alle von
ihr linear abhéngigen Elemente. Die Menge aller dieser Elemente ist also in
der linearen Hiille enthalten. Wir priifen nun, dass diese Menge selbst ein
Unterraum ist. Sind ndmlich zwei Linearkombinationen a vy +. ..+ av, und
biwi + ... byw; gegeben, so ist auch ihre Summe

a1v1 + ...+ apvi + biwy + .. by
eine Linearkombination von Elementen von M. Ebenso gilt fiir jedes ¢ € K
clarvy + ...+ apvg) = (car)vy + ... + (cag)vg,

und auch der Nullvektor ist eine Linearkombination von Elementen von M.
Die Menge aller Linearkombinationen von Elementen von M enthilt also die
lineare Hiille von M, und somit sind beide gleich.

Wir beweisen nun die Kontrapositionen der beiden Implikationen in Aus-
sage (ii). Angenommen, es gibt eine verschwindende Linearkombination wie
in (ii), in der ein Koeffizient a; nicht Null ist. Wir erhalten dann

—1
v; = —a; (@11 + ..+ Q11+ Qi1 Vign e+ agUy),

wobei die Vektoren auf der rechten Seite wegen der paarweisen Verschieden-
heit in M\ {v;} liegen. Somit ist v; linear abhéngig von den iibrigen Elementen
von M, und die Menge M nicht (in sich) linear unabhéngig.

Ist umgekehrt M nicht linear unabhéngig, so gibt es ein Element v von
M, das linear abhéangig von den iibrigen Elementen von M ist, also

V=ai1V1 + ...+ apvg

mit aq, ..., a;y € K und Elementen vy, ..., v, € M\{v}, wobei wir annehmen
konnen, dass die v; paarweise verschieden sind, weil wir sonst Beitrage von
gleichen Vektoren zusammenfassen konnen. Nun haben wir die verschwin-
dende Linearkombination

lv —av1 — ... —apvp = 0,

wobel der Koeflizient von v nicht verschwindet. ]
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Bei der Arbeit mit den eben eingefiihrten Begriffen sind folgende Eigen-
schaften niitzlich.

Lemma 7. Fir Teilmengen eines Vektorraums gelten folgende Aussagen.

(1) Ist jedes Element einer Menge N linear abhingig von einer Menge M
und jedes Element von M linear abhdngig von einer Menge L, so ist
jedes Element von N linear abhdngig von L.

(ii) Jede Teilmenge einer (in sich) linear unabhdngigen Menge ist (in sich)
linear unabhdngig.

(iii) Ist M (in sich) linear unabhéingig und v nicht linear abhingig von M,
so ist M U {v} (in sich) linear unabhdngig.

Aussage (i) zeigt man durch Einsetzen der entsprechenden Linearkombi-
nationen in einander, und Aussage (ii) folgt direkt aus der Definition. Der
Beweis von Aussage (iii) ist eine Ubungsaufgabe.

Der folgende Satz wird oft irrtiimlich Steinitz zugeschrieben.

Satz 8 (Austauschsatz). Es sei V' ein Vektorraum, M eine endliche linear
unabhdngige Teilmenge und N eine erzeugende Teilmenge. Dann gibt es eine
zu M gleichmdchtige Teilmenge M' von N, so dass auch M U (N \ M') den
Vektorraum V' erzeugt.

Beweis. Wir verwenden die vollstédndige Induktion nach der Anzahl der Ele-
mente von M. Fiir M = & ist nichts zu beweisen. Nun sei die Behauptung
fiir Mengen mit m Elementen bereits bewiesen und eine Menge M mit m + 1
Elementen gegeben. Wahlen wir v € M, so ist M \ {v} nach Lemma 7(ii)
linear unabhéngig. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Teilmenge M”
von N mit m Elementen, so dass die Menge (M \ {v})U (N \ M”) den Raum
V erzeugt. Nach Lemma 6(i) ist also v von dieser Menge linear abhéngig, das
heifst, es gibt a1, ..., am, by, ..., b, € K und vy, ..., v, € M\ {v} sowie
Wi, ..., w, € N\ M", so dass

V=aV; + ...+ aQuUm + biwy + ... + b w,.
Wiiren alle b; gleich Null, so wére v linear abhéngig von M \ {v} im Wi-

derspruch zur linearen Unabhangigkeit von M. Also gibt es ein j, so dass b;
nicht Null ist, und wir erhalten

1
w; =b; (v —a1v1 — ... — AUy

— b1w1 — .. — 01 W1 — bj+1wj+1 — ... bnwn)
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Setzen wir M’ = M" U {w,}, so ist w; linear abhéngig von M U (N \ M’).
Das Gleiche gilt fiir alle tibrigen Elemente von (M \ {v}) U (N \ M"), da sie
in M U (N \ M') enthalten sind. Nach Lemma 7(i) ist jedes Element von V'
linear abhéngig von M U (N \ M'), was zu beweisen war. O

Da eine Menge mindestens so méachtig wie eine beliebige ihrer Teilmengen
ist, erhalten wir:

Folgerung 2. Ist M eine endliche linear unabhdingige Teilmenge und N
eine erzeugende Teilmenge eines Vektorraums V', dann ist N mindestens so
mdchtig wie M.

Abschliefsend bemerken wir, dass man den Begriff der linearen Unab-
héngigkeit nicht nur fiir Mengen, sondern auch fiir Familien von Vektoren
definieren kann:

Definition 21. Eine Familie von Vektoren in einem Vektorraum V st eine
Abbildung von einer Menge I nach V. Die Elemente von I nennt man Indizes,
und das Bild von i schreibt als v;. Eine Familie (v;);e; von Vektoren heifit
linear unabhéngig, wenn fiir keinen Index ¢ der Vektor v; von der Menge
{vj| 7€ I\{i}} linear abhingig ist.

Ahnlich wie in Lemma 6 beweist man: Eine Familie (v;);e; von Vektoren
in einem Vektorraum iiber K ist genau dann linear unabhéingig, wenn fiir
jede Familie (a;);e; von Skalaren in K, von denen nur endlich viele von Null
verschieden sind, gilt: Wenn

ZCL[U,L' =0

el

ist, dann sind alle Koeffizienten a; gleich Null.

In einer Familie kann ein Vektor v mehrmals vorkommen. In diesem Fall
ist die Familie offensichtlich nicht linear unabhéngig, egal, ob die Menge
{v; | i € I'} linear unabhéngig ist oder nicht.

Der Begrift der Familie verallgemeinert den Begriff der Folge bzw. des
n-Tupels, denn

4.5 Basen

Definition 22. Eine Teilmenge M eines Vektorraums V' heifit Basis von V,
wenn sie V' erzeugt und linear unabhdngig st.
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Man sieht leicht, dass jede maximale linear unabhéngige Teilmenge und
jede minimale erzeugende Teilmenge eine Basis ist (Ubungsaufgabe). Dabei
heiftt ein Element a einer halbgeordneten Menge X maximal, wenn es kein
Element x € X mit der Eigenschaft a < x gibt (oder im Fall einer nicht-
strengen Ordnung, wenn fiir jedes Element x mit der Eigenschaft a < z gilt
a = z). Im vorliegenden Fall ist natiirlich die Enthaltenseinsrelation gemeint.

Aus Folgerung 2 ergibt sich sofort

Folgerung 3. Jede Basis eines endlich erzeugten Vektorraums ist endlich.

Eine Basis M erzeugt den Vektorraum, also kann man jeden Vektor v
als Linearkombination der Elemente von M ausdriicken. Sind zwei solche
Darstellungen gegeben, so kénnen wir nach Hinzufiigung von Termen mit dem
Koeffizienten 0 und Zusammenfassen annehmen, dass in beiden die selben
paarweise verschiedenen Elemente vy, ..., v, von M vorkommen, also

v =a1v1 + ...+ a,v,, v=>bwv;+...+ b,
Durch Subtraktion erhalten wir
0= (a1 —by)vy + ...+ (an — byp)vy.

Mit Lemma 6(ii) folgt a; = by, ..., a, = b,, weil M als Basis linear unabhén-
gig ist. Die Koeffizienten sind also eindeutig bestimmt, und nur endlich viele
sind von Null verschieden. Man nennt sie die Koordinaten von v beziiglich der
Basis M. Genaugenommen sind sie durch eine Abbildung M — K gegeben.

Beispiel 4.9. Es sei V' der Vektorraum der Funktionen auf einer Menge X
mit Werten in einem Korper K, die nur an endlich vielen Stellen von Null
verschieden sind. Fiir jedes Element ¢ von X definieren wir eine Funktionen f;
durch die Festlegung f;(i1) = 1 und f;(z) = 0 fiir x # i. Die Funktionen f;
fiir alle ¢+ € X bilden eine Basis von V', genannt Standardbasis. Die i-te
Koordinate einer Funktion f beziiglich dieser Basis ist f (7). Mit Folgerung 3
sehen wir, dass dieser Vektorraum genau dann endlich erzeugt ist, wenn X
endlich ist. Im Fall X = {1,2,...,n} konnen wir V' als K™ interpretieren,
und die Standardbasis besteht aus den Vektoren v; = (0,...,0,1,0,...,0),
bei denen die i-te Koordinate gleich 1 ist und alle anderen gleich Null sind.
<

Beispiel 4.10. Die Menge der Monome mit Koeffizienten 1 (genauer: ihrer
Aquivalenzklassen) ist nach Satz 2 eine Basis des Raumes der Polynome. <

Satz 9 (Basisergidnzungssatz). Ist N eine erzeugende Teilmenge des endlich
erzeugten Vektorraums V und L eine linear unabhdangige Teilmenge von N,
so gibt es eine Basis M von 'V, so dass L C M C N.
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Wenden wir dies mit N = V und L = & an, so sehen wir, dass jeder
endlich erzeugte Vektorraum eine Basis besitzt. Mit Hilfe des Auswahlaxioms
lasst sich dieser Satz iibrigens ohne die Voraussetzung der endlichen Erzeugt-
heit beweisen.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert eine endliche erzeugende Teilmenge
N’ von V, und nach der Folgerung aus Satz 8 ist |L| < |N’|. Wir beweisen
die Behauptung durch vollstandige Induktion nach |N'| — |L|. Im Fall |L| =
|N'| folgt aus Satz 8, dass L eine erzeugende Menge ist. Da L bereits linear
unabhéngig ist, kénnen wir dann M = L setzen.

Nun sei |N'| — |L| > 0, und die Behauptung sei im Fall einer kleineren
Differenz bereits bewiesen. Wenn jeder Vektor aus NN linear abhéngig von L
ist, so ist L nach Lemma 7(i) eine erzeugende Menge, und wir sind wieder
fertig. Andernfalls gibt es ein w € N, das nicht linear abhingig von L ist.
Nach Lemma 7(iii) ist dann L' = LU {w} eine linear unabhéngige Teilmenge
von N, und wegen |N'| — |L'| < |N'| — |L| gibt es nach Induktionsvorausset-
zung eine Basis M, so dass ' C M C N. O

Wenn wir Folgerung 2 auf zwei Basen anwenden und noch einmal mit
vertauschten Rollen anwenden, so ergibt sich:

Folgerung 4. Alle Basen eines endlich erzeugten Vektorraums sind gleich-
mdchtig.

Auch dies lésst sich {ibrigens ohne die Annahme der endlichen Erzeugtheit
beweisen. Die Anzahl der Elemente einer Basis nennt man die Dimension
von V', abgekiirzt

dim V,

und statt ,endlich erzeugter Vektorraum® sagt man ,endlichdimensionaler
Vektorraum®.

Folgerung 5. Ist U ein Unterraum eines endlichdimensionalen Vektorrau-
mes V', so ist dimU < dim V', und im Foll dimU =dimV qilt U = V.

Fiir jede linear unabhéngige Teilmenge L von U gilt |L| < dim V' nach
Folgerung 2. Hat L die maximal mogliche Zahl von Elementen, so ist L
nach Aufgabe 36(a) eine Basis von U. Somit ist U endlich erzeugt, und die
erste Behauptung folgt. Nach Satz 9 kénnen wir L zu einer Basis M von V'
erganzen. Sind L und M gleichméchtig, so folgt wegen der Endlichkeit, dass
L = M ist, und die zweite Behauptung folgt. Ohne die Voraussetzung der
Endlichdimensionalitat braucht die letzte Behauptung aber nicht zu gelten.

Als Basen endlichdimensionaler Vektorrdume bevorzugt man Folgen von
Vektoren, da die Koordinaten den Vektoren dann durch ihre Nummerierung
zugeordnet sind.
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4.6 Summen und Durchschnitte

Sind U und W Unterrdume eines Vektorraums V' iiber einem Korper K, so ist
der Durchschnitt U N W wieder ein Unterraum von V', aber die Vereinigung
U UMW ist im Allgemeinen kein Unterraum (Aufgabe 29). Darum liegt es
nahe, die lineare Hiille dieser Vereinigung zu betrachten. Man nennt sie die
Summe der beiden Unterrdume, abgekiirzt U+ W . Natiirlich ist diese Summe
nicht das Gleiche wie die direkte Summe U & W aus Beispiel 4.4. So ist
beispielsweise U + U = U. Wie in Lemma 6(i) sieht man, dass

U+W=A{u+tw|uelU weW}.

Satz 10. Es seien U und W endlichdimensionale Unterraume eines Vektor-
raums. Dann gilt

dimU + dim W = dim(U + W) + dim(U N W).

Beweis. Wir wahlen eine Basis {vy, ..., v,} von UNW und ergénzen sie mit
Hilfe von Satz 9 zu einer Basis {v1,..., Uy, u1,..., 4} von U sowie zu einer
Basis {vy, ..., 0m, w1, ..., w,} von W. Die Vereinigung beider Basen erzeugt
offensichtlich U + W. Wir wollen zeigen, dass sie linear unabhéngig ist. Es
seien aq, ..., a;, by, ..., by, c1, ..., ¢, Konstanten, so dass

auy + ...+ aqu + bvr + ...+ by, + cqwy + ..+ cw, = 0.

Der Vektor cyw; +. . .4c,w, ist dann linear abhéngig von der oben gewéhlten
Basis von U, und laut Definition liegt er in W, also liegt er in U N'W. Somit
gibt es Konstanten dy, ..., d,,, so dass

aqwi + ...+ cuw, =divg + ...+ dpUnm,.

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der hier vorkommenden Vektoren ist
¢y = ... = ¢, = 0. Die urspriingliche Linearkombination enthélt nun nur noch
linear unabhéngige Vektoren, und es folgt a; = ... =a; =0, = ... =b,, = 0.

Damit haben wir eine Basis von U + W gefunden, und es ergibt sich
dim(U + W) =1+ m + n. Wegen dimU = [+ m, dimW = m + n und
dim(U N W) = m folgt die Behauptung. ]

4.7 Affine Hiille

Analog zur linearen Hiille definiert man fiir eine Teilmenge M eines affinen Raumes X
die affine Hiille von M als kleinsten affinen Unterraum von X, der M enthilt (vgl. Auf-
gabe 32). Man nennt sie auch den von M erzeugten affinen Unterraum. Ein Punkt von
X heiftt affin abhéngig von M, wenn er zur affinen Hiille von M gehort. Eine Teilmen-
ge heiflt affin unabhéngig, wenn keiner ihrer Punkte von den anderen affin abhingig ist.
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Schliefllich kann man zeigen, dass alle affin unabhéngigen und gleichzeitig affin erzeugen-
den Teilmengen eines affin endlich erzeugten affinen Raumes gleichviele Elemente haben.
Man bezeichnet die um 1 verringerte Anzahl als Dimension von X. Der leere affine Raum
hat also die Dimension —1. Ist X nicht leer und V' der zugehorige Vektorraum, der durch
Verschiebungen auf X operiert, so ist dim X = dim V. Eindimensionale R&ume nennt man
Geraden, zweidimensionale nennt man Ebenen, und einen Unterraum, dessen Dimension
um 1 kleiner ist als die des umgebenden Raums, nennt man Hyperebene. Es gilt ein Analo-
gon von Satz 10, dass ndmlich fiir zwei affine Unterrdume eines affinen Raumes die Summe
ihrer Dimensionen gleich der Summe der Dimensionen ihres Durchschnitts und der affinen
Hiille ihrer Vereinigung ist.

4.8 Lineare Abbildungen
4.8.1 Definitionen

Genau wie fiir Gruppen und Ringe gibt es auch fiir Vektorrdume und affine
Réaume den zugehodrigen Abbildungsbegriff. Als Motivation mag der Schat-
ten dienen, der von einem Fensterbild durch parallele Lichtstrahlen auf den
Boden geworfen wird.

Definition 23. Es seien V und W Vektorrdume tiber einem Kéorper K. Fine
Abbildung f :V — W heifft linear, wenn fir alle u, v € V und a € K gilt

flutv)=flu)+ flv),  fla-v)=a-f(v).

Weiter seien X und Y affine Riume und V' bzw. W die zugehdrigen Vektor-
raume. Eine Abbildung h : X — Y heifit affin, wenn es eine lineare Abbildung
h .V — W gibt, so dass fir alle x € X undv € 'V gilt

h(z +v) = h(x) + 1 (v).

Lange Zeit wurde zwischen linearen und affinen Abbildungen nicht klar
unterschieden. Insbesondere werden affine Funktionen V' — K meist als [i-
neare Funktionen bezeichnet.

Man priift leicht nach, dass die Verkettung linearer Abbildungen linear
und dass die Verkettung affiner Abbildungen affin ist. Das Bild eines Unter-
vektorraums unter einer linearen Abbildung ist wieder ein Untervektorraum,
und analoges gilt fiir affine Unterrdume und Abbildungen. Man nennt linea-
re Abbildungen auch Homomorphismen von Vektorrdumen und solche von
einem Vektorraum in sich selbst Endomorphismen von Vektorraumen. Eine
umkehrbare lineare Abbildung nennt man einen Isomorphismus von Vek-
torrdumen, symbolisch angedeutet als V' —+ W, die entsprechenden Vek-
torrdume heifsen dann isomorph, symbolisch V' = W. Die Isomorphie von
Vektorrdumen ist eine Aquivalenzrelation.
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Man bezeichnet die Menge aller linearen Abbildungen von V nach W
mit Hom(V, W). Dies ist ein linearer Unterraum des Vektorraums aller Ab-
bildungen von V nach W, den wir in Beispiel 4.2 eingefiihrt haben. Statt
Hom(V, V) schreibt man auch End(V). Fiir Vektorrdume tiber Schiefkor-
pern ist Hom(V, W) tibrigens nur eine kommutative Untergruppe, denn beim
Nachweis, dass fiir eine lineare Abbildung f und einen Skalar a € K auch
die Abbildung a - f linear ist, wird die Kommutativitdt von K benutzt.

Ist (v1,...,v,) eine Folge von Vektoren in einem Vektorraum V', so ist
die Abbildung, die jedem n-Tupel (x1,...,x,) den Vektor zyv; + ...+ x,v,
zuordnet, ein Homomorphismus K™ — V. Ist die Folge linear unabhéngig, so
ist diese Abbildung injektiv, und erzeugt die Folge den Vektorraum V', so ist
die Abbildung surjektiv. Ist die Folge eine Basis, so erhalten wir also einen
Isomorphismus K™ — V. Somit sind zwei endlichdimensionale Vektorriu-
me genau dann isomorph, wenn sie die gleiche Dimension haben. Wir werden
spater sehen, dass dies auch ohne die Voraussetzung der Endlichdimensiona-
litét gilt.

Geometrische Figuren (d. h. Teilmengen von affinen Rdumen), die durch
einen Isomorphismus zwischen affinen Rdumen aufeinander abgebildet wer-
den, nennt man zueinander affin (lat. fiir ,angrenzend®, ,verschwégert“). Dies
ist der Ursprung des Wortes ,affin“ in der Mathematik. Affinitédt ist eine
schwichere Verwandtschaft als Kongruenz und Ahnlichkeit, auf die wir spé-
ter zu sprechen kommen werden.

4.8.2 Abbildungsmatrizen

Wir halten einmal Basen (vy,...,v,) von V und (wy,...,w,) von W fest.
Ist f:V — W eine lineare Abbildung, dann gibt es Elemente a;; von K, so

dass
f(U1> = a11Wwy + agWa + ... + Q1 Wy,

f(’Ug) = a12W1 + Ao2W2o + ...+ Am2Wm,

f(vn) = arpwy + agpws + . .. + QnWp,

Ist nun ein Vektor x € V durch seine Koordinaten z, ..., x,, € K beziiglich
der gewahlten Basis von V' gegeben und hat sein Bild unter f die Zerlegung

beziiglich der gewéhlten Basis von W, so konnen wir die Koordinaten y;
durch die Koordinaten z; ausdriicken. Wegen der Linearitat von f erhalten
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wir ndmlich
f@) =z f(v) + ...+ 20 f(vn)
= zi(a 1wy + .. F W) + .o+ Tp(awr + L AW,
und wegen der Eindeutigkeit der Koordinaten folgt

Y1 = a111 + 199 + ...+ ATy

Yo = 2171 + G22To + ... + A2, Ty

Ym = @m1T1 + GmaZa + ... + ATy

Man fasst die Zahlen a;; zu einer Matrix

a1 a2 ... Qip

21 a929 Ce Aon
A=

Am1 Am2 ... Amn

zusammen und nennt sie die Abbildungsmatriz (oder auch Darstellungsma-
trix) von f beziiglich der gegebenen Basen von V' und W. Dabei betrachtet
man Basen als Folgen und nicht Mengen von Vektoren, damit die Reihenfolge
der Spalten und Zeilen festgelegt ist. Umgekehrt bestimmt jede m x n-Matrix
A nach Formel (4) eine lineare Abbildung f. Die obige Rechnung sollte kor-
rekterweise mit Hilfe des Summenzeichens aufgeschrieben werden. Mit

n n m m n
flo)y =) wif(v) =) ;) jaywi=) Y ayzjw;
J=1 j=1 i=1 i=1 j=1

ergibt sich dann

n

Yi = E QijTj.

j=1
Interpretieren wir m x n-Matrizen vermittels dieser Formel als Abbildungen
K" — K™ so konnen wir alle relevanten Abbildungen in dem Diagramm

K"~ K™
(vl,‘..,vn)LZ ZL(wlw‘me)
v—w

zusammenfassen, in dem die vertikalen Pfeile die Isomorphismen aus Ab-
schnitt 4.8.1 darstellen, die durch die Festlegung der Basen entstehen. Fiir
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jeden Weg, der immer der Pfeilrichtung folgt, ergibt sich eine verkettete Ab-
bildung. Die so entstehende Abbildung von der linken oberen Ecke in die
rechte untere Ecke héngt nicht von dem gewéhlten Weg ab. Solche Diagram-
me nennt man kommutativ.

Ordnen wir jeder linearen Abbildung V' — W ihre Abbildungsmatrix zu,
so erhalten wir einen Isomorphismus von Hom(V, W) auf den Vektorraum
der m x n-Matrizen, wenn wir die Addition und Skalarmultiplikation von
Matrizen komponentenweise definieren. Wir bezeichnen diesen Vektorraum
von Matrizen mit K™*", denn er ist seinerseits isomorph zu K™". Sein Null-
element ist die Matrix 0, ,,, deren samtliche Koeffizienten gleich Null sind.

Beim Ubergang zum Gleichungssystem (4) haben wir die Reihenfolge der Faktoren
vertauscht, weil man traditionell die Koeflizienten vor den Variablen schreibt. Im Fall von
Vektorrdumen iiber Schiefkérpern ware das nicht richtig, vielmehr gilt das oben Gesagte
nur fiir rechte Vektorrdume. Im Fall von linken Vektorraumen muss man die Koordinaten

von z zu einem Zeilenvektor zusammenfiigen und von rechts mit der Abbildungsmatrix
multiplizieren.

4.8.3 Verkettung und Matrizenmultiplikation

Nun sei ein weiterer Vektorraum U und eine lineare Abbildung g : U — V
gegeben. Thre Abbildungsmatrix beziiglich einer Basis (uy, ..., u,) von U und
der obigen Basis von V' sei

bii bz ... by
B_ b?1 b?g b?p
but b o b
Hat nun ein Vektor ¢ € U die Koordinaten ¢, ..., t,, also

t= i tkuk,
k=1

so ergeben sich die Koordinaten von = = ¢(t) auf die von der Abbildung f
bekannte Weise als »
€Ty = Z bjk:tk‘
k=1

Hat das Ergebnis der Verkettung y = f(g(t)) die Koordinaten v, ..., ym, SO

1St
p

n p
Y = Z a;j Z bjrty = Z Ciklh,
=1 k=1

k=1
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wobei
n
Cik = E ijbjp.
j=1

Die Abbildungsmatrix C' der verketteten Abbildung f o g nennt man die
Produktmatriz von A und B, abgekiirzt

C =AB.

Man beachte, dass sie nur definiert ist, wenn die Anzahl der Spalten von A
gleich der Anzahl der Zeilen von B ist. Der Eintrag c;; von C' ergibt sich aus
der i-ten Zeile von A und der k-ten Spalte von B nach der obigen Formel.

Man kann das Gleichungssystem (4) mit Hilfe der Matrizenmultiplikation
auch in der Form

Y1 ai; a2 ... Qip T
Y2 21 Q22 ... Q2p Ta
YUm Am1 Am2 ... Amn Tp

schreiben. Aus diesem Grunde verwendet man meist Spaltenvektoren (also
n x 1-Matrizen) anstelle von n-Tupeln, um die Elemente von K™ zu notieren.
Wir erhalten nun das kommutative Diagramm von Abbildungen

A7 O

Kr B gn AL gm (5)
A |
v .v-—L.ow

fog

in dem die Abbildungen im oberen Teil durch Linksmultiplikation mit den
angegebenen Matrizen entstehen.

Die Verkettung von Abbildungen ist assoziativ. Im Fall linearer Abbil-
dungen hat sie die zusétzlichen Eigenschaften

(fi+ fa)og=fiog+ faogy, (a-flog=a-(fog),
folg+g2)=foag+ fog, fola-g)=a-(fog)

Insbesondere ist End (V') ein Ring, genannt Endomrophismenring von V. Sein
Einselement ist die identische Abbildung. Auch die n x n-Matrizen bilden
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einen Ring K™*". Fiir n > 1 enthéalt er {ibrigens Nullteiler und ist nicht
kommutativ. Sein Einselement ist die Einheitsmatriz

1 0 . 0
01 . 0

1n: .. . s
0 0 1

fiir die auch die Bezeichnungen E, und I, iiblich sind. Dies ist die Matrix
der identischen Abbildung beziiglich einer beliebigen Basis von V. Thre Ko-
effizienten bezeichnet man mit dem Kroneckersymbol

5. — 1, wenn =7,
Y10 andernfalls.

Ordnen wir jedem Endomorphismus seine Abbildungsmatrix zu, wobei wir
fiir V' als Definitions- und Zielbereich die selbe Basis festhalten, so erhalten
wir einen Isomorphismus von Ringen End(V') — K™*™.

Im Allgemeinen brauchen aber bei der Definition der Abbildungsmatrix
im Spezialfall V' = W die Basen nicht notwendigerweise iibereinzustimmen.
Die Abbildungsmatrix der identischen Abbildung nennt man in diesem Fall
die Ubergangsmatriz von der ersten Basis zur zweiten. Ist z. B. (v}...,v))

yrn
eine weitere Basis von V und

n
UJ - TUU@'?
=1

so erhalten wir das kommutative Diagramm
Kn L gn
<U1,...,vn>lz Zl(v’l,.--,v%)
Vv
Mit Hilfe von Ubergangsmatrizen kann man die Abhéngigkeit einer beliebigen

Abbildungsmatrix von der Wahl der Basen beschreiben.

Lemma 8. Ist A’ die Abbildungsmatriz von f beziiglich einer neuen Basis

(v}, ...,v) von V und einer neuen Basis (w},...,w. ) von W, so ist

A'R = SA,

wobei R die Ubergangsmatriz von der alten zur neuen Basis von V und S die
Ubergangsmatrixz von der alten zur neuen Basis von W bezeichnet.
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Beweis. Das Diagramm

R V——W s
..
ist kommutativ, weil jede Masche in einem friither betrachteten kommutativen

Diagramm vorkommt. Man kann den Weg A’R schrittweise in den Weg S A
umformen, indem man jeweils die Kommutativitat einer Masche benutzt. [

Natiirlich hatte man den Beweis auch in Formeln fiihren kénnen, wenn
man Bezeichnungen fiir die Isomorphismen K™ -~ V usw. eingefiihrt hétte.

Folgerung 6. In der Situation von Lemma 8 sei T die Ubergangsmatriz von
der neuen zur alten Basis in V. Dann gilt

A= SAT.

Diagramm (5), angewendet auf f = ¢ = id, ergibt ndmlich RT = 1,,.

Das Gesagte lésst sich auf affine Rdume tibertragen. Ist X ein n-dimensionaler affiner
Raum, so kénnen wir einen Koordinatenursprung o € X und eine Basis (vy,...,v,) des
zugehorigen Vektorraums V' wahlen. Dann ist jeder Punkt

r=o0+x101+...+xTH0,

eindeutig durch seine Koordinaten 1, ..., z, bestimmt.
Waéhlen wir in einem zweiten affinen Raum Y einen Ursprung p und im zugehdrigen
Vektorraum eine Basis (w1, ..., w,,), so haben wir eine analoge Darstellung

Yy=p+yiws + ...+ YnpWn

fiir die Punkte von Y. Ist nun A : X — Y eine affine Abbildung und A’ : V. — W die
zugehorige lineare Abbildung, so gilt fir

y = h(z)
wegen
h(o+wv) = h(o) + ' (v)

dann

Y1 a1 a2 ... Q1n 1 ay

Y2 a21 azz ... A2n X2 ag

= +
Ym Am1 Am?2 .. Amn Tn Am

mit der Abbildungsmatrix von A’ und

ph(0) = a1wi + ... + W,
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Dies lasst sich zusammenfassen zu

Y1 aipr a2 ... QAip @1 A

Y2 az1 a2 ... QA2p QG2 T2
= ’

Ym Am1 Am2 e Amn Am Tn

1 0 0 .. 0 1 1

wobei wir die (m+1) x (n+1)-Matrix auf der rechten Seite als affine Abbildungsmatrix von
h beziglich der gewdhlten Urspriinge und Basen bezeichnen. Die afine Abbildungsmatrix
einer Verkettung ist dann das Produkt der affinen Abbildungsmatrizen der Faktoren, und
wenn wir die Abbildungsmatrix der identischen Abbildung als affine Ubergangsmatrix
bezeichnen, so gilt ein Analogon von Lemma 8.

4.8.4 Kerne und Bilder

Will man feststellen, ob eine Abbildung surjektiv bzw. injektiv ist, so muss
man fiir jedes Element des Zielbereiches priifen, ob sein Urbild wenigstens ein
bzw. nicht mehr als ein Element hat. Fiir lineare Abbildungen lasst sich die
Injektivitdat bzw. Surjektivitdt einfacher nachpriifen. Dabei helfen folgende
Begriffe.

Definition 24. Es sei f : V. — W eine lineare Abbildung. Dann nennt man

Kerf={veV[f(v)=0}, Imf={f(v)[veV}

den Kern bzw. das Bild von f. Die Dimension von Im f nennt man auch
den Rang der Abbildung f, abgekiirzt rg f.

Der Kern ist also nichts anderes als das Urbild des Nullvektors, und das
Bild (dessen Abkiirzung fiir das lateinische Wort ,imago® steht und nicht mit
dem Imaginérteil einer komplexen Zahl verwechselt werden sollte) ist der
Wertevorrat von f.

Lemma 9. Es sei f:V — W eine lineare Abbildung.
(i) Die Mengen Ker f und Im f sind Untervektorrdume von V' bzw. W,
(ii) Die Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn Ker f = {0} ist.

(i) Die Abbildung f ist genau dann surjektiv, wenn Im f = W ist.

Beweis. Aussage (i) folgt leicht aus der Linearitdt von f. Wegen der Linea-
ritdt von f ist die Aussage f(u) = f(v) dquivalent zu f(u —v) = 0, also zu
u—v € Ker f. Nun folgt Aussage (ii). Aussage (iii) ist offensichtlich. O
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Fiir die Surjektivitat einer Abbildung f : V' — W geniigt es angesichts
von Folgerung 5 also, dass rg f = dim W ist, vorausgesetzt, W ist endlichdi-
mensional. In diesem Zusammenhang ist manchmal folgendes Ergebnis niitz-

lich.

Satz 11. Ist f : V — W eine lineare Abbildung, wobei V' endlichdimensional
ist, so gilt
dimV = dim Ker f + dim Im f.

Beweis. Es sei M eine Basis von Ker f. Nach Satz 9 konnen wir M zu einer
Basis N von V ergédnzen. Wir wollen zeigen, dass

L={f(v)|veN\M}

eine Basis von Im f ist.

Jedes Element x von V ist eine Linearkombination von N. Wegen der
Linearitat von f ist f(x) eine Linearkombination der Vektoren f(v) mit v €
N. Da man die Nullvektoren weglassen kann, ist f(z) linear abhéngig von L.

Ist ay f(v1)+...+a,f(v) =0mit aq, ..., q € K und paarweise verschie-
denen vy, ..., v, € N\ M, so folgt, dass ajvs + ...+ aqu; € Ker f, also gibt
es by, ...bp € Kund uq, ..., up € M, so dass

alvl+...—|—alvl:b1u1+...+bkuk.

Wegen der linearen Unabhéngigkeit von N ist a; = ... = a; = 0, also ist die
Folge (f(v1),..., f(v;)) linear unabhéngig. Da die gewéhlte Teilmenge aus
N\ M beliebig war, ist L linear unabhéngig, und der Fall [ = 2 zeigt, dass
die Einschréankung von f auf N\ M injektiv ist. Somit ist |[N| = |[M|+]|L|. O

Auch hier kann man zeigen, dass die Endlichdimensionalitat von V' nicht
notwendig ist. Ergénzen wir die Basis L aus dem Beweis des Satzes zu einer
Basis von W, so erhalten wir:

Folgerung 7. Ist f : V — W eine lineare Abbildung zwischen endlichdi-
mensionalen Vektorrdumen, so gibt es Basen von V und W, beziiglich derer

f die Abbildungsmatriz
1 Ok n—k
Om—kk Om—tn—k

Angesichts der Bemerkung vor dem Satz erhalten wir:

hat.

Folgerung 8. Haben V und W gleiche endliche Dimension, so ist eine li-
neare Abbildung f :V — W genau dann injektiv, wenn sie surjektiv ist.
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Letzteres gilt im unendlichdimensionalen Fall allerdings nicht:
Beispiel 4.11. Es sei V' der Vektorraum der unendlichen Folgen in einem
Korper K, bei denen nur endlich viele Glieder nicht Null sind. Die durch

flxy, z,23,...) = (0,21, 29, ...), g(x1,me,...) = (29, 23,...)

gegebenen Abbildungen f, g : V' — V sind linear. Die Abbildung f ist in-
jektiv, aber nicht surjektiv, und die Abbildung ¢ ist surjektiv, aber nicht
injektiv. Ubrigens gilt g o f = id, aber f o g # id. Man nennt f eine recht-
sinverse Abbildung von g sowie ¢ eine linksinverse Abbildung von f. <«

4.8.5 Direkte Summen und Projektionen

Die Definition der direkten Summe zweier Vektorraume verallgemeinert sich
auf Familien von Vektorraumen: Sind fiir alle Elemente ¢ einer Indexmenge [/

Vektorraume V; iiber einem Korper K gegeben, so bezeichnet man mit @@ V;
icl

die Menge aller Familien x von Vektoren x; € V;, von denen nur endlich

viele nicht Null sind. Im Fall 7 = {1, ..., 7} schreibt man die direkte Summe

auch als @ V; und ihre Elemente als © = (xy,...,x,). Sie ist isomorph zu

=1
Vi@ ...®V, mit beliebiger Klammersetzung. Ist ein weiteres Element y von

P V; gegeben, so setzen wir (z + y); = x; + y;, und fir a € K setzen wir
iel
(a-x); = a- ;. Damit wird die direkte Summe zu einem Vektorraum.

In dem Fall, dass all die Vektorraume V; Unterrdume eines Vektorraums V'

sind, haben wir eine lineare Abbildung

Pvi-v,

iel
die jeder Familie  von Vektoren die Summe » x; ihrer Mitglieder zuordnet.

el

Im Fall I = {1,...,r} ist diese Abbildung also gegeben durch
(X1, ..y @) P X1+ o+ Ty

Wenn diese Abbildung ein Isomorphismus ist, so sagt man, der Vektorraum
V sei die direkte Summe seiner Unterrdume V.

Dies ist offensichtlich genau dann der Fall, wenn sich jeder Vektor aus
V' auf eindeutige Weise als Summe von Vektoren aus den Unterrdumen V;
darstellen lasst, wobei natiirlich nur endlich viele Summanden nicht Null sein
diirfen. Im Fall zweier Unterrdume gibt es eine weitere Umformulierung:
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Der Vektorraum V' ist genau dann die direkte Summe seiner Unterrdume
Uund W, wenn U+ W =V und UNW = {0} ist. Manche Autoren schrei-
ben dann U + W = V, was allerdings eine Verkniipfung mit einer Aussage
vermischt.

Im Fall von mehr als zwei Summanden geniigt es fiir das Vorliegen einer
direkten Summe nicht, dass V' die Summe der Unterrdume V; ist und die V;
paarweise den Durchschnitt {0} haben. Statt dessen muss man verlangen,
dass jeder der Unterrdume V; den Durchschnitt {0} mit der Summe > V;
der iibrigen Unterrdume hat. 7

Um Verwechslungen zu vermeiden, spricht man hier manchmal von einer
inneren direkten Summe und nennt den Begriff aus Definition 4.4 die dufiere
direkte Summe.

Ist ein Vektorraum V' die direkte Summe seiner Unterrdume U und W,
so lasst sich, wie gesagt, jedes Element v von V' auf eindeutige Weise in der
Form v = u 4+ w mit u € U und w € W schreiben. Die Abbildung V' — W,
die einem solchen Vektor v die Komponente w zuordnet, nennt man die
Projektion von V auf W ldngs U. Sie ist eine lineare Abbildung.

Ist in dieser Situation X ein affiner Raum mit dem zugehérigen Vektorraum V' sowie
Y ein affiner Unterraum mit den zugehorigen Untervektorraum W, so lédsst sich jedes
Element x von X auf eindeutige Weise in der Form ¢ = y+u mit y € Y und u € U
schreiben. Die Abbildung X — Y, die einem solchen Punkt x den Punkt y zuordnet,
nennt man die Projektion von X auf Y ldngs U. Sie ist eine affine Abbildung. Der am
Anfang von Abschnitt 4.8.1 erwdhnte Schattenwurf ist ein Beispiel, in dem die Richtung
der Lichtstrahlen durch einen eindimensionalen Unterraum U vorgegeben wird.

4.9 Der Dualraum

In der Physik werden Geschwindigkeiten durch Vektoren modelliert, Impulse
hingegen durch Kovektoren. So nennt man die Elemente des Dualraums eines
Vektorraums, den wir jetzt einfithren wollen. Wir erinnern daran, dass fiir
Vektorrdaume V', W iiber einem Korper die Menge Hom(V, W) ein Untervek-
torraum des Vektorraums aller Abbildungen V' — W aus Beispiel 4.2 ist.

Definition 25. (i) Ist V ein Vektorraum dber dem Kérper K, so nennt
man Hom(V, K') den Dualraum von V' und bezeichnet thn auch mit V*.

(ii) Ist M eine Teilmenge von V', so definieren wir ihren Annullator als
M ={leV*|Vve M (Il(v)=0)}.

Obwohl fiir linke Vektorraume V, W iiber einem Schietkérper K die Untergruppe
Hom(V, W) des Raumes aller Abbildungen V' — W im Allgemeinen kein Untervektorraum
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ist, kann man im Fall W = K definieren (- a)(v) = l(a) - a, wodurch V* zu einem rechten
Vektorraum wird.

Ist [ € V* und (vy,...,v,) eine Basis von V', so gilt fiir einen beliebigen
Vektor x € V mit den Koordinaten z1, ..., z,

l(x) =a1x1 + ... + apxy,

falls wir a; = [(v;) setzen. Somit ist { durch ein homogenes Polynom der
Ordnung 1 in den Koordinaten gegeben. Homogene Polynome nannte man
frither Formen. Daher nennt man die Elemente [ von V* auch Linearformen
auf V. Die Abbildungsmatrix von [ beziiglich der gegebenen Basis von V' und
der Basis von K, die nur aus dem Einselement besteht, ist der Zeilenvektor
(a1 e an), den man meist mit dem n-Tupel (aq, ..., a,) identifiziert.

Die Bezeichnung UY ist eigentlich unvollstindig, da der Annullator auch
vom umgebenden Raum V' abhéngt.

Beispiel 4.12. Es sei K € {R,C} und V der K-Vektorraum der konvergenten
Folgen = = (x1,xs,...), wobei fiir alle ¢ gilt x; € K. Nach den Rechenregeln
fiir Grenzwerte wird durch
[(z) = lim z;
1—00

eine Linearform [ auf V' definiert. Der Kern von [ besteht aus den Nullfolgen.
<

Der Dualraum V** des Dualraums besteht aus Linearformen auf V*. Je-
dem Element v von V' kénnen wir eine solche Linearform zuordnen: Sie bildet
ein beliebiges Element [ von V* auf [(v) ab. Auf diese Weise erhalten wir eine
lineare Abbildung iy : V' — V**. Man nennt sie eine natiirliche Abbildung,
da sie nicht von der Wahl einer Basis abhingt.

Satz 12. Es set V' ein endlichdimensionaler Vektorraum.

(i) Der Annullator M° einer Teilmenge M von'V ist ein Unterraum von V*.
Ist U ein Unterraum von V', so gilt

dimU + dimU° = dimV = dim V*.
(ii) Der natiirliche Homomorphismus iy ist ein Isomorphismus, der einen

beliebigen Unterraum U auf den Annullator U seines Annullators ab-
bildet.

(ili) Sind V und W Vektorrdume, so sind die Vektorriume (V & W)* und
V* @ W* auf natirliche Weise isomorph.
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(iv) Sind T und U Unterrdaume von V', so gilt

(T+U)=T"Nn0U" (TNU)Y =T°+U".

Beweis. Sind [ und m Linearformen auf V und a € K, so folgt fiir jedes
v e M aus [(v) =0 und m(v) =0, dass (I +m)(v) =0 und (a-1)(v) = 0 ist.
Somit ist M° ein Untervektorraum.

Eine Linearform ist wie jede lineare Abbildung durch ihre Werte auf den
Vektoren einer Basis vollstandig bestimmt. Ist eine Basis von V' wie oben
gegeben, so definieren wir Linearformen [; € V* durch

li(v;) = 0y
Ist nun [ eine beliebige Linearform und ist a; = [(v;), so ist
l:a1l1+...+anln,

denn beide Seiten haben die selben Werte auf allen Basisvektoren. Die Li-
nearformen [/; erzeugen also den Dualraum. Haben wir eine verschwindende
Linearkombination aql; + ... + a,l, = 0, so erhalten wir durch Anwendung
der rechten Seite auf den Basisvektor v;, dass a; = 0 ist. Somit sind die Li-
nearformen /; linear unabhéngig. Man nennt (ly,...,l,) die zu (vy,...,v,)
duale Basis, und es folgt dim V' = dim V*.

Ist ein Unterraum U gegeben, so konnen wir eine Basis (v1, ..., vg) von U
zu einer Basis (vy,...,v,) von V erginzen. Ist [ € U°, so gilt I(v1) =0, ...,
I(vg) = 0, also ist [ eine Linearkombination von li1, ..., l,. Diese Elemente
der Dualbasis erzeugen also U. Da sie linear unabhingig sind, bilden sie eine
Basis von U, und die linke Gleichung in Aussage (i) folgt.

Der natiirliche Homomorphismus ¢y, ist injektiv, denn jeder von Null ver-
schiedene Vektor vy lésst sich zu einer Basis erdnzen, und die zugehorige Li-
nearform [; verschwindet nicht auf v;. Durch zweimalige Anwendung von (i)
erhalten wir dim V' = dim V* = dim V**, und aus Folgerung 8 ergibt sich die
erste Aussage in (ii). Fiir u € U und [ € U° ist iy (u)(l) = I(u) = 0. Der
Isomorphismus 7y bildet also den Unterraum U von V in den Unterraum U%
von V** ab, und seine Einschrankung auf U ist injektiv. Wegen (i) gilt

dim U = dim V* — dimU° = dim V* — (dim V — dim U) = dim U.

Mit Folgerung 8 ergibt sich die Richtigkeit des Wortes ,auf* in Aussage (ii) .

Wir haben lineare Abbildungen der Vektorrdume V und W in die direkte
Summe V & W, die gegeben sind durch v — (v,0) und w + (0, w). IThre Ver-
kettungen mit einer Linearform auf V ¢ W liefern ein Paar von Linearformen
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auf V bzw. W, also ein Element von V* & W*. Umgekehrt kénnen wir fiir
Linearformen [ € V* und k € W* durch (v, w) + I(v)+k(w) eine Linearform
auf V @ W definieren. Beide Abbildungen sind linear und zueinander invers,
was Aussage (iii) beweist.
Fiir beliebige Teilmengen L und M von V folgt aus der Definition des
Durchschnitts, dass
(LUM)" = LN M°.

Eine Linearform verschwindet offenbar genau dann auf der linearen Hiille
einer Teilmenge von V', wenn sie auf dieser Menge selbst verschwindet. In
Anwendung auf T'U U liefert das die erste Behauptung in (iv).

Fiir beliebige Teilmengen M und N von V gilt

MCN = M°DN?Y,
also fiir Unterrdume 7" und U
(TnU)° 21U U,
Da der Annullator von T'N U nach Aussage (i) ein Unterraum ist, folgt
(TNU)° DT +U".

Mit der Gleichung aus Behauptung (i), Satz 10 und dem schon bewiesenen
Teil von Behauptung (iv) erhalten wir

dim(T NU)° = dimV — dim(T N U)
=dimV —dimT — dim U + dim(T + U)
=dim7T° + dim U° — dim(T + U)"
= dim7° + dim U° — dim(7° N U°). = dim(7° 4 U?)

Nun folgt die zweite Gleichung in Aussage (iv) mit Folgerung 5. m

Der Satz gilt nicht fiir unendlichdimensionale Vektorraume. So hat z. B.
der Vektorraum V' der Folgen in K mit nur endlich vielen von Null verschie-
denen Gliedern die Standardbasis, die aus den Folgen

e =(0,...,0,1,0,...)

besteht, in denen das i-te Glied gleich 1 und alle anderen gleich 0 sind.
Eine Linearform [ ist durch die Folge der Werte a; = [(e;) festgelegt. Die
Linearformen [; bilden keine Basis von V*  denn sie erzeugen den echten
Unterraum der Linearformen, bei denen nur endlich viele dieser Werte nicht
Null sind. Man kann zeigen, dass V* keine abzahlbare Basis besitzt.

89



4.10 Duale Abbildungen

Die im vorigen Abschnitt eingefithrte Dualitdt bezieht sich nicht nur auf
Vektorrdume, sondern auch auf lineare Abbildungen.

Definition 26.

Ist f: U — V eine lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen, so definieren

wir die zu f duale Abbildung f*: V* — U* durch
ff()=lof firle V>,

Beispiel 4.13. Es sei W der Vektorraum der Folgen x = (x1, 23, . .. ) im Korper
K € {R,C}, und fiir jede solche Folge sei s(z) = (y1,y2,...) die Folge der

Partialsummen
n
k=1

Dies definiert eine lineare Abbildung s : W — W. Auf dem Unterraum V' der
konvergenten Folgen haben wir die Linearform [ aus Beispiel 4.12, die jeder
Folge ihren Grenzwert zuordnet. Das Urbild

U={xeW|s(x)eV}

von V unter s ist ein linearer Unterraum von W, seine Elemente sollte man
konvergente Reihen nennen. Durch Einschrénkung von s erhalten wir eine
lineare Abbildung f : U — V. Die Linearform

f () eUvr

ordnet jeder konvergenten Reihe ihre Reihensumme zu. <«
Duale Abbildungen haben folgende allgemeine Eigenschaften.

Satz 13. (i) Die duale Abbildung f* einer linearen Abbildung f :V — W

st linear, und es gilt
Ker f* = (Im f)°, [T oiy =iwo f.

(ii) Sind auferdem h :V — W und g : U — V weitere lineare Abbildungen
und ist a € K, so gilt

(f+hn)=r+n (@) =af, (fog)=g"of"
(iii) Sind V und W endlichdimensional, so gilt
g f=rgf",  Imf* = (Kerf)"
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Beweis. Die Linearitit von f* folgt aus den Rechenregeln fiir lineare Abbil-
dungen. Fiir alle v € V und k € W* gilt nach Definition von f*

Fr(R)(v) = k(f (). (6)

Die Aussage k € Ker f* bedeutet, dass die linke Seite fiir alle v verschwindet,
wihrend die Aussage k € (Im f)° bedeutet, dass die rechte Seite fiir alle v
verschwindet. Damit ist die erste Formel bewiesen.

Die zweite Formel bedeutet, dass fiir alle v € V' gilt

[ (v (0) = iw (f(v),

und nach Definition der dualen Abbildung ist die linke Seite gleich
iv(v) o f*.

Es ist also zu zeigen, dass fiir alle v € V und k € W* gilt

was nach Definition von iy und iy dquivalent zu Gleichung (6) ist.

Die Formeln in Teil (ii) folgen aus den Rechenregeln fiir lineare Abbil-
dungen.

Aus Satz 11, dem in (i) Bewiesenen und Satz 12(i) folgt

dimIm f* = dim W* — dim Ker f* = dim W — dim(Im f)® = dim Im f

wie in (iii) behauptet. Mit Satz 11 und Satz 12(i) kénnen wir weiter umfor-
men:

dimIm f = dim V — dim Ker f = dim(Ker f)°.

Aus Gleichung (6) folgt die Inklusion Im f* C (Ker f)°, und nach Folgerung 5
gilt sogar Gleichheit. O

Spéter werden wir die letzte Behauptung auch ohne die Endlichdimen-
sionalitdt von V und W zeigen. Oft identifiziert man jeden endlichdimen-
sionalen Vektorraum V' vermittels des Isomorphismus 4y mit seinem zweiten
Dualraum V** und schreibt f** = f.

Lemma 10. Hat die lineare Abbildung f : V — W zwischen endlichdimen-
stonalen Vektorrdumen beziiglich gewisser Basen die Abbildungsmatriz A mait
den Koeffizienten a;;, so hat die duale Abbildung f* beziglich der dualen
Basen die Abbildungsmatriz A* mit den Koeffizienten af; = aj;.
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Man nennt A* die transponierte Matrix von A. Traditionelle Schreibwei-

sen sind A oder, zur Vermeidung von Verwechslungen mit der ¢-ten Potenz,
auch ‘A oder A".

Beweis. Es seien (vy,...,v,) und (wy,...,w,) Basen von V bzw. W so-
wie (l1,...,1l,) und (hq,...,h,) die entsprechenden dualen Basen von V*
bzw. W*. Dann gilt nach Definition der Abbildungsmatrix

n

fu) = Zakiwka [ (h;) = Za’,;jlk.
k=1

k=1

Wir erhalten einerseits
Fr(hi)(vi) = hy(f(v1) =D awhj(we) = aridse = aji
k=1 k=1

und andererseits

n

Fr(hy) (i) = apli(vi) =) ak;6n = aj. =
k=1

k=1
Folgerung 9. Fir Matrizen A, Ay, Ay € K™ B € K" P und Skalare
a € K gilt

(A + Ay)" = Al + A5, (aA)" = aA*, (AB)" = B*A".

Dies folgt aus Satz 13 zunéchst fiir Abbildungsmatrizen. Eine beliebige
(m x n)-Matrix interpretiert man als Abbildungsmatrix der linearen Abbil-
dung K" — K™, die durch Linksmultiplikation der Spaltenvektoren mit die-
ser Matrix gegeben ist, beziiglich der Standardbasen. Man kann die Formeln
aber auch direkt nachpriifen.

4.11 Der Quotientenraum

Neben direkten Summen und Dualrdumen gibt es eine weitere wichtige Kon-
struktion von Vektorraumen.

Lemma 11. Es sei V ein Vektorraum iber K und U ein Unterraum.

(i) Die durch
vepw = v—weU

definierte Relation ,~y“ auf V ist eine Aquivalenzrelation.
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(i) Fir alle v, v', w, w' € V und a € K gilt

v~y W, U/NUU)/ — U—i—v/NUw—i—w/,

VN W = a-U~y a-w.

(iii) Auf der mit V/U bezeichneten Menge der Aquivalenzklassen beziiglich
L~ut gibt es genau eine Struktur eines Vektorraums dber K derart,
dass die so genannte kanonische Abbildung V' — V /U, die jedem Vektor
seine Aquivalenzklasse zuordnet, linear ist.

Die Aquivalenzklasse eines Elements v ist
v+U={v+ulueU}.

Dies ist natiirlich ein affiner Unterraum, aber das ist hier ohne Belang, denn
wir betrachten Aquivalenzklassen als Elemente von V/U ohne Beachtung
ihrer inneren Struktur.

Beweis. (1) Wegen v —v = 0 € U ist die Relation reflexiv. Ist v — w € U, so
ist w—v=—(v—w) € U, also ist die Relation symmetrisch. Ist v —w € U
und w —x € U, so folgt v —x = (v —w) + (w — x) € U, also ist die Relation
transitiv.

(i) Ist v—w € Uund v'—w’ € U, soist (v+v")—(w+w') = (v—w)+(v'—w') €
Ulstv—weUunda€ K,s0ista-v—a-w=a-(v—w)eU.

(iii) Wenn besagte Abbildung linear sein soll, so miissen wir die Addition und
die Skalarmultiplikation auf V/U durch

v+ U)+(w+U)=v+w+U, a-(v+U)=a-v+U

definieren. Nach dem in (ii) Bewiesenen ist die rechte Seite jeweils unabhén-
gig von der Wahl der Représentanten, also ist diese Definition korrekt. Die
Rechengesetze fiir die so definierten Verkniipfungen folgen sofort aus denen
fiir die entsprechenden Verkniipfungen von V, wobei die Aquivalenzklassen
des Null- und FEinselements von V' die Rolle des Null- bzw. Einselements
in V/U spielen. Die Aquivalenzklasse von —v ist das entgegengesetzte Ele-

ment der Aquivalenzklasse von v, also sind alle Axiome eines Vektorraums
erfillt. ]

Die kanonische Abbildung V' — V/U ist offensichtlich surjektiv und hat
den Kern U. Mit Satz 11 erhalten wir also:

Folgerung 10. Ist V endlichdimensional, so gilt
dim(V/U) =dimV — dim U.
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Ist V' endlichdimensional, so gibt es zu jedem Unterraum U einen komple-
mentdren Unterraum, d. h. einen Unterraum 7', so dass V' die direkte Summe
von T'und U ist (Spezialfall von Aufgabe 37). Verketten wir die Einbettungs-
abbildung 7" — V mit der kanonischen Abbildung V' — V/U, so erhalten wir
eine lineare Abbildung

T—V/U, t—t+U.

Diese Abbildung ist ein Isomorphismus. Jeder Vektor v € V' lésst sich ndmlich
in der Form v = t + u schreiben, und v 4+ U ist dann das Bild von t, wor-
aus die Surjektivitdt folgt. Ist t + U = 04+ U, soist t € T NU = {0},
und die Injektivitdt folgt. Mit der Isomorphie von 7' und V/U ergibt sich
Folgerung 10 auch aus Satz 10. Fiir viele Zwecke gentigt der komplementére
Unterraum, er ist allerdings im Unterschied zum Quotientenraum im Allge-
meinen nicht eindeutig bestimmt. Spater werden wir die Folgerung und die
Existenz des komplementéiren Unterraums auch ohne die Voraussetzung der
Endlichdimensionalitét zeigen.
Die Bedeutung des Quotientenraums liegt in folgender Eigenschaft.

Satz 14. FEs sei V ein Vektorraum, U ein Unterraum und h : 'V — V/U
die natirliche Abbildung. Fir jede lineare Abbildung f -V — W mit der
Figenschaft U C Ker f gibt es genau eine lineare Abbildung g : VU — W,
so dass f = goh ist.

Diese Eigenschaft driickt man auch mit den Worten aus, die Abbildung
h sei universell unter allen auf V' definierten linearen Abbildungen f mit der
Eigenschaft U C Ker f.

Beweis. Damit die Abbildung ¢ die geforderte FEigenschaft hat, muss fiir alle
v € V gelten g(v + U) = f(v). Damit ist g eindeutig bestimmt, falls diese
Definition korrekt ist, d. h. falls f(v) nicht von der Wahl des Représentanten
v in v+ U abhéngt. Ist v ~y w, soist v—w € U C Ker f, also f(v—w) =0
und somit f(v) = f(w), wie verlangt. O]

Folgerung 11. Es sei f : Vi — V5 eine lineare Abbildung, Uy ein Unterraum
von Vi und Uy ein Unterraum von Vs, so dass fir alle u € Uy gilt f(u) € Us.
Dann gibt es genau eine lineare Abbildung g : V1 /Uy — Va/Us, so dass das
Diagramm

v,

o

Vi/UL -2 = Vo Uy
kommutativ ist, wobei h; : V; — V;/U,; die natirliche Abbildung bezeichnet.
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Dazu wenden wir einfach Satz 14 auf die Abbildung hy o f an. Man nennt
g die von f induzierte Abbildung zwischen den Quotientenrdumen. Aus dem
Diagramm ergibt sich

g(v+U,) = f(v) + Us.

4.12 Beziehung zu Gleichungssystemen

Wir setzen nun die Theorie der Vektorraume und linearen Abbildungen in
Beziehung zur Theorie linearer Gleichungssysteme. Diese stellt uns Algorith-
men zur Verfiigung, mit denen allgemein definierte Objekte in Beispielen
berechnet werden kénnen.

4.12.1 Urbilder und Lésungraume

Eine lineare Abbildung f : V — W zwischen endlichdimensionalen Vek-
torrdumen iiber einem Korper K kann man durch eine Abbildungsmatrix
A beschreiben, wenn man Basen dieser Rdume wéhlt. Letztere definieren
Isomorphismen K™ = V und K™ = W. Gilt hier sogar Gleichheit von Vek-
torrdumen, so ist einfach

f(z) = Az,

wobei © € K™ als Spaltenvektor geschrieben ist. (Man kommt in diese Si-
tuation, indem man V mit K" und W mit K™ identifiziert, was natiirlich
logisch nicht ganz korrekt ist.) Nun ist das Urbild

W y) ={ze K| f(z) =y}

eines gegebenen Spaltenvektors y € K™ gleich der Losungsmenge des linearen
Gleichungssystems
Ar =y

mit gegebener rechter Seite y. Insbesondere ist der Kern von f gleich der
Losungsmenge des zugehorigen homogenen linearen Gleichungssystems

Az =0,

die man wegen Lemma 5 als Ldosungsraum bezeichnet.

4.12.2 Bilder und Spaltenraume

Definition 27. Eine Spalte einer Matriz A € K™*", betrachtet als Element
von K™, bezeichnet man als Spaltenvektor von A. Die lineare Hiille der Fa-
milie der Spaltenvektoren von A bezeichnet man als Spaltenraum von A und
seine Dimension als Spaltenrang von A.
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Die j-te Spalte von A ist das Bild des Vektors e; der Standardbasis
von K", und das Bild eines beliebigen Vektors z ist eine Linearkombina-
tion dieser Spalten. Somit ist Im f gleich dem Spaltenraum von A, und rg f
ist gleich dem Spaltenrang von A.

4.12.3 Dualrdume und duale Abbildungen

Ist unser Vektorraum V gleich K™ (oder haben wir das erreicht, indem wir
V' vermittels einer Basis mit K" identifizieren), so kann der Wert einer Line-
arform [ € V* geschrieben werden als

l(z) =iz + ... + Ty,
Wir konnen dies als Matrizenprodukt
l(x) =cx

der zugehorigen Koeffizientenmatrix ¢ = (01 - cn) € K" mit dem Spal-
tenvektor x € K™ schreiben. Der Dualraum (K™)* steht also in Bijektion mit
dem Raum K" von Zeilenvektoren und wird oft mit diesem identifiziert.
Die Dualbasis der Standardbasis besteht aus den Vektoren e}, die wir durch
Transponierung aus den Spaltenvektoren e; erhalten.

Definition 28. Fine Zeile einer Matriz A € K™, betrachtet als Element
von (K™)*, bezeichnet man als Zeilenvektor von A. Die lineare Hiille der
Familie der Zeilenvektoren von A bezeichnet man als Zeilenraum von A und
seine Dimension als Zeilenrang von A.

Nun bezeichnen wir wieder die von A dargestellte lineare Abbildung mit
f: K™ — K™. Die duale Abbildung f*, angewendet auf eine Linearform [ €
(K™)*, die wir mit einem Zeilenvektor ¢ € K'*" identifizieren, ist definiert
durch

fr()(@) =1(f(x)) = c(Ax).
Wegen der Assoziativitit des Matrizenprodukts ergibt sich
(1) = cA.

Die zu f duale Abbildung ist also nach Identifikation von Linearformen mit
Zeilenvektoren durch Rechtsmultiplikation mit A gegeben. Das Bild der dua-
len Abbildung f* ist somit der Zeilenraum von A, und rg f* ist gleich dem
Zeilenrang von A, also dem Spaltenrang der transponierten Matrix A*.
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4.12.4 Losungsriaume und Annullatoren

Ist
M ={ay,...,an} C (K")*

eine Menge von Zeilenvektoren und fassen wir diese zu einer Matrix A zu-
sammen, so kann man das Gleichungssystem Az = 0 auch in der Form

arx =0

amr =0

schreiben. Betrachten wir also den Raum K™ der Spaltenvektoren als Dual-
raum des Raums (K")* der Zeilenvektoren, so ist der Losungsraum des obigen
Gleichungssystems gerade der Annullator von M.

Die analoge Aufgabe fiir eine Menge von Spaltenvektoren fiihrt man durch
Transponierung auf die vorige Aufgabe zuriick.

4.12.5 Rang und Gaufiverfahren

Wir stellen uns die Frage, wie man den Zeilen- bzw. Spaltenrang einer Matrix
explizit bestimmen kann.

In Abschnitt 2.3 haben wir das Gaufsverfahren betrachtet, das mittels
einer Folge von elementaren Zeilenoperationen eine gegebene m x n-Matrix
A in Zeilenstufenform bringt. Es ist fiir Matrizen mit Koeffizienten in einem
Korper anwendbar. Setzen wir fir i € {1,...,m}

jlzlnf{j E{L"'an} | aij%o}

(wobei inf @ = oo ist), so ist eine Matrix genau dann in Zeilenstufenform,
wenn die Folge (14,...,4,) streng monoton wachsend ist. Indem man die
Rolle von Zeilen und Spalten vertauscht, definiert man elementare Spalten-
operationen, mit denen man eine Matrix in Spaltenstufenform bringen kann.

Satz 15. (i) Bei elementaren Zeilenoperationen bleibt der Zeilenraum und
somit der Zeilenrang unverdndert.

(ii) Bei einer Matriz in Zeilenstufenform sind die von Null verschiedenen
Zeilen linear unabhdngig.

(iii) Bei elementaren Zeilenoperationen bleibt der Spaltenrang unverdndert.

Analoges gilt bei Vertauschung der Rollen von Zeilen und Spalten.
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Beweis. Addieren wir ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen Zeile, so
ist die entstehende Zeile eine Linearkombination der bisherigen Zeilen und
liegt somit in deren linearer Hiille. Der entstehende Zeilenraum ist also in
dem Vorherigen enthalten. Da man die Zeilenoperation umkehren kann, gilt
auch die umgekehrte Inklusion, also sind beide Zeilenrdume gleich. Dies gilt
offensichtlich auch fiir die anderen elementaren Zeilenoperationen, namlich
die Vertauschung zweier Zeilen und die Multiplikation einer Zeile mit einer
von Null verschiedenen Konstanten.

Wir beweisen Behauptung (ii) durch vollstandige Induktion nach der An-
zahl der von Null verschiedenen Zeilen. Fiir die Nullmatrix ist nichts zu
beweisen. Nun sei A eine von der Nullmatrix verschiedene Matrix in Zeilen-
stufenform. Die erste von Null verschiedene Eintrag der ersten Zeile sei der
j-te. Da A in Zeilenstufenform ist, gilt a,; = 0 fiir 7 # 1. Ist eine Linear-
kombination der nichtverschwindenden Zeilenvektoren mit Koeffizienten ¢;
gegeben, so ist ihre j-te Koordinate gleich c;a,;. Ist die Linearkombination
gleich Null, so ist also ¢; = 0, und es verbleibt eine verschwindende Linear-
kombination der {ibrigen nichtverschwindenden Zeilen. Durch Streichung der
ersten Zeile entsteht wieder eine Matrix in Stufenform. Nach Induktionsvor-
aussetzung und Lemma 6 gilt ¢; = 0 auch fir ¢ > 1.

Aussage (iii) folgt daraus, dass Zeilenoperationen einen Automorphismus
des Raumes der Spaltenvektoren erzeugen. Wenden wir sie auf eine Matrix,
also simultan auf alle ihre Spalten an, so ist der Spaltenraum der entste-
henden Matrix das Bild des urspriinglichen Spaltenraums unter besagtem
Automorphismus. n

Folgerung 12. Das Gauflverfahren in Zeilen- bzw. Spaltenform erzeugt eine
Basis des Zeilen- bzw. Spaltenraumes, wenn man am Ende die verschwinden-
den Zeilen bzw. Spalten der Matrixz in Stufenform streicht.

Hieran kann man dann den Zeilen- bzw. Spaltenrang ablesen.

4.12.6 Losungsraume als Spaltenrdume

Die allgemeine Losung eines homogenen linearen Gleichungssystems hangt
von Parametern ¢y, ..., ¢, ab. Man kann sie als Linearkombination

tivr + ...+t
von Spaltenvektoren schreiben.

Satz 16. Entstehen die Vektoren vy, ..., v, im Ergebnis des Gaufverfahrens,
so bilden sie eine Basis des Losungsraums.
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Beweis. Laut Definition der allgemeinen Losung erzeugen sie den Losungs-
raum. Fasst man nun diese Spaltenvektoren zu einer n x p-Matrix C' zusam-
men, so kann man den Losungsraum als ihren Spaltenraum interpretieren.
Ordnet man bei dieser Matrix die Zeilen in umgekehrter Reihenfolge an und
ordnet bei der entstehenden Matrix die Spalten in umgekehrter Reihenfol-
ge an, so entsteht eine Matrix ¢ mit den Eintrigen ¢, = coy1jpr1-#-
Die Losungsmethode fiir ein Gleichungssystem mit Koeffizientenmatrix A in
Zeilenstufenform zeigt, dass C” eine Matrix in Spaltenstufenform ohne Null-
spalten ist. Das lésst sich auch als Eigenschaft von C' ausdriicken: Setzt man

jk = SUP{j € {1,...,TL} | Cik 7é 0}}7

so ist die Folge (ji, ..., j,) streng monoton wachsend. Dies sind nédmlich die
Nummern der freien Variablen in aufsteigender Reihenfolge.

Nach Satz 15(ii) sind die Spalten von C” linear unabhéngig, und nach
Satz 15(iii) sind auch die Spalten von C' linear unabhéngig. O

Beispiel 4.14. Wir betrachten das homogene lineare Gleichungssystem mit
der Koeffizientenmatrix in Zeilenstufenform

0131 -2 4
A:(00021—2)

Bezeichnen wir die freien Variablen x, x3, x5 und z¢ in dieser Reihenfolge
mit tq, to, t3 und t4, so ergeben sich die anderen Variablen wie folgt:

1
Ty = —§$5 +xg = —§t3 + t4
Ty = —3x3 — T4 + 225 — 4z

1
= —3ty — (—5253 + t4> + 2t3 — 4ty

Die allgemeine Losung ist also

T 1 0 0 0

To 0 -3 % -5 tl

I3 . 0 1 0 0 tQ

x| |00 -3 1 ts |’
T5 0 0 1 0 14

Te 0o 0 0 1

was man als Linearkombination der Spalten der der rechts stehenden 6 x 4-
Matrix C interpretieren kann. <
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4.12.7 Umkehrmatrizen und Systeme mit variabler rechter Seite

Definition 29. Fine Matrix A heifit invertierbar, wenn sie die Abbildungs-
matriz einer umkehrbaren Abbildung ist, oder anders ausgedriickt, wenn es
eine Matriz B gibt, so dass AB und BA FEinheitsmatrizen sind.

Man nennt B dann die Umkehrmatriz oder inverse Matriz von A. Wir
sehen z. B. aus Folgerung 7, dass dies nur moglich ist, wenn Spalten- und
Zeilenzahl iibereinstimmen. Invertierbare Matrizen der Ordnung n sind also
die invertierbaren Elemente im Ring der n x n-Matrizen. Nach Folgerung 8
ist eine n x n-Matrix A genau dann invertierbar, wenn der Losungsraum des
Gleichungssystems Ax = 0 der Nullraum ist. Ob das der Fall ist, siecht man
bereits im Ergebnis des Gaufverfahrens: Die streng monotone Folge der j;
muss alle Zahlen von 1 bis n enthalten, d. h. es muss eine Dreiecksmatriz
ohne Nullen auf der Diagonalen entstehen. Mit Satz 15(ii) folgt, dass solche
Matrizen in der Tat invertierbar sind.

Ist Az = y fiir Spaltenvektoren z und y, so erhalten wir durch Losen
dieses Gleichungssystems mit variabler rechter Seite ein Gleichungssystem
der Form z = By. Die Methode aus Abschnitt 2.4 liefert also ein Verfahren
zur Bestimmung der Umkehrmatrix: Man wendet Zeilenoperationen auf die
Matrix (A 1,) an, bis man eine Matrix der Form (1,, B) erhélt. Dann ist B
die Umkehrmatrix von A, die man auch mit A~! bezeichnet.

4.12.8 Rang und Untermatrizen

Unter einer Untermatrix einer m x n-Matrix A verstehen wir eine Matrix, die
durch Streichung einer beliebigen Teilfamilie von Zeilen und Spalten entsteht.
Auch die Matrix A selbst und die 0 x 0-Matrix sind Untermatrizen von A.

Satz 17. Der Zeilenrang wie auch der Spaltenrang einer Matrixz A ist gleich
der grofiten natiirlichen Zahl k derart, dass A eine invertierbare Untermatrix
der Ordnung k hat.

Beweis. Der Zeilenrang k ist nach Satz 9 gleich der Méchtigkeit einer maxi-
malen linear unabhéngigen Teilfamilie von Zeilen. Auf die von ihnen gebildete
Untermatrix kénnen wir das Gaufsverfahren anwenden und erhalten eine Ma-
trix in Zeilenstufenform, die nach Satz 15(i) keine Nullzeile hat. Streichen wir
die Spalten, die den freien Variablen entsprechen, so erhalten wir eine Drei-
ecksmatrix ohne Nullen auf der Diagonalen, also eine invertierbare Matrix
der Ordnung k. Diese enstand durch Zeilenoperationen aus der entsprechen-
den Untermatrix der Ordnung k£ von A, die nach Satz 15(i) ebenfalls den
Rang £ hat.
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Hat umgekehrt eine Untermatrix der Ordnung k£ von A linear unabhéngige
Zeilen, so sind auch die entsprechenden vollstdndigen Zeilen von A linear
unabhéngig.

Das Gleiche gilt fiir Spalten an Stelle von Zeilen. ]

Aus Lemma 10 und Satz 13 wissen wir, dass Zeilenrang und Spaltenrang
einer Matrix iibereinstimmen. Der obige Satz liefert einen davon unabhéngi-
gen Beweis.

4.12.9 Elementare Operationen und Ubergangsmatrizen

Wendet man eine elementare Zeilenoperation auf eine Produktmatrix AB
an, so erhédlt man das gleiche Ergebnis, wie wenn man die selbe Operation
vor der Multiplikation auf die Matrix A anwendet. Analog braucht man ele-
mentare Spaltenoperationen nur auf die Matrix B anzuwenden. Zum Beweis
bezeichnen wir die i-te Zeile der Matrix A mit a; und die k-te Spalte der
Matrix B mit b,. Dann gilt nach Aufgabe 45

aq CLlB
B=| : |, AL ... b)=(Ab ... Ab).
Am amB

Ist insbesondere B gleich der Einheitsmatrix, so sieht man, dass sich die
elementaren Spaltenoperationen durch Rechtsmultiplikation mit geeigneten
n x n-Matrizen erzeugen lassen, die man Flementarmatrizen nennt:

e Die Addition des b-Fachen der i-ten Spalte zur j-ten Spalte durch
Rechtsmultiplikation mit der Matrix

1, +bE;j,

wobei der Koeffizient der Matrix E;; mit den Indizes (7, ) gleich 1 ist
und alle anderen Koeffizienten gleich Null,

e die Multiplikation der i-ten Spalte mit dem Skalar a # 0 durch Rechts-
multiplikation mit der Diagonalmatrix, deren Koeffizient an der Stel-
le (i,7) gleich a ist und an allen anderen Stellen auf der Diagonalen
gleich 1,

e die Vertauschung der i-ten und j-ten Spalte durch Rechtsmultiplikation
mit der Matrix, die aus der Einheitsmatrix durch die gleiche Spalten-
vertauschung entsteht.
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Die analogen Zeilenoperationen entstehen natiirlich durch Linksmultiplikati-
on mit den zugehorigen transponierten Matrizen.

Die Nacheinanderausfiihrung mehrerer elementarer Spalten- oder Zeilen-
operationen entspricht der Multiplikation mit dem Produkt der jeweiligen
Elementarmatrizen. Will man am Ende einer Folge von elementaren Zeilen-
operationen diese Matrix S wissen, so sollte man gleich zu Anfang die Matrix
A rechts durch eine Einheitsmatrix erweitern und diese in die Operationen
einbeziehen, denn nach Aufgabe 45 gilt

S(A 1,,) = (SA S).

Analog kann man die Gesamtmatrix fiir eine Folge von elementaren Spal-
tenoperationen ablesen, wenn man zu Beginn die Matrix unten durch eine
Einheitsmatrix erweitert und diese in die Operationen einbezieht, denn

()r=(7)

Ist A eine beliebige Abbildungsmatrix, so gewinnen wir mit Hilfe des
Gaufs-Verfahrens und anschliefsenden Spaltenoperationen eine Matrix A’ =
SAT der in Folgerung 7 angegebenen Form. Wenden wir dabei die Zeilen-
und Spaltenoperationen wie eben auf geeignet erweiterte Matrizen an, so
kénnen wir die Ubergangsmatrizen S und 7' ablesen. In den Bezeichnungen
von Lemma 8 ist 7 = R~' die Ubergangsmatrix von der neuen zur alten
Basis im Definitionsbereich und S die Ubergangsmatrix von der alten zur
neuen Basis im Zielbereich.

Beispiel 4.15. Wir betrachten die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems
aus Beispiel 2.6

1 2 2 3
A=|-2 2 1 3
3 -1 1 =3

Die Zeilenoperationen erstrecken wir auf die erweiterte Matrix

12
(A 1) =(-2 2
3 -1

3
3

1
0
-3 0

S = O
— o O

Addieren wir das Doppelte der ersten Zeile zur zweiten und subtrahieren ihr
Dreifaches von der dritten, so erhalten wir

1 2 2 3 1 00
0 6 5 9 2 10
0O -7 =5 =12 -3 0 1
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Als Néchstes multiplizieren wir die zweite Zeile mit % und addieren das 7-
Fache der resultierenden Zeile zur dritten:

Nl
Lolim =

1 2
01
0 0

oot oot DN
N ol O

1

|
N

|
win

Als letzte Zeilenoperation multiplizieren wir die dritte Zeile mit g und erhal-
ten

122 3 1 00
013 2 5 Lo
001 -3 1L
Hier lesen wir die Matrizen
12 2 3 1 00
A=fo 13 2|, s=[1 1y
001 - 41

ab, wobei A das Zwischenergebnis nach Durchfiihrung der Zeilenoperatio-
nen ist und all diese Operationen durch Linksmultiplikation mit S auf einen
Schlag durchgefiihrt werden.

Zur Anwendung von Spaltenoperationen erweitern wir A nach unten. Wir
subtrahieren das Doppelte der ersten Spalte von der zweiten und dritten
sowie das Dreifache der ersten Spalte von der vierten:

122 3 1 0 0 O
0132 3 o 1 2 3
i 001 —% 0o 0o 1 -2
<>=1ooo 1 -2 -2 =3
b 010 0 01 0 0
001 0 0 0 1 0
000 1 0 0 0 1

Nun subtrahieren wir das %—Fache der zweiten Spalte von der dritten sowie
ihr %—Faches von der vierten. Im letzten Schritt addieren wir das %—Fache der
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dritten Spalte zur vierten:

1 0 0 0 1 0 0 0
01 0 0 01 0 0
0 0 1 -2 00 1 0
1 1 3
1 -2 -1 0 1 —2 -4 -3
o 1 -3 -3 0 1 -3 -3
0 0 1 0 0o 0o 1 ¢
0 0 0 1 0 0 0 1
Hier lesen wir die Matrizen
1 -2 -1 -2
1000 0 g;
A=1010 0], T = 6
o 0 1 2
00 10
0 0 0 1

ab, wobei die Rechtsmultiplikation mit 7" all unsere Spaltenoperationen auf
einen Schlag durchfiihrt und die Gleichheit

A= SAT
gilt. <«

4.12.10 Basen von Summen und Durchschnitten

Sind Unterrdume U und W von K™ als Losungsraume homogener linearer
Gleichungssysteme mit Koeffizientenmatrix A bzw. B gegeben, so ist U N W
der Losungsraum des homogenen Gleichungssystems mit der Koeffizienten-

matrix (g) Sind U und W hingegen als lineare Hiillen endlicher Mengen

von Vektoren gegeben, also als Spaltenrdume von Matrizen A bzw. B, so ist
U+ W der Spaltenraum der Matrix (A B). Will man im ersten Fall U + W
oder im zweiten Fall U N W bestimmen, so kann man das Problem mit Hilfe
von Satz 12(iv) und Abschnitt 4.12.4 auf das eben Betrachtete zuriickfiihren.
Im zweiten Fall geht es direkter mit dem Zassenhaus-Algorithmus.

Satz 18 (Zassenhaus). Es seien Matrizen A und B von gleicher Spaltenzahl
n gegeben. Wir bezeichnen den Zeilenraum von A mit U und den von B
mait W. Bringt man die Matrix

A A
B 0pn
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durch Zeilenoperationen in Zeilenstufenform und schreibt diese als

Cc FE
Ok,n D )
Ol,n Ol,n

wobei C' und D keine Nullzeilen haben, dann bilden die Zeilen von C eine
Basis von U + W und die Zeilen von D eine Basis von U NW.

Beweis. Es sei V = (K™)* der Raum der Zeilenvektoren. Wir betrachten den Unterraum
H={(u,u) |lueU}+{(w,0) |weW}

von V@V und definieren die Abbildung p : V&V — V durch p(vy, ve) = v1. Offensichtlich
ist
Kerp={0}aV, Ker(plg)=HN ({0} V).

Man priift leicht nach, dass
Im(plg) =U+W, Hn({ojeV)={0oUnW).

Mit Satz 11 folgt
dim H = dim(U + W) + dim(U N W).

Der Unterraum U + W ist der Zeilenraum von (4 ), der Unterraum H ist der Zeilen-
raum der gesamten Ausgangsmatrix. Nach Satz 15(i) ist U + W gleich dem Zeilenraum
von C und H gleich dem Zeilenraum der resultierenden Gesamtmatrix. Folglich enthélt
HN({0}®V) den Zeilenraum von (O, D), d. h. UNW enthélt den Zeilenraum von D.
Da die Anzahl der Zeilen von C' und D zusammen gleich der Dimension von H ist, muss
die Anzahl der Zeilen von D gleich der Dimension von U N W sein. O
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5 Determinanten

Wir wollen nun Determinanten von Matrizen beliebiger Ordnung einfiihren.
Dabei betrachten wir Matrizen mit Koeffizienten in einem beliebigen kom-
mutativen Ring R. Ihre Multiplikation ist wie bei Matrizen iiber Korpern
definiert und ist weiterhin assoziativ und distributiv. Man kann solche Ma-
trizen iibrigens auch als Abbildungsmatrizen interpretieren, wobei man den
Begriff des Vektorraums iiber einem Korper durch den allgemeineren Begriff
eines Moduls iiber einem Ring ersetzt. Allerdings muss man sich auf end-
lich erzeugte Moduln beschrianken, die eine Basis besitzen (sogenannte freie
Moduln), die also isomorph zu R" fiir eine natiirliche Zahl n sind. Auch die
Menge der m x n-Matrizen mit Koeffizienten in R wird zu einem freien Modul
R™™ dessen Standardbasis von den Matrizen E;; gebildet wird.

5.1 Definition und Eigenschaften

In Abschnitt 2.5 haben wir Determinanten der Ordnung 2 und 3 eingefiihrt.
Dabei haben wir gesehen, dass sie linear von jeder Spalte abhdngen und
bei der Vertauschung zweier Spalten das Vorzeichen wechseln. Es stellt sich
heraus, dass sie durch diese Eigenschaften fast schon charakterisiert sind, und
das ist der Schliissel fiir die Verallgemeinerung.

Satz 19 (Weierstrah). Es sei R ein kommutativer Ring, n eine natirliche
Zahl und ¢ € R. Dann gibt es genau eine Abbildung f : R™" — R mit
folgenden Eigenschaften:

(i) Es gilt f(1,) =c.

(ii) Halten wir alle Spalten von A bis auf eine fest, so ist f(A) als Funktion
dieser Spalte eine lineare Abbildung R™ — R.

(iii) Stimmen zwei Spalten von A dberein, so ist f(A) = 0.
Fiir diese Abbildung [ gilt dann

(iv) Bei Vertauschung zweier Spalten von A geht f(A) in das entgegenge-
setzte Element tiber.

Auflerdem ist f(A) = f(A*), und die obigen FEigenschaften gelten auch fiir
Zeilen an Stelle von Spalten.

Schreiben wir eine Matrix A als Blockmatrix von Spaltenvektoren v; €
R™, das heifst
A= (Ula"'avn)
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(wobei wir zur Platzersparnis Kommata statt Lerrdume setzen), so bedeutet
Eigenschaft (ii), dass fiir jeden Index k € {1,...,n} und jedes a € R gilt

f(o1, oo U1, @ Uk, Ukaty -, Un) = @ (U1, 000 Uk 1, Uy Uktdy - - - 5 Un)

sowie fiir weitere Spaltenvektoren v, v} € R"

f(vlv s 7vk—17v;§ +vgavk+17 s 7Un)
= f(Ub . 7Uk71,U;€,Uk+1; e 7Un) + f(Ub e avk—hvgakarl’ cee 7Un)-

Wenn man einen Index k sowie Spaltenvektoren v; fiir j # k festhélt und
dann die Bezeichnung
g(v) = f(vr, ..., Vk—1,0, Vks1, ..., Vp)

einfiihrt, so bedeutet Eigenschaft (ii), dass g : R — R linear ist, wobei wir
Definition 23 sinngeméf auf den Fall von R-Moduln verallgemeinern.

Im Fall n = 0 ist die einzige lineare Abbildung R° — R° die identische
Abbildung. Darum legt man fest, dass die einzige 0 x 0-Matrix die Einheits-
matrix 1 ist.

Beweis. Angenommen, die Abbildung f exsitiert. Wir zeigen zunéchst Ei-
genschaft (iv), d. h., wenn k, [ € {1,...,n} verschiedene Indizes sind, sagen
wir k < [, und wir Spaltenvektoren v; fiir j ¢ {k,(} festhalten sowie

h(v',0") = f(vr, ..o 0p—1,0 Vpgts - ooy U1, 0 U1, L 0p)

setzen, so gilt
h(v",v") = —=h(v';v").

Durch zweimalige Anwendung von (ii) erhalten wir némlich
h(’U/ T U”) _ h(v/,v') + h(U/,U//) + h(v”,v’) + h(v”,v”).

Nach (iii) verschwindet die linke Seite sowie der erste und letzte Term auf
der rechten Seite.
Hat A die Spalten v; wie oben, so gilt

n
v; = E Qij€i,
i=1

wobei (ey,...,e,) wie iiblich die Standardbsis bezeichnet. Nun folgt durch
mehrfache Anwendung von Eigenschaft (ii) (streng genommen, durch voll-
stdndige Induktion)

f(A) = Z Zah,l "'ain,nf(eiw"'aein)a

i1=1 in=1
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wobei wir fiir verschiedene Summationen verschiedene Indexvariablen wahlen
miissen. In den einzelnen Summanden ist jedem zweiten Index j ein erster
Indes i; zugeordnet, so dass durch o(j) = i; jeweils eine Abbildung 7 der
Menge {1,...,n} in sich selbst gegeben ist. Nach Eigenschaft (iii) sind nur
diejenigen Summanden nicht Null, fiir die die Zahlen 44, ..., 7, paarweise
verscheiden sind, d. h. fiir die die Abbildung o injektiv ist. Da ihr Definiti-
onsbereich und ihr Zielbereich die gleiche endliche Machtigkeit haben, sind
diese o bijektiv, das heifst, Elemente der symmetrischen Gruppe S,,. Wir

erhalten also .

f(A) = Z f(eg(1)7 .. ,€U(n)) H ag(j)d‘.
0ESK j=1

Da die Addition in R kommutativ ist, brauchen wir auf S,, keine Ordnung
festzulegen. Ist 7 € S, eine Transposition und 7 = ¢ o 7, so folgt aus Eigen-
schaft (iv)

fler@y s exm) = —flesr), - - €o(n))-
Nach Lemma 3 konnen wir o als Verkettung von Transpositionen darstellen,
und mit Satz 7 folgt

f(60(1)7 ceey eo(n)) = Sgn(a)f(ela S aen)>

wobei wir —1 als entgegengesetztes Element des Einselements von R auffassen
oder (—1)c = —c setzen. Mit Eigenschaft (i) folgt

£(4) = 3 san(e) L oot

O'ESn

Damit ist die Eindeutigkeit von f bewiesen.

Um die Existenz zu zeigen, miissen wir nur nachpriifen, dass die durch die
letzte Formel definierte Abbildung die Eigenschaften (i)—(iii) hat. Bei (i) ist
das offensichtlich, und (ii) folgt leicht aus dem Distributivgesetz. Stimmen
nun die k-te und die [-te Spalte von A iiberein und ist 7 die Transposition
von k und [, so gilt fiir 7 = 0 o 7 und alle j

Ao (k),k = Qr(l),l Ao (1)1 = Ar(k)k> Ao (5),5 = Qr(j),j (j ¢ {k% l})

Sach Satz 7 gilt sgn(o)+sgn(m) = 0, also heben sich die zu ¢ und 7 gehdrigen
Summanden auf. Da S, in disjunkte Teilmengen der Form {o, o o7} zerfillt,
folgt Eigenschaft (iii).

Analog zeigt man die Existenz und Eindeutigkeit einer Abbildung g :
R"™"™ — R, die die Eigenschaften (i)—(iii) fiir Zeilen an Stelle von Spalten
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hat, wobei sich ergibt

g(A) =c > sen(m) [ aixe)-

TESy =1

Ist 7 = 01, so gilt nach Satz 7, dass sgn(o) = sgn(rw) ist, wihrend aus der
Kommutativitat der Multiplikation in R folgt

H ag-(j),j = H aizﬂ-(i) :

j=1 i=1
Da die Abbildung, die jeder Permutation ihr Inverses zuordnet, eine bijektive
Abbildung von S, auf sich selbst ist, folgt f(A) = g(A). O

Definition 30. Fir einen kommutativen Ring R definieren wir die Abbildung
det: R"™"™ — R

als die Abbildung mit den Eigenschaften (i)-(iii) aus Satz 19 fir ¢ = 1.
Ist A eine n x n-Matriz mit Koeffizienten in R, so nennt man det A die
Determinante von A. Man schreibt sie wie die Matrixz als Zahlenschema,
wobei man die Klammern durch senkrechte Striche ersetzt.

Folgerung 13. Die Determinante einer n x n-Matriz mit Koeffizienten in
einem kommutativen Ring ist gegeben durch

a;p a2 ... QA1
n
921 Q29 ... Ao,
. L= E sgn(m) H i (i)
. . . TESy i=1
ap1 Ap2 ... (07

Dies gilt insbesondere als Gleichheit im Ring der Polynome in den Varia-
blen a1, ais, ..., a,, mit Koeffizienten in einem beliebigen Ring. Man kann
die Determinante also als Polynom auffassen, aus dem sich die Funktion det
im Sinne der Definition durch Einsetzen ergibt.
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Beispiel 5.1. Zahlt man alle 4! Elemente der Gruppe Sy auf, so ergibt sich

a1; a2
A21 Q22
a31 a3z
G41  G42

a13
@23
ass
Q43

Q1n
Aop |
= (11022033044
a3q
m — 012021033044 — 013022031044 — 14022033041

— 11423032044 — 111024433042 — A11A22A34043

+ @12G23031044 + Q12024033041 + Q13022034041 + A11023034042

+ 13021032044 + Q14021033042 + 014023031043 + (11024032043

— 120423034041 — Q12024031043 — A13A24A32041

— (13021034042 — A14021032043 — A14A23031 042

+ A12G21034043 + Q13024031042 + Q14023032047 -

Die Terme entsprechen der Identitidt, den Zweierzykeln, den Dreierzykeln,
den Viererzykeln und den Paaren disjunkter Zweierzykeln. <«
Aus Satz 19 ergibt sich

Folgerung 14.

(i) Bei einer Permutation von Spalten multipliziert sich
die Determinante mit dem Vorzeichen der Permutation.

(ii) Bei Addition eines Vielfachen einer Spalte zu einer anderen bleibt die
Determinante unverdndert.

Aussage (i) ergibt sich ndmlich mit Satz 7 durch mehrfache Anwendung
von Satz 19(iv). Aus Satz 19(ii) folgt fir k # [

det(vy, ..., vk_1, V0 + U, Vg1, - .., V) = det(ve, ..., Vp_1, Uk, Vkt1, - - -, Up)

+ adet(vy, ..., V61,01, Vkt1,-- -

und der letzte Summand verschwindet nach Satz 19(iii).

Wegen dieser Eigenschaften kénnen wir Determinanten mit Koeffizien-
ten in einem nullteilerfreien Ring R mit Hilfe des Gauft-Jordan-Verfahrens
berechnen. Dazu ist es am Einfachsten, wenn man R mit der Konstruktion
aus Abschnitt 3.3.2 in einen Korper einbettet (der natiirlich mit R {iberein-
stimmt, falls R bereits ein Korper ist). Teil (i) des folgenden Satzes zeigt,
dass das Gaufsverfahren ausreicht. Angesichts von Aufgabe 51 ist auch Aus-
sage (i) wichtig.

7UTL)7

Satz 20. (i) Die Determinante einer Dreiecksmatriz ist das Produkt ihrer
Diagonalkoeffizienten.

(i) Fir Matrizen A € R™™, B € R™" sowie D € R™" gilt

A B
det (On,m D) =det A-det D.
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Beispiel 5.2. Im Korper der rationalen Zahlen gilt

2 3 7 1237 123 7
34225684:50—1—17
5 2 3 5 2 3 5 2 3
] 2 3 7 12 3 7
=53 0 -1 _17:ﬁ0 -1 —17
110 4 6 20 =11 =29
123 7
210 0 158

Wollte man die Rechnung im Ring der ganzen Zahlen durchfiihren, so miisste
man bei jedem Bediirfnis zur Division durch eine Zahl ¢ die Ausgangsdetermi-
nante mit ¢ multiplizieren. Im vorliegenden Fall erhielte man so das 2-2-Fache
der Determinante und miisste dann die Nullteilerfreiheit benutzen. <«

Beweis von Satz 20. (i) Eine obere Dreiecksmatrix ist charakterisiert durch
die Eigenschaft

1> j = Q= 0.
Es tragen also nur diejenigen Permutationen 7 zur Determinante bei, die die

Eigenschaft 7(i) > ¢ fiir alle ¢ haben. Wegen der Injektivitdt von m folgt
w(n) =n, m(n —1) =n — 1 usw., also 7 = id. Wir erhalten

det A = sgn(id) H ;.
i=1

Analog behandelt man eine untere Dreiecksmatrix.

(ii) Ist C' die Gesamtmatrix und 7 € Sy,4p, so gilt fir ¢ > m und 7 (i) < m,
dass ¢; ;) = 0 ist. Es tragen also nur diejenigen Permutationen 7 zu det C
bei, die die Menge {m+1, ..., m+n} in sich abbilden. Wegen der Bijektivitét
miissen sie dann auch {1,...,m} in sich abbilden, und die Einschrankungen
auf diese beiden Mengen liefern Permutationen o € S, und ¢ € S, mit
o(i) = m(i) fur ¢ < m und w(m +1i) = m + ¢(i) fiir i <n. Umgekehrt liefert
jedes Paar (o, ) eine Permutation 7. Da 7 keine Zweiermenge {7,j} mit
t < m und j > m fehlstellt, ist die Anzahl der Fehlstellungen von 7 gleich
der Summe der Anzahlen der Fehlstellungen von o und . Wir erhalten

sgn(m) = sgn(o) sgn(y) und

det C' = Z Z sgn (o) sgn(¢p) H Cio(4) H Crtim+p(i) -
i=1 i=1

0ESm WESTL
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Die Faktoren, die nicht von ¢ abhéngen, kann man aus der inneren Summe
ausklammern. Dann héngt die innere Summe nicht mehr von ¢ ab, und man
kann sie aus der dufseren Summe ausklammern. Mit ¢;; = a;; fir 4, j €
{1,....m}und cypiims+; = di; fir i, j € {1,...,n} folgt

n

det C' = Z sgn(o) H@z’,a(z’) : Z sgn () Hdi,cp(i)- 0
=1

o€ESm PESy i=1
Es folgt eine weitere wichtige Eigenschaft der Determinante.

Satz 21 (Determinantenproduktsatz). Fir n x n-Matrizen A und B mit
Koeffizienten in einem kommutativen Ring gilt

det(AB) = det(A) det(B).
Beweis. Halten wir A fest und definieren
f(B) = det(AB), g(B) = det(A) det(B),
so gilt fiir Spaltenvektoren wy, ..., w,
A(wy, ... wy,) = (Aws, ..., Awy,), f(wy,...,w,) = det(Aws,..., Aw,).

Laut Definition haben f und g die Eigenschaften (i)—(iii) aus Satz 19 mit
¢ = det A, und die Behauptung folgt aus der Eindeutigkeit. O]

Man kann zeigen, dass die Behauptung auch im Ring der Polynome in

den Variablen aqy, ..., Gun, b11, - .., by gilt.

5.2 Entwicklung von Determinanten

Wir wollen nun zeigen, dass sich Determinanten beliebiger Ordnung nach
Zeilen und auch nach Spalten entwickeln lassen.

Satz 22 (Laplace). Es sei A eine n x n-Matriz und A;; die Untermatriz, die
durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht. Dann gilt fiir
jedes i € {1,...,n}

det A = Z(—l)iJrjaij det Aij
j=1
und fir jedes j € {1,...,n}
det A = Z(—l)i“aij det AZ]
i=1
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Beweis. Angesichts von Satz 19 geniigt es, den Beweis fiir die Entwicklung
nach einer Zeile zu fithren, sagen wir, der i-ten. Wir fassen fiir jedes j die
Beitrége der Permutationen mit der Eigenschaft 7(i) = j zusammen. Daraus
kénnen wir den Faktor a;; ausklammern:

n i—1 n
det A = Z a;j Z sgn(m) H Qo (k) H o e (k) -
j=1 k=1

TESH k=i+1
m(i)=j

Es bleibt zu zeigen, dass der nach a;; folgende Term gleich (—1)" det A,
ist. Dazu halten wir ¢ und j fest und bezeichnen die Koeffizienten von A;;
mit aj,;. Das Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte bewirkt eine Um-
nummerierung der nachfolgenden Zeilen bzw. Spalten. Es gilt namlich fiir

k#iund [ # j
k) = ok 5
wobei

k, wenn k < i, l, wenn [ < j,
alk) = o, B(l) = O
k—1, wenn k > 1. [—1, wennl > j.

Nun gibt es fiir jedes 7 mit der Eigenschaft 7(i) = j genau eine Permutation
o € S,_1, so dass das Diagramm

{1,... 0P\ {i} —={1,...,n}\ {j}
d 3
{1,...,n—1}--"-={1,...,n—1}

kommutativ ist, und umgekehrt liefert jedes o € S,,_1 ein ™ € S,, mit besagter
Eigenschaft.
Ergénzen wir die Definitionen noch durch
Oé(l) =n, 5(]) =n, O'(?’L) =n,

so werden «, # und ¢ zu Elementen von S,,, und es gilt weiterhin for = goa.
Die Abbildung « stellt genau die Zweiermengen {k,n} mit ¢ < k < n fehl
und die Abbildung 5 genau die Zweiermengen {/,n} mit j < [ < n. Deren
Anzahl ist n — ¢ bzw. n — 7, und wir erhalten

(—=1)"" sgn(r) = sgn(o)(~1)"".

Es ist also

sgn(m) = (—1)i+j sgn(o), e, (k) = a/oc(k:),a(a(k))a

und die Behauptung folgt mit der Definition von det A;;. O
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Beispiel 5.3. Auf vielen Gebieten der Mathematik (Interpolationspolynome,
Korpererweiterungen, Differentialgleichungen) trifft man auf die so genannte
Vandermondsche Determinante

1 1 o 1
T ) e Tn
An(xb 7xn) = .
x?"z xS"Z o :1:';"_2
N

Um das Gaufiverfahren anzuwenden, wiirde man fiir alle 7 > 1 das 2~ !-fache
der ersten Zeile von der i-ten Zeile subtrahieren. Geschickter ist es, zunéchst
das zi-fache der vorletzten Zeile von der Letzten zu subtrahieren, dann das
x1-Tache der Vorvorletzten von der Vorletzten usw. Wir erhalten

1 1 1

0 Ty — T T, — T
An(fbl,...,l‘n) = 0 (1'2—1'1)1‘2 (xn_xl)xn

0 (22— @)z > (Tn — x1)a] ™2

Entwickeln wir dies nach der ersten Spalte und ziehen dann die Faktoren aus
den {iibrigen Spalten heraus, so folgt

Ap(xy, .y xy) = (xo — 1) .o (2 — 21) Ap1 (22, . ., ).

Durch vollstéandige Induktion folgt nun

Az, . 2,) = H (x; — ;).

1<i<j<n

Die Vandermondsche Determinante stimmt also mit dem Polynom aus Bei-
spiel 3.10 iiberein. <«

Definition 31. Die Kofaktoren einer n x n-Matriz A sind die Skalare

ag- = (—I)H—j det Aji

ij

(man beachte die vertauschten Indizes). Die von ihnen gebildete Matriz A*
nennt man die Komplementdrmatrix oder Adjunkte von A.

Satz 23. Firn x n-Marizen gilt
AP A=A AP = (det A) - 1,.
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Beweis. Die beiden Formeln bedeuten ausgeschrieben

Z(—l)”jakj det Aij = 5zk det A, Z(—l)iﬂau det Aij = 6jl det A.

j=1 i=1

Der Fall i = k bzw j = [ ist genau die Behauptung von Satz 22. Wenden
wir den gleichen Satz auf die Matrix an, die aus A durch Ersetzung der i-ten
Zeile durch die k-te Zeile bzw. durch Ersetzung der j-ten Spalte durch die
[-te Spalte entsteht, so bleiben die Untermatrizen A;; unverandert, und die
Behaputung fiir ¢ # k bzw. j # [ folgt mit Eigenschaft (iii) aus Satz 19. [

5.3 Anwendungen
5.3.1 Die Umkehrmatrix

Ist A invertierbar im Ring R™*", d. h. gibt es eine Matrix B, so dass AB = 1,,,
so folgt mit Satz 21, dass det(A) det(B) = 1, also ist det B das Inverse von
det A im Ring R. Ist umgekehrt det A invertierbar, so ist nach Satz 23 auch
A invertierbar.

Folgerung 15. Fine nxn-Matriz A ist genau dann invertierbar, wenn det A
wnvertierbar ist, und dann gilt

A7' = (det A)1A%

Ist R ein Korper, so lautet die Bedingung fiir die Invertierbarkeit natiirlich
einfach det A # 0.

Die Menge aller invertierbaren n x n-Matrizen mit Koeffizienten in ei-
nem Ring R bezeichnet man als allgemeine lineare Gruppe (englisch ,,general
linear group“). An Stelle von (R™*™)* benutzt man meist die Bezeichnung

GL,(R) = {A € R | det A € R*}.

Die Einschrénkung det : GL,,(R) — R* ist nach Satz 21 ein Gruppenho-
momorphismus. Sein Kern ist die so genannte spezielle lineare Gruppe

SL,(R) = {A € R™" | det A = 1}.

Thre Elemente nennt man unimodulare Matrizen.
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5.3.2 Rang und Minoren

Aus Folgerung 15 ergibt sich eine Charakterisierung des Ranges einer Ma-
trix durch Determinanten von quadratischen Untermatrizen, die wir kurz als
Unterdeterminanten oder auch Minoren bezeichnen, wobei wir einer 0 x 0-
Matrix die Determinante 1 geben.

Folgerung 16. Der Rang einer Matrix A mit Koeffzienten in einem Korper
ist gleich der grofiten Zahl k derart, dass A eine nichtverschwindende Unter-
determinante der Ordnung k hat.

5.3.3 Lineare Gleichungssysteme

Wir kénnen nun die Cramersche Regel fiir Gleichungssysteme beliebiger Ord-
nung formulieren und beweisen.

Satz 24. Fiir jede Losung des linearen Gleichungssystems

1121 + A2 + ... + ATy = bl

a91,1 + 99T + ...+ Aon Ty = b2

Ap1T1 + Qoo + ... + AppXy = by

qilt
det(A)z; = det(A4;),

wobei die n X n-Matriz A; aus der Koeffizientenmatriz A durch Ersetzung
threr i-ten Spalte durch den Koeffizientenvektor der rechten Seite entsteht.

Ist A invertierbar, so kénnen wir beide Seiten durch det A dividieren und
erhalten die Cramersche Regel.

Bewers. Schreiben wir das Gleichungssystem in der Form
Ax = b,
so ergibt sich mit Satz 23
det(A)z = A* Az = A%

Vergleichen wir die i-ten Zeilen, so erhalten wir

det(A)xZ = Z Cbgjbj = Z(—l)l+]b] det Ajz
j=1 j=1
Mit Satz 22 ergibt sich die Behauptung durch Entwicklung von det(A;) nach
der 7-ten Spalte. O
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Man kann die Losung eines linearen Gleichungssystems Ax = b, deren
m x n-Matrix A Koeffizienten in einem Korper hat, vollstdndig durch De-
terminanten beschreiben (was allerdings bei numerischen Verfahren wegen
des zu hohen Rechenaufwandes nichts niitzt). Das Gleichungssystem ist ge-
nau dann losbar, wenn b im Spaltenraum der Matrix A liegt, also genau
dann, wenn der Spaltenrang der Koeffizientenmatrix A gleich dem Spalten-
rang der erweiterten Koeffizientenmatrix (A b) ist. Satz 16 driickt dies durch
Determinanten aus. Wahlt man nun eine maximale Untermatrix von A mit
nichtverschwindender Determinante, so kann man alle darin nicht vorkom-
menden Zeilen aus dem System weglassen. Alle darin nicht vorkommenden
Spalten gehdren zu freien Variablen. Bringt man sie auf die rechte Seite,
so erhélt man die allgemeine Losung mit Hilfe der Cramerschen Regel (vgl.
Aufgabe 12).

5.3.4 Das charakteristische Polynom

Wir betrachten die Aufgabe, beliebige Potenzen einer quadratischen Matrix
zu berechnen. Ist K ein Korper, so ist der Ring K™*" der quadratischen
Matrizen der Ordnung n ein Vektorraum der Dimension n?. Fiir eine Matrix
A € K™ kann die unendliche Folge 1, = A%, A = A', A%, ... nicht linear
unabhiingig sein. Es gibt eine kleinste natiirliche Zahl k& < n?, so dass A*
von den kleineren Potenzen linear abhéngig ist, d. h. es gibt Skalare ¢y, ...,
¢, € K, so dass
A = A a1 A+l

Hat man diese erst einmal gefunden, so kann man noch hohere Potenzen mit
Hilfe der Rekursionsformel

AR = AR e AT 4 A

ohne weitere Matrizenmultiplikation berechnen.

Dieses Ergebnis kann man umformulieren, wodurch weitere Zusammen-
hénge ans Tageslicht kommen. Ist allgemein eine n x n-Matrix A mit Koeffi-
zienten in einem kommutativen Ring R gegeben, so kénnen wir jedem Term,
in dem Elemente R und eine Variable ¢ durch Addition und Multiplikation
verkniipft sind, eine Matrix zuordnen, indem wir A an Stelle von ¢ einsetzen.
Aquivalente Terme fithren auf die selbe Matrix, weil der von den Skalaren
und A erzeugte Unterring von R™ "™ kommutativ ist. (Wenn wir zwei gege-
bene Matrizen in Terme mit zwei Variablen einsetzten, wére das nicht der
Fall.) Auf diese Weise erhalten wir einen Homomorphismus von Ringen

R[] — R™™.
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Hat z. B. ein Polynom ¢(¢) die Standardform
q(t) = bot® + byt" '+ . 4 b1t + by,
so erhalten wir die Matrix
q(A) = b A" + by AP b b A+ bl

Nun wird klar, warum es so wichtig war, Polynome im Unterschied zu ganzra-
tionalen Funktionen als Aquivalenzklassen von Termen zu definieren. Unsere
obige Diskussion zeigt, dass es fiir jede n x n-Matrix A mit Koeffizienten in
einem Korper K ein Polynom ¢(t) € K[t] vom Grad hochstens n? gibt, so
dass q(A) = 0 ist, aber seine Bestimmung ist ziemlich umsténdlich. Uberra-
schender Weise kann man ein solches Polynom sofort hinschreiben.

Definition 32. Ist A eine n x n-Matriz mit Koeffizienten in einem kommu-
tativen Ring R, so nennen wir

det(t- 1, — A) € R[t]
das charakteristische Polynom von A.

Dieses Polynom hat den Grad n, und sein hochster Koeffizient ist 1
(Ubungsaufgabe). In der ilteren Literatur betrachtet man statt dessen das
Polynom

det(A—1t-1,),

das sich von unserem um den Faktor (—1)™ unterscheidet. Jetzt erkennt man,
warum es wichtig war, in diesem Kapitel Matrizen mit Koeffizienten in einem
kommutativen Ring wie z. B. R[t] und nicht nur in Kérpern zuzulassen.

Beispiel 5.4. Die Matrix
a b
=)

hat das charakteristische Polynom
p(t)=(t—a)(t—d)—bc=t*— (a+d)t+ (ad — bc),

und wir erhalten

=2 ) (0 - (5 )

was gleich der Nullmatrix ist. <«
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Satz 25 (Cayley-Hamilton). Ist A eine n x n-Matriz mit Koeffizienten in
einem kommutativen Ring R und p(t) ihr charakteristisches Polynom, so gilt

Beweis. Die Matrix B(t) =t -1, — A € R[t]"*™ hat die Koeffizienten
blj<t) = (51325 — Qi

und es gilt p(t) = det B(t). Nach Satz 23 ist B(t)B(t)* = p(t) - 1,,, d. h. in
R[t] gilt fiir alle ¢ und &

n

ikp(t) = Z bij(t)cjr(t) = Z ¢ (t)bi; (t)

j=1

mit gewissen Polynomen cj;(t). Setzen wir A an Stelle der Variablen ¢ ein,
so erhalten wir eine Gleichheit im Matrizenring R"*". Wenden wir nun beide
Seiten auf den Spaltenvektor e; der Standardbasis an und summieren iiber 7,
so erhalten wir

p(Aey, = Z Z cjk(A)bij(A)e; = Z cjk(A) Z bij(A)es,

wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass ¢;i(t) nicht von i abhéngt.
Nach Definition des Kronecker-Symbols und der Matrizenmultiplikation ist

n

i bz](A>€Z = i 5ijAei - Z a;5€; = A6j - A@j == O,
=1 i=1

i=1
denn Ae; ist die j-te Spalte von A, und es folgt
p(A)e, = 0.
Da k beliebig war, ist p(A) gleich der Nullmatrix. O
5.3.5 Determinante, Spur und charakteristisches Polynom eines
Endomorphismus

Man kann auch die Determinante einer linearen Abbildung eines Vektorrau-
mes in sich selbst definieren.

Lemma 12. Ist V ein Vektorraum tuber einem Korper K und f :V — V
eine lineare Abbildung, so hdingt die Determinante der Abbildungsmatrixz von
f beziiglich einer Basis von V' nicht von der Wahl der Basis ab.
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Bewets. Nach Lemma 8 ist die Abbildungsmatrix beziiglich einer anderen
Basis gleich A’ = SAS™!, wobei S die Ubergangsmatrix bezeichnet, und
nach Satz 21 gilt det A" = det A. ]

Wir bezeichnen die Determinante einer Abbildungsmatrix von f mit det f.
Nun kénnen wir auch das charakteristische Polynom

p(t) = det(t -idy — f)

von f definieren. Es stimmt natiirlich mit dem charakteristischen Polynom
der Abbildungsmatrix von f beziiglich irgendeiner Basis iiberein. Schreiben
wir

p(t) =t" + art" 7t + .+ apat + an,
so ist a,, = (—1)"det f. Man nennt —ay die Spur (engl. trace) von f, abge-
kiirzt tr f. Sie spielt eine Rolle bei der Ableitung der Determinante. Ist A
eine Abbildungsmatrix von f, so gilt tr f = tr A, wobei

trA = i (0773
i=1

die Spur der Matrix A bezeichnet (Ubungsaufgabe). Allgemein lisst sich a;
durch ein homogenes Polynom vom Grad 7 in den Koeffizienten der Matrix A
darstellen.

Ein Unterraum U von V' heiftt invariant unter dem Endomorphismus f
von V (oder kurz f-invariant), wenn fiir alle u € U gilt f(u) € U.

Lemma 13. FEs sei f ein Endomorphismus des endlichdimensionalen Vek-
torraums V. und U ein f-invarianter Unterraum. Weiter sei g der durch
gv+U) = f(v) + U definierte Endomorphismus von V/U sowie h die Ein-
schrinkung von f zu einem Endomorphismus von U. Dann ist das charakte-
ristische Polynom von f das Produkt der charakteristischen Polynome von g
und h.

Beweis. Wir wéhlen eine Basis (vq,...,v,) von U und ergénzen sie zu einer
Basis (vy,...,v,) von V. Nach Aufgabe 51 hat die Abbildungsmatrix von f

die Form
A B
On—m,m D)’

wobei A und D die Abbildungsmatrizen von h und ¢ sind. Die Abbildungs-
matrix von ¢ -id — f ist dann

t-1,—A -B
On—m,m t : 1n—m — D ’
und die Behauptung folgt mit Satz 20(ii). O
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5.3.6 Orientierungen

In der Elektrodynamik kommt die Rechte-Hand-Regel vor. Sie dient dazu, ei-
ne Klasse von Basen des Anschauungraumes zu charaktrisieren: Bei ihnen ist
es moglich, mit dem abgewinkelten Daumen in Richtung des ersten Basisvek-
tors zu zeigen, mit dem ausgestreckten Zeigefinger in Richtung des zweiten
Basisvektors und mit dem Mittelfinger in Richtung des Dritten. Solche Basen
sind aber nicht von vornherein ausgezeichnet; es ware z. B. unmoglich, einem
entfernten Auferirdischen in Worten mitzuteilen, was wir mit rechts meinen.

Definition 33. FEine Orientierung auf einem endlichdimensionalen Vektor-
raum V' dber einem angeordneten Kérper ist eine Abbildung o, die jeder Basis
von V den Wert 1 oder —1 zuordnet, so dass fiir zwei beliebige Basen gilt

o(wy,...,w,) = sgn(det S)o(vy,...,v,),

wober S die Ubergangsmatrix von einer der Basen zur anderen bezeichnet.
Wir nennen —o die zu o entgegengesetzte Orientierung.

Dabei betrachten wir Basen als Folgen von Vektoren, also als Abbildungen
{1,...,n} — V. Entsteht eine Basis aus der Anderen durch eine Permutation
der Vektoren (oder richtiger, der Indizes), so ist S eine Permutationsmatrix,
und det S ist gleich dem Vorzeichen der Permutation. Die einzigen in dieser
Vorlesung behandelten angeordneten Korper sind der Korper der reellen Zah-
len und der Kérper der rationalen Zahlen. Eine Orientierung auf einem eindi-
mensionalen Vektorraum V' bestimmt einen Strahl {v € V' \ {0} | o(v) = 1}.

Lemma 14. (i) Auf jedem endlichdimensionalen Vektorraum tber einem
angeordneten Korper gibt es genau zwei Orientierungen.

(ii) Ist U ein Unterraum von V', so kann man von drei Orientierungen
o auf V, o auf U, o auf V/U

zwet Beliebige vorgeben, und dann ist die Dritte dadurch bestimmt, dass
fiir jede Basis (vy,...,v,) von'V derart, dass (vy, ..., vy) eine Basis von
U ist, gelten soll

o(vy,...,v,) =0 (v1,...,0)0" (V1 + U, ..., v, + U).

Aussage (i) gilt tibrigens auch fiir nulldimensionale Vektorraume V' = {0}.
In diesem Fall gibt es nur eine Basis, ndmlich die Abbildung @ — V. Eine
Orientierung ist dann durch ihren Wert auf dieser Basis gegeben, also durch
eine Zahl aus {1, —1}.
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Ist dim V/U eindimensional, so definiert o” einen Halbraum {v € V |
o"(v+U) =1} (von dem aus gewissermafen die Vorderseite von U zu sehen
ist). Aussage (ii) kann man auf den Spezialfall anwenden, dass V' die direkte
Summe von Unterrdumen U und W ist, wobei jeder Orientierung auf W iiber
den Isomorphismus W — V/U eine Orientierung auf V/U entspricht.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass es fiir eine vorgegebene Basis (v1, ..., v,) und
eine vorgegebene Zahl ¢ € {1, —1} genau eine Orientierung o gibt, so dass
o(vi,...,v,) = &. Die Formel in der Definition schreibt vor, wie sich der
Wert von o auf jeder anderen Basis ergeben muss. Angenommen, es seien
Basen (uy,...,u,) und (wi,...,w,) gegeben, und die Ubergangsmatrizen
von (vy,...,v,) zu diesen Basen seien R und S. Die Ubergangsmatrix von
(w1, ..., up) zu (wy,...,w,) ist dann T' = SR~ Nach Satz 21 gilt det(T) =
det(S) det(R)™!, und es folgt

o(wy, ..., wy,) =sgndet(T) - o(uy,...,u,).

Da die beiden Basen beliebig waren, ist o eine Orientierung.

Ist ein Unterraum U gegeben und gehen wir zu einer anderen Basis
(w1, ..., w,) des Vektorraums V iiber, so dass (wy,...,wy) wieder eine Ba-
sis von U ist, so hat die Ubergangsmatrix zwischen den Basen von V nach

Aufgabe 48 die Form
g_ S’ R
- On—k,k S/l )

wobei S" die Ubergangsmatrix zwischen den Basen von U ist und S” die
Ubergangsmatrix zwischen den Basen von V/U. Behauptung (ii) folgt nun
aus Satz 20(ii). O

Wie der Beweis zeigt, ist eine Orientierung durch ihren Wert auf einer ein-
zigen Basis bestimmt. Die Standardorientierung auf dem Vektorraum K™ ist
dadurch charakterisiert, dass sie auf der Standardbasis den Wert 1 annimmt.

Ist V ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum, so erhalten wir
aus jeder Basis (vy,...,v,) von V eine Basis (vq,ivy, ..., vy, iv,) des unter-
liegenden reellen Vektorraums. Ist S die Ubergangsmatrix zu einer anderen
Basis (w1,...,w,), so hat die Ubergangsmatrix zwischen den zugehérigen
reellen Basen nach Aufgabe 59(b) die Determinante |det S|*. Somit gibt es
genau eine Orientierung auf dem unterliegenden reellen Vektorraum, die auf
allen solchen reellen Basen den Wert 1 hat. Man nennt sie die kanonische
Orientierung. Ist U einem komplexer Unterraum von V', so sind (wegen der
von Aufgabe 59 abweichenden Reihenfolge der Vektoren) die kanonischen
Orientierungen auf den unterliegenden reellen Vektorrdumen von V', U und
V/U miteinander vertréglich im Sinne von Lemma 14(ii).
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6 Lineare Selbstabbildungen

Wir richten nun unser Augenmerk auf Endomorphismen von Vektorrdumen,
also lineare Abbildungen f eines Vektorraumes V' in sich selbst. Ordnet man
jedem Endomorphismus seine Abbildungsmatrix zu, so erhalt man nur dann
einen Homomorphismus vom Ring der Endomorphismen auf den Ring der
quadratischen Matrizen, wenn man ein und die selbe Basis von V' sowohl in
seiner Eigenschaft als Definitionsbereich als auch als Zielbereich von f wahlt.
Dann ist aber Folgerung 7 nicht anwendbar, und es stellt sich die Frage, wie
man die Basis wiahlen muss, damit die Abbildungsmatrix von f eine moglichst
einfache Form annimmt.

6.1 Physikalische Motivation

Ein Massenpunkt der Masse m sei an einer Feder aufgehéngt. Er bewege sich
nur in senkrechter Richtung, und z sei seine Auslenkung vom Ruhepunkt als
Funktion der Zeit ¢t. In der Ruhelage wird die Schwerkraft durch die Grund-
spannung der Feder ausgeglichen, und wenn das Hooksche Gesetz fiir unsere
Feder gilt, so ist bei einer Auslenkung z die resultierende Kraft gleich —kz,
wobei man k als Federkonstante bezeichnet. Wird aber der Aufhdngungs-
punkt auf und ab bewegt, wobei seine Auslenkung durch eine Funktion h
von t gegeben ist, so ist die auf den Massenpunkt einwirkende Kraft gleich
k(h — x), und nach dem Newtonschen Gesetz gilt

mi = k(h — x),

wobei die Ableitung in Newtonscher Schreibweise durch einen iibergesetzten
Punkt gekennzeichnet wird. Dies ist eine lineare Differentialgleichung mit
gegebener Funktion A und gesuchter Funktion . Wie in Lemma 5 zeigt man,
dass ihr Losungsraum ein affiner Unterraum X des Vektorraums C*(R,R)
der beliebig oft differenzierbaren Funktionen z : R — R ist.

Ist beispielsweise h(t) = bsin @t mit einer Kreisfrequenz ¢ > 0, so liegt
der Ansatz

z(t) = csin gt

nahe, und bei Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt sich
—meyp? sin pt = k(b — c¢) sin ¢t.

Wir erhalten also tatséachlich eine Losung, wenn wir



setzen, vorausgesetzt,

Der Massenpunkt fiihrt in diesem Fall eine erzwungene Schwingung aus.
Der zum affinen Losungsraum X gehorige Vektorraum V ist die Losungs-
menge der zugehorigen homogenen Gleichung

ma = —kx.

Er besteht aus Losungen, die bei festgehaltenem Aufhdngungspunkt auftre-
ten und deshalb als Eigenschwingungen bezeichnet werden. Der Ansatz

z(t) =sinwt  bzw. x(t) = coswt

mit unbestimmtem w > 0 fithrt durch Einsetzen auf die Bedingung mw? = k,
also erhalten wir zwei Losungen mit der sogenannten Eigenfrequenz

k
w=1/—.
m
Man kann zeigen, dass sie eine Basis von V' bilden. Die allgemeine Losung
der inhomogenen Gleichung (ein beliebiges Element von X') ergibt sich dann
wie in Lemma 5 als Uberlagerung einer erzwungenen Schwingung und einer
Eigenschwingung.
Es gibt noch mehr Beziehungen zur linearen Algebra. Definieren wir einen
Endomorphismus d des Vektorraums C*°(R,R) durch

d(x) =,

so konnen wir die obige homogene Differentialgleichung in der Form

k
d*(z) = ——
(@) —
schreiben, und der Losungsraum V = Ker (d2 + %id) ist invariant unter d.

Suchen wir Losungen mit dem Ansatz

z(t) = eM,
so gilt
d(z) = Az,
und die Bedingung an die Losung lautet
S
—.
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Solche Losungen existieren also nur im groferen Raum C*(R,C) der kom-
plexwertigen Funktionen x : R — C, und dann ist A = 4iw. Die obige
Basis von V' ist auch eine Basis des komplexen Losungsraums W, aber die
Funktionen
e = coswt + isinwt, e ™t = coswt — isinwt

bilden ebenfalls eine Basis von W.

Eine geddmpfte Eigenschwingung, bei der die Reibungskraft proportional
zur Geschwindigkeit & ist, gehorcht der Differentialgleichung

mi + li + kx = 0,

und die Funktionen der Form z(t) = ¢*' sind Lésungen, wenn A eine Nullstelle
des Polynoms
mA® + I\ + k

ist. Im Fall einer doppelten Nullstelle ist auch te* eine Losung, man findet
also immer eine Basis des Losungsraums.

Der Vektorraum in Aufaghe 42 ist iibrigens ebenfalls ein Losungsraum
einer homogenen linearen Differentialgleichung, ndmlich der Kern von

do (d* +id) o (d* + 4id).

6.2 Eigenwerte

Nun haben wir die Motivation fiir den folgenden mathematischen Begriff.

Definition 34. Gegeben sei ein Vektorraum V iiber einem Korper K und
eine lineare Abbildung f :'V — V. Ein Skalar A € K heifit Eigenwert von f,
wenn es einen von Null verschiedenen Vektor x € V' gibt, so dass

f(z) = Az.
Ein solcher Vektor heifst dann Eigenvektor zum FEigenwert ).

Analog definiert man Eigenwerte von quadratischen Matrizen. Die Eigen-
werte einer Abbildung f sind dann die gleichen wie die ihrer Abbildungsma-
trix beziiglich einer beliebigen Basis.

Lemma 15. Ein Skalar X\ ist genau dann Eigenwert des Endomorphismus f
etnes endlichdimensionalen Vektorraums, wenn er Nullstelle des charakteris-
tischen Polynoms von f ist.
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Beweis. Die Bedingung an A\, Eigenwert zu sein, ist die Existenz eines Vektors
x # 0, so dass
(f = A-id)(x) = 0.

Dies ist also genau dann der Fall, wenn Ker(f — A - id) nicht der Nullraum
ist, also nach Folgerung 8 genau dann, wenn f — X - id nicht invertierbar ist.
Nach Folgerung 15 ist dies genau dann der Fall, wenn det(f — XA -id) = 0
ist. [

Man nennt Ker(f—\-id) den Figenraum von f zum Eigenwert A und seine
Dimension die Vielfachheit des Eigenwertes A. Die von Null verschiedenen
Elemente des Eigenraumes sind die Eigenvektoren zum Eigenwert .

6.3 Diagonalisierung und Trigonalisierung

Wir wollen feststellen, wann ein endlichdimensionaler Vektorraum eine Basis
besitzt, beziiglich derer die Abbildungsmatrix eines gegebenen Endomorphis-
mus eine Diagonalmatrix oder eine Dreiecksmatrix ist.

Satz 26. Die Summe der Eigenriume eines Endomorphismus ist direkt.

Wenden wir dies z. B. auf die Eigenfunktionen e* der Abbildung d aus
dem obigen Beispiel an, so sehen wir, dass sie iiber C linear unabhéngig sind.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die Summenabbildung von der (&ufseren)
direkten Summe der Eigenrdume in den Vektorraum V' injektiv ist. Dazu
beweisen wir durch vollstéandige Induktion nach k, dass fiir beliebige Vektoren
V1, ..., U in verschiedenen Eigenrdumen mit der Eigenschaft

'U1+...+'Uk20

gilt, dass sie alle gleich Null sind. Diese Behauptung gilt fiir £ = 1. Angenom-
men, sie ist fiir weniger als k& Eigenvektoren bewiesen. Es sei f(v;) = A\v;.
Nun folgt durch Anwendung von f — A -id

(/\1 - /\k)vl + ...+ ()\lc—l - /\k)vk_l =0.

Die Summanden sind Eigenvektoren zu k£ —1 verschiedenen Eigenwerten, und
nach Induktionsvoraussetzung sind sie alle gleich Null. Wegen der Verschie-
denheit der Eigenwerte folgt v; =0, ..., vy = 0. Damit ist auch v, = 0. [

Wiéhlen wir Basen in den einzelnen Eigenrdumen, so ist ihre Vereinigung
also eine Basis der Summe dieser Rdume, und wir erhalten:
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Folgerung 17. Ein endlichdimensionalen Vektorraums V' besitzt genau dann
eine Basis, die aus Figenvektoren eines Endomorphismus f besteht, wenn die
Summe der Vielfachheiten der Eigenwerte von f gleich der Dimension von

V ist.

Dies lasst sich praktisch realisieren, wenn die Abbildungsmatrix A von f
beziiglich einer Basis gegeben ist. Der Eigenraum zu A ist ja als Kern der
linearen Abbildung f — A-id definiert, also sind die n-Tupel der Koordinaten
von Eigenvektoren die Losungen des Gleichungssystems mit der Koeffizien-
tenmatrix A — \-1,,.

Da die Eigenrdume mindestens eindimensional sind, ergibt sich:

Folgerung 18. Hat das charakteristische Polynom eines Endomorphismus
etnes n-dimensionalen Vektorraums n verschiedene Nullstellen, so gibt es
eine Basis aus Eigenwerten.

Hat der Eigenwert A von f die Vielfachheit m, so ist das charakteristische
Polynom der Einschrénkung von f auf den Eigenraum zu A gleich (¢ — \)™.
Dies ist nach Lemma 13 ein Teiler des charakteristischen Polynoms von f.
Die hochste Potenz von ¢t — A, durch die ein Polynom p(t) teilbar ist, heifst
Vielfachheit der Nullstelle A von p(t). Wir erhalten also:

Folgerung 19. Die Vielfachheit von X als Eigenwert eines Endomorphismus
f ist nicht gréfler als die Vielfachheit von A\ als Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms von f.

Wenn es eine Basis aus Eigenvektoren gibt, so muss das charakteristi-
sche Polynom also in Linearfaktoren zerfallen. Die Umkehrung gilt zwar im
Spezialfall von Folgerung 18, aber im Allgemeinen haben wir nur:

Satz 27. Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus f eines
endlichdimensionalen Vektorraums V zerfallt genau dann in Linearfaktoren,
wenn es f-invariante Unterraume

{0}=VyCcViC...CcV,=V
gibt, so dass fiir alle i gilt dim V; = i.

Man nennt eine streng wachsende Folge von Unterrdumen eine Fahne,
wobei man sich V; als Befestigungspunkt, V; als Stange und V5 als Tuch
vorstellt. Eine Fahne heifst vollstindig, wenn man keine weiteren Unterrdume
mehr einfiigen kann, so dass wieder eine Fahne entsteht. Nach Aufgabe 37
und Folgerung 5 ist das genau der Fall, wenn samtliche Dimensionen zwischen
0 und dim V' bereits vorkommen.
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Beweis. Angenommen, es gibt eine vollstéandige Fahne von f-invarianten Un-
terrdumen. Fiir jedes 7 konnen wir dann einen Endomorphismus f; des Quo-
tientenraums V;/V;_; definieren, indem wir setzen

filtv+Viea) = f(v) + Vi,

Es sei p das charakteristische Polynom von f und p; das von f;. Durch mehr-
malige Anwendung von Lemma 13 sehen wir, dass

p(t) = pi(t) - palt).

Nach Folgerung 10 ist dim V;/V;_; = 1, also deg p; = 1, das heift, p(t) zerfallt
in Linearfaktoren.

Wir beweisen die Umkehrung durch vollstandige Induktion. Fiir n = 0 ist
nichts zu beweisen, weil dann p(t) = 1 und V' = {0} ist. Wir nehmen an, dass
die Behauptung fiir R&ume der Dimension n — 1 bereits bewiesen ist, und
betrachten einen n-dimensionalen Vektorraum V', wobei n > 1 ist. Zerfallt
nun das charakteristische Polynom p(¢) von f € End(V) in Linearfaktoren,
so wéhlen wir einen von ihnen, sagen wir p;(¢) =t — A;. Nach Lemma 15 ist
A1 ein Eigenwert von f, und wir wahlen einen zugehorigen Eigenvektor vy.
Die lineare Hiille V; von v; ist dann ein eindimensionaler f-invarianter Un-
terraum. Nach Folgerung 10 ist dimV/V; = n — 1, und f induziert einen
Endomorphismus g von V/V;. Ist ¢ das charakteristische Polynom von g, so
gilt nach Lemma 13

p(t) = pi(t)q(?).
Wegen der Nullteilerfreiheit von Kt] ist ¢(t) das Produkt der iibrigen Line-
arfaktoren von p(t). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine g-invariante
Fahne
{0}=W,CcWycC...CcW, =V/V,

wobei dimW; = ¢ — 1 ist. Wir bezeichnen das Urbild von W, unter der
kanonischen Abbildung V' — V/V} mit V;. Nach Folgerung 10 ist dim V; = 4,
diese Unterrdume bilden also zusammen mit V = {0} eine vollstédndige Fahne

inV.FirveVistv+V; € W;, also
f)+Vi=glv+W)eW,
und somit f(v) € V;. Die besagte Fahne ist also f-invariant. O

Traditionell werden die obigen Ergebnisse in der Sprache der Matrizen
formuliert.

Definition 35. (i) Zwei quadratische Matrizen A und A" heifflen &hnlich,
wenn es eine umkehrbare Matriz T gibt, so dass A" = T—1AT ist.
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(ii) Fine Matriz heifst diagonalisierbar, wenn sie dhnlich zu einer Diago-
nalmatriz ist.

(iii) Eine Matriz heifit trigonalisierbar, wenn sie dhnlich zu einer Dreiecks-
matriz ist.

Die Abbildungsmatrizen eines Endomorphismus beziiglich verschiedener
Basen sind nach Lemma 8 dhnlich zueinander. Offensichtlich ist die Abbil-
dungsmatrix von f genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis aus Ei-
genvektoren von f gibt oder, was dazu dquivalent ist, wenn es eine Basis des
Raumes der Spaltenvektoren aus Eigenvektoren von A gibt. Wie man diese
aus den allgemeinen Losungen der homogenen Gleichungssysteme mit den
Koeffizientenmatrizen A — A1,, findet, wurde oben bereits beschrieben. Hat
man n linear unabhéngige Spaltenvektoren v; mit der Eigenschaft Av, = \;v;
und fiigt man diese Spalten zu einer invertierbaren Matrix

T = (vl Vg ... vn)
zusammen, so ergibt sich mit Aufgabe 45
AT = ()\11)1 AUy ... )\nvn) =TA,
wobei A" die Diagonalmatrix mit den Diagonaleintragen Aq, ..., A, ist.

Folgerung 20. Eine Matrix ist genau dann trigonalisierbar, wenn ihr cha-
rakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerfallt (was nach Satz ¢ im Fall
K = C immer erfillt ist).

Nach Satz 27 miissen wir uns nur iiberzeugen, dass die Existenz einer
vollstdndigen Fahne von f-invarianten Unterrdumen dquivalent zur Trigona-
lisierbarkeit der Abbildungsmatrix ist. Wahlt man einen Basisvektor von V;
und ergénzt ihn nacheinander zu Basen von V5, V3 usw., so erhélt man eine
Basis, beziiglich derer die Abbildungsmatrix eine obere Dreiecksmatrix ist.
(Kehren wir die Reihenfolge der Basisvektoren um, so erhalten wir eine un-
tere Dreiecksmatrix.) Ist umgekehrt die Abbildungsmatrix eine obere bzw.
untere Dreiecksmatrix, so ist fiir jedes ¢ die lineare Hiille der ersten bzw.
letzten ¢ Basisvektoren invariant unter f.
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