Abgabe: Lineare Algebra 1 Fabian Hebestreit
28.6.2024 bis 14:00 in V3-128 Blatt 11—Losungsvorschlag Julius Frank

Aufgabe 1

Wir formen A mit elementaren Zeilenoperationen zur Identitdtsmatrix 1, € Q um und halten das Produkt der
dabei verwendeten Zeilenoperationen fest, indem wir A um eine Identitdtsmatrix erweitern:

1 1 1
2 03 L 000N e s 2 316 0 0 0
-4 1 % -ilo 1o o0 |3 18 6 5 6|0 24 0 0
S 1 -3 1loo0o 10| 18 =6 —5 12(0 0 12 0
1 1 _ilo 0 01 6 6 1 —6|0 0 0 24
4 4 24 4
w3 0 2 <3| 6 0 0 0 (30 2 3| 6 0 0 0
Wi 0 6 —7 12|-36 24 0 0 || 0 6 —7 12|-36 24 0 0
00 0 6| 024 12 0 00 0 6| 0 24 12 0
06 -3 0|—12 0 0 24 0 0 4 —12| 24 —24 0 24
"tV 30 2 3] 6 000 300 3|6 12 0 —I12
vy 0 6 —7 12|-36 24 0 0 1’1%’/1( 06 0 9| 6 —18 0 42
00 1 -3| 6 —6 0 6 001 -3/ 6 -6 0 6
00 1l o 4 2 0 000 1| 0 42 0
Jgiv (=3 0.0 0|=6 0 —6 —12\ycy(1 0 0 0[2 0 2 4
v 0 6 0 0 6 18 18 42 |mif0 10 0|1 33 7
0010 6 6 6 6 001 0[6 66 6
000 1| 0 4 2 0 000 1|0 4 2 0

Somit ist die inverse Matrix A! gegeben durch

Al=
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= oY W o
N O W
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Aufgabe 2
(1)=(2): Seirk(y) < dimg(V). Dann ist mit der Dimensionsformel
k =dimg(Ker(¢)) =dimg(V)—dimg(Im(p)) = dimg(V)—r1k(p) > 0.
Wir wihlen eine Basis { by, ..., b} von Ker(y), und ergédnzen diese zu einer Basis { by, ..., b, bg,1,..., b, } von
V. Dann definieren wir i : V — V wie folgt:
b, i<k
O

Dann ist fiir jedes v € V y(v) € (by,..., bi)x = Ker(p), also ist ¢ o) = 0. Andererseits ist aber, da k > 0,
Y(b)= b, #0, also ist Y #0.

(2)=(1): Seiy #0mit g oy =0. Dap #0 gibtes ein v € V, sodass y(v) #0. Da p o) =0, ist y(v) € Ker(p).
Insbesondere ist also Ker(y) # 0, somit ist V nicht injektivund mit Korollar I1.5.5 somit auch nicht surjektiv:
Dann ist tk(¢) = dimg (Im(¢)) < dimg (V).

(1)=(3): Sei rk(y) < dimg (V). Wir notieren r = rk(¢) = dimg(Im(y)) und wihlen eine Basis {by,..., b,} von

Im(¢p). Diese konnen wir zu einer Basis {b,,..., b,, b,,,...,b,} von V ergdnzen, wobei nach Annahme
r < n ist. Wir definieren i : V — V wie folgt:

IP(bi):{O i<r

bi i>r.

Dann ist fiir jedes v € V ¢(v) € (by,..., b,)x € Ker(y), also ist i o ¢ = 0. Andererseits ist aber, da r < n,
Y(b,)=b, #0, also auch i #0.



(3)=>(1): Seiy #0mityop=0.Day #0gibtesein v eV, sodass y(v)#0. Demnach ist v ¢ Im(yp). Insbeson-
dere ist dann
k() = dimg (Im(p)) < dimg (V).

(Beispielsweise, weil fiir eine Basis B von Im(y) die Menge B U {v} wieder linear unabhingig ist, also in
einer Basis von V enthalten sein muss.)

Aufgabe 3

(a) Wir bilden die Matrizen, deren Spaltenvektoren gerade durch die Vektoren in B bzw. C gegeben sind, und
bringen sie mit dem Gauf3-Algorithmus in Zeilenstufenform:

4 4 1N\ (4 4 1 4 4 1
4 0 3|5 o 1 2|30 1 2
4 2 0 0 3 4 00 3
31 2\ a3 1 2 31 2
1 4 2 I11-3-1 0 2 3 III:E‘II 0 2 3
4 4 1 01 0 00 1

Da es keine Nullzeilen gibt, sind sowohl B als auch C Erzeugendensysteme, und da beide 3 Elemente haben,
folgt, dass sie Basen sind.

(b) Die Matrix M (L(A), b, c) kann mit Beobachtung I1.7.5 als das folgende Produkt berechnet werden, wobei e
die Standardbasis von Z/5° bezeichnet:

M(L(A),b,c)=M(id, e, c)- M(L(A),e,e)-M(id, b, e)
Die einzelnen Faktoren lassen sich nun schnell bestimmen:

* M(id, b, e) ist die Basiswechselmatrix von b zu e, also sind ihre Spalten gerade die Basisvektoren aus b:
Die i-te Spalte beschreibt gerade die Darstellung des i-ten Basisvektors b; beziiglich der Standardbasis
e, das sind aber genau die Eintrdge von b;.

. M(L(A), e, e) = A nach Definition.
* Fiir M(id, e, c¢) verwenden wir, dass M(id, e, c) = M(id, ¢, e)™. Dabei sind die Spalten von M(id, ¢, e)

wieder durch die Basisvektoren aus ¢ gegeben. Wir miissen diese Matrix also nur noch invertieren.
Dabei gehen wir wie in Aufgabe 1 vor:

31 2|1 0 O\smu—ar{ 3 1 21 0 O\N\Xrg—311f{ 3 0 3|2 2 O
1 4 2010 |"023[310]|2023[310
4 4 110 0 1 01 0|2 01 0 0 1|3 2 1
3111 3 0 013 1 2 \rr2({1 O 01 2 4
T 2 ola 0 2 | o1 02 01 .
0 0 1|3 2 1 0 0 1|3 2 1
Somit ist
1 2
(1de,c)201
3 2 1
Insgesamt ist also
1 2 4\ (2 0 o)\ (4 4 1 1 0 3\ (4 4 1 1 0 1
M(L(A),b,c)=(2 0 1|1 2 0f-[4 0 3|=|2 4 2|-[4 0 3|={2 2 4
3 2 1/\3 4 2/\4 2 0 1 3 2/\4 20 4 3 0
M(id,e,c) A M(id,b,e)



Aufgabe 4

(a)

(b)

Per Definition sind die Eintrédge (M (%7, ﬂ)) i eindeutig bestimmt durch folgende Gleichung:

i
dimg (V)

0= D, Bi-(M@"1.8)); ;-
i=1

Insbesondere folgt fiir ein fixes i:

dimg (V)
(«p*(rj))(b,-)=( Z ﬂs-(M(sa*,r,ﬁ))s,,.)(bi)
dimg (V)

= > Bub)- (Mg, 1. B),, = (M1 B)),
s=1
Andererseits ist p*(y j)=7 o ¢, und somit

(")) =7;00(b;)

dimg (W)
ZYj( Z Ct'(M(SO’b’C))t,j)

=1
dimg (W)

= ri(c)-(M(p,b,¢)),, =(M(p,b,c)), .

t=1
Zusammen folgt, dass
(M(‘P*’Tr/}))i,j = (M((P' b, C))j,i’
also ist M(p*,7,B)=(M(y, b, C))T-

Die Aussage ldsst sich aus (a) herleiten oder direkt zeigen: Fiir den direkten Wegseii =1,...,m und j =
1,..., k. Dann ist

k

((a-B)") =(a-B),, =l§k:A]~,sz,i =>(a"),,-(B"),, =§k:(BT)i,l (aT),,=(B"-AT), .

L,
/ =1 =1

Da die beiden Matrizen in allen Eintrigen iibereinstimmen, ist somit (A- B) = BT - A”.

Fiir die Herleitung aus (a) bemerken wir, dass A = M(L(A), e, e) ist, wobei e die nummerierte Standarbasis
von K" bzw. K¥ ist. Genauso ist B= M(L(B), e, ). Dann folgt aus (a), dass

AT = M(L(A), &,¢)und BT = M(L(B)", ¢, ¢),

wobei ¢ die duale Basis zu e ist.

Weiterhin bemerken wir, dass fiir zwei lineare Abbildungen ¢ : V — W und ¢ : W — U gilt, dass (¢ o p)* =
p*oyp*ist: Falls f : U — K ein Element von U* ist, ist

W o) (f)=fopop)=(forp)op=(0*(y¥*(f))=(g o y™)f).
Insbesondere ist also
(A-B)" =(M(L(A-B),e,e)’ =(M(L(A)o L(B),e,e))
=M((L(A)o L(B))*, &,&)= M((L(B))* o (L(A)}", &, ¢)
= M((L(B), £,¢)- M((L(A))", &,£) = (M(L(B), e, )" -(M(L(A), e,¢))" =B"-A”

Das ist zwar ldnger und komplizierter als der direkte Weg, aber dafiir hatten wir Spall und haben etwas iiber
die Komposition von dualen Abbildungen gelernt.



