Abgabe: Lineare Algebra 1 Fabian Hebestreit
11.7.2024 bis 14:00 in V3-128 Blatt 13—Losungsvorschlag Julius Frank

Aufgabe 1

Wir bemerken zunéchst, dass

o(j)—0(i) _lizicjen(0())—0 (i)

1<i<j<n j—i H1§i<j§n(j_ i)

Fiir jedes Tupel (i, j) mit i < j ist nun entweder (i) < o(j) oder umgekehrt o(j) < o(i). Im ersten Fall gibt es im
Produkt im Nenner den Faktor (O'(j)—o(i)), im zweiten Fall gibt es dort den Faktor (U(i)—o'(j)) = —(U(j)—a(i)).
Informell gesagt kommen also bis auf ein Vorzeichen alle Faktoren im Zihler genauso oft im Nenner vor und
kiirzen sich weg, dabei bleibt nur ein Vorzeichen tiber, falls (i, j) ein Fehlstand von o ist. Etwas ordentlicher
aufgeschrieben heif3t das folgendes:

Wir erinnern uns, dass die Menge der Fehlstdnde von o definiert ist als

F(o)={(,j)e{,...,n}¥i < jund o(i)> o(j)}.
Komplementir definieren wir die Menge R aller (i, j), die von o nicht umgeordnet werden:
R(o)={(i,j)e{l,...,n}*li < jund o(i) < o(j)}.
Dann sind F und R disjunkt und es gilt
FUR={(i,j)e{L,...,n}li < j}.

Mit diesen Notationen ist dann

[ etih—o@)=]] etih—e@): [ ] (e()-a())

1<i<j<n (i,j)eF (i,j)eR
=[] (~tw-oi)) [] (et)-oti)
(i,j)eF (i.j)eR
=) [T (etr—o)- [ (eth—ati)
(i,j)eF (i,j)eR
=0 T (max(o(i), o(j))—min(o(i),0(1)))- [ | (max(o(i),o(j)—min(o(@), (/)
(i,j)eF (i,j)eR

=)F [T (max(oti),o()—min(o(),o()))

1<i<j<n
Da o eine Bijektion ist, ist auch die Abbildung
{(d,)efn,...n¥li<j}—{G, )Hell,...,n¥i< j}
(i, j)— (min(a (i), o( ), max(o (i), o))

eine Bijektion (min und max stellen nur sicher, dass das kleinere Element links steht), also ist

[] (max(o( o(i)-min(e@io()= [] G-

1<i<j<n 1<i<j<n

weil mit der Bijektion nur die Faktoren vertauscht werden, und somit

= = = =(-1)
1<i<jsn 4T H1§i<j5n(]_l) n15i<j3n(’_])

)

l_[ o(j)—o() [leicjen(@@D=0@) D TTigejenli—1)

was nach Korollar I11.2.6 (und dessen Beweis) gerade das Vorzeichen von o ist.



Aufgabe 2

(a) Dass eine alternierende Multilinearform eindeutig durch ihre Werte auf monoton indizierten Folgen von
Basisvektoren bestimmt ist, ist gerade die Aussage von Lemma I11.3.5: Dieses besagt gerade, dass zwei k-fach
alternierende multilineare Abbildungen d und d’ genau dann gleich sind, wenn fiir jede injektive monotone
Funktioni:{1,...,k} —{1,...,n} gilt:

d(bil""’bi,,):d/(bil""’bi,,)'

Insbesondere bedeutet das also: Falls ein d wie in der Aufgabe existiert, ist es eindeutig. Wir miissen also

nur die Existenz beweisen. Allerdings beweisen wir auf dem Weg dahin trotzdem die Eindeutigkeit, um

herauszufinden, wie wir d, , definieren miissen (diesen Schritt kann man sich aber sparen, wenn man die

richtige Definition rét):

Fiir (m,,..., m;) € M* betrachten wir, welchen Wert d, ,(m, ..., m;) € N haben muss. Schreibe fiir alle i
n . 1 s pee

m;=>. i1 Mi,j b;. Dann ist wegen Multilinearitét:

n
dL,n(ml» o) = Ln(z.ul Wi )Z.uk,jkbjk)
Jie=1

h=1

= Z Aul,jl'-'-'.uk,jk‘dt,n(bjl’-"’bjk)'

1Sjl vvvvv j,,Sl’l

Wir wiederholen nun die Rechnung aus dem (vorgeschalteten) Beweis von Lemma III.3.5: Betrachten wir
fiir einen fixen Summanden nun ji,..., j; als Funktion j : {1,...,k} — {1,..., n}, so verschwinden alle Sum-
manden, fiir die diese Funktion nicht injektiv ist (da sich dann mindestens ein Vektor in der alternierenden
Abbildung wiederholt). Fiir jedes injektive j gibt es eine eindeutige Permutation o € ¥, sowie ein mono-
tones injektives j, sodass j = j o o ist. Somit ist also

dt,n(ml»--'»mk): Z HL]’]."'.Mkvjk.d’-vn(bjl"“’bjk)

1<y jn S0

- Z Zﬂug e By A By, e by )

J€Moin(k,n) o€

Z Z ul]U-(l . ".uk,]g(k] '(_l)sgn(o)'d(bh!---yb]k)

J€Moin(k,n) oc€X;

- Z d(bjlr---rbjk)'z( 1. M gen e Mk o

J€Moin(k,n) o=

Nach Voraussetzung ist nun d(b, ..., b, ) =0 falls j #, also ist

dt,n (ml» LR mk) = d(bL1 reed bl,k) : Z (_1)sgn(0') Ml e M

o=

=n- Z (_1)sgn[0] : ‘ul,L,,“) XX '.uk,tg(k)-

[
Wir definieren also (gezwungenermafen):

dyn (my,...,mp)=n- Z (_l)sgn(o') Mgy e Bt

€Y

Dies hat, nach obiger Rechnung, die gewiinschten Eigenschaften. Wir miissen nur noch zeigen, dass tat-
sdchlich eine alternierende multilineare Abbildung vorliegt: Fiir Multilinearitét beachten wir, dass fiir fixes
i und o die Abbildung m; — u;,4(;), die den Koeffizienten von m; beziiglich b,(;) extrahiert, linear ist. Als



Formeln ausgeschrieben (was aber vielleicht nicht notig ist) heit das folgendes: Falls m; die Koeffizienten
W i hat, ist

’ ’
dt,n (ml; N (T mi’ ) mk) =n- Z (_l)sgn(a) : .ULLU[U Teeet (.ui,Lg([) +‘Ltl'rLg(i)) Teeet ‘uk,Lg(kJ

OEY

= E —1)s8n(0) . U e E —1)s8n(0) . ceul

=n ( 1) .ul,Lum ‘ut,Lg(,-) ‘uk,L[,(k]_"n ( 1) ‘ul,LU(l) Hivt(r(i) nuk,L[,(k)
OEL [N

/
=dlyn(m1,...,mi,...,mk)+dt,n(m1,..., mi,...,mk),
und dhnlicherweise ist fiir A € R

dpp(my,..,A-my,...,mp)=n- Z (_l)sgn(a) Mgy e (4 '.ui,tg(i)) BEERR 2 s

€L

=A-n- Z (1)@ Mgy e Mg oo Mk

OEYX

=A-d, ,(my,....my,...,my).

Um zu sehen, dass d alternierend ist, sei ) € ¥;. Dann ist

_ (o)
Ay (Mg o M) = 1 D (1D iy o
OEY
— . __1)sen(o) , ..
=n Zz( 1) Mt tgmaay e Bkt
oy

-n. _1)s8n(n) , (_1)senloon) .
=n Z( 1) ( 1) erLaorrl(l) e uk,taor]—l(k)

o=

= (=1)M . . Z (LB

(o=

= (_1)sgn(n) : dL,n (ml! cee mk)

Dabei haben wir in der zweiten Zeile die Faktoren im Produkt mit 7! vertauscht, in der dritten Zeile be-
nutzen wir, dass 0 = g o1~ 1 o7 und sgn ein Homomorphismus ist, und in der vierten Zeile sortieren wir die
Summanden in der Summe neu, da o — o on~! =: ¢’ eine Bijektion ist.

(b) Hier gibt es nun fast nichts zu tun: Sei f : Moin(k, n) — N eine beliebige Funktion. Dann haben wir in (a) fiir
jedes « € Moin(k, n) ein d, s € Altf?(M , V) konstruiert. Wir betrachten nun die Summe

df = Z dL,f[LJ eAltﬁ(M,N)
t€Moin(k,n)

Dann wird d; von der Abbildung aus Lemma I11.3.5 genau auf f* abgebildet: Per Definition schickt die Ab-
bildung d; auf die Funktion

Moin(k, n)—N
v—dy(b,,...,b,)

= > dyplbyeiby)

J€Moin(k,n)
=d, (b, b, )= F),

also gerade auf f € F (Moin(k, n), N ) In anderen Worten: Die Abbildung ist surjektiv.

(c) Fiir N =R isteine Basisvon N als R-Modul gegeben durch {1}. Somit ist eine Basis des R-Moduls F (Moin(k, n), N )
gegeben durch die Menge A ={9,|t € Moin(k, n)}, wobei

SLU):{I 7=t

0 sonst.



(Hierbei benutzen wir, dass Moin(k, n) eine endliche Menge ist: Im Allgemeinen erzeugen diese Indikator-
funktionen nur die Funktionen mit endlichem Support.)

Unter der Bijektion aus (b) wird die alternierende multilineare Abbildung d, ; € M,, gerade auf 0, geschickt.
Da die Bijektion R-linear ist (das ist offensichtlich genug, dass es nicht gezeigt werden muss), ist sie ein
Isomorphismus von R-Moduln. Insbesondere schickt sie Basen auf Basen. Da also A eine Basis ist, ist auch
M, eine Basis.

Fiir die Dimension miissen wir nun nur die Elemente zdhlen: A steht in Bijektion zu Moin(k, ), und es gibt
eine eindeutige monotone Injektion ¢ : {1,...,k} — {1,..., n} fiir jede k-elementige Teilmenge von {1,..., n}.
Davon gibt es genau (Z) viele.

Aufgabe 3

1. Wir benutzen BeobachtungI11.4.3, um die Matrix mit dem GauR-Algorithmus zu vereinfachen. Dabei hal-
ten wir den Effekt auf die Determinante fest: Zeilenoperationen von Typ I (Addition von Vielfachen) veran-
dern die Determinante nicht, Typ II (Skalierung um A) skaliert gerade die Determinante um A, und Typ III
(Vertauschung) dndert das Vorzeichen.

11-31
3.2 2 2\ (3 2 2 2\ (3 2 2 2 3 2 2 2
2 2 0 1|mv-31lo 2 % L1l rv+larfo 2 —%2 _Lllrv+lar|o 2 -2 -1
~ 5w 0 had ; 38 et > S 5
1 5 41 3 3 3 0 0 12 3 0 0 12 3
1 4 B 5 35
5 3 2 6 0 —3 —3 3 0 0 =2 3 00 0 .

Da wir nur Typ I-Operationen verwendet haben, hat sich die Determinante nicht verdndert. Die letzte
Matrix ist nun eine obere Dreiecksmatrix, also ist mit Beispiel I11.3.2(2) ihre Determinante das Produkt der

Diagonaleintrége:
3 2 2 2
0 ¢ =3 ) 2
det(A)—det 0 0 12 g —351 E 70
o0 0 3

2. Fiir eine Berechnung der Determinante mit der Laplace-Entwicklung lohnt es sich, Zeilen bzw. Spalten
auszuwihlen, in denen méglichst viele Eintrédge 0 sind. Zufilligerweise gibt es davon einige. Wir markieren
in der folgenden Rechnung jeweils die Zeile bzw. Spalte farbig, nach der wir im néchsten Schritt entwick-
eln. Dabei schreiben wir im ersten Schritt noch alle Summanden auf, danach lassen wir die Summanden
weg, die mit 0 multipliziert werden:

3134405
134405 334405 314405
2573808 573804 273804 253804
_ —q. 290309 . 090309 020309
det(B)= 0000200 1= 0-det| 570905 |+0-det| 579505 |—0-det| 550505
9949992 384736 384736 334736
Sasalss 000902 000902 000902
313405 313405 313445 313440
e e Bl el
+0-det| 957505 |—2-detf 951005 [T0-detf 957055 [—0-detf 557050
338736 338436 338476 338473
000902 000002 000092 000090
313405
257304 31343 3134
=(—2)-det| 339902 |=(—2)-3-det[ 02909 |=(—2)-3-2-det{ 3373
001005 92909 0290
338436 99103 0010
000002
314 34
=(~2)-3-2-(=1)- det((z)gg)=(—2)-3-2-(—1)-(—2)-det(§3)
—(—=2)-3-2-(=1)-(—2)-(3-3—4-2)

=—24.



Aufgabe 4

(a)

(b)

Sei V ein K-Vektorraum mit Isomorphismus ¢ : V. — V x V, und R der Ring Ling (V, V). Betrachte folgende

Abbildung:

—o @ :Ling(V,V)— Ling(V,V x V)
n—on

Das ist ein Isomorphismus von R-Moduln: —o ¢ ist additiv mit Blatt 9, Aufgabe 3(a). Es ist R-linear aufgrund
der Assoziativitit der Komposition. Ein Inverses ist gegeben durch die Komposition mit ¢ 1.

Zusétzlich betrachten wir die Abbildung

pr:Ling(V,V x V)— Ling(V, V) x Ling(V, V)
{—(pryod,pr, o),

wobei pr; : V x V — V ein Element (v;, 1) auf v; schickt (und pr, analog auf 1,). Diese Abbildung ist wieder
additiv, weil wieder mit Blatt 9, Aufgabe 3(a) pr; o — additiv ist, und R-linear, weil pr; o — R-linear ist, da

Komposition assoziativ ist. Die Abbildung ist auch bijektiv, ihr Inverses ist gegeben durch

Ling (V, V) x Ling (V, V) — Ling (V, V x V)
(M1, 12)— (v = (M (v), Na()).

Wir haben also insgesamt eine Kette von R-Modul-Isomorphismen
R=Ling(V, V)—5 Ling (V, V x V)25 Ling (V, V) x Ling(V, V) =R x R.

Eine Basis von V = F&(N, K) ist gegeben durch
A={o,|lneN},
wobei §,,(n)=1und 6 ,(m) =0 fiir m # n. Dann ist eine Basis von V x V gegeben durch
A*={(6,,0)|n eN}uU{(0,8,,)lm €N}.
Wir definieren nun eine Abbildung zwischen den Basen:

A— A

5 (62,0) ngerade
" (0,6 -1) nungerade

2
Dies ist eine Bijektion, die inverse Abbildung ist gegeben durch
A — A
(0,,0)— 0y
(0,6,)— 62p41-

Insbesondere induziert diese Bijektion zwischen den Basen also einen Vektorraumisomorphismus

V =F%N,K)— FSN,K)x FSN,K)=V x V.

Bemerkung. Allgemeiner ist fiir jeden Vektorraum W mit Basis B die Menge {(b,0)|b € B}U{(0, b)|b € B}
eine Basis von W x W, diese hat "doppelt so viele" Elemente wie B. Einen Isomorphismus W = W x W gibt
es also genau dann, wenn W unendlich-dimensional ist, V = F fS(N, K) ist ein solches Beispiel.



