Abgabe: Lineare Algebra 1 Fabian Hebestreit
25.4.2024 bis 14:00 in V3-128 Blatt 2—L6sungsvorschlag Julius Frank

Aufgabe 1
Die Potenzmenge ist
P(M)={0,
{0}, {03}, {10, (013},
{0,101}, {0, (0, 10}}, {10}, 10, (01} },
{010}, 10, 1)} }.

Aufgabe 2

(a) Wir formen die Aussage zuerst um:

(Ex:P)A(Yx: Q)= (Ex: PAQ))

1.10(7)

(
o((3x:P)A(Vx: Q) V(Ix: PAQ))
&((+@x: P)v~(Vx:Q))V(3x: PAQ))

2.5(1

<=>((—|(Elx:P)V(EIx:—Q))V(EIx:P/\Q)). (*)
Um () zu beweisen, beginnen wir mit einer Anwendung von 1.10(6):

(—Gx :P)V(3x: p))

1.10(4,6)
(—Gx :P)V(@Ax:PA(=Q VQ)))

2.5(2) (—|(3x : P)V((Elx :PA-Q)V(Ax: P/\Q)))

2 (~@x: P)V(Ex:~Q)V(Ex: PAQ)))
1.10(1)

&=((~@x: P)v(3x:=Q))v(@x : P AQ)).

Dabei benutzt (%), dass (AA B) = A gilt. Das ldsst sich entweder schnell mit Wahrheitstafeln {iberpriifen, oder
man sieht dass
1.10(7) 1.10(1,2 1.10(6,4)
(AAB)= A) = (H(AAB)V A) & ((~A)V (-B)) v A) == (((—uA) VA)V(B)) &= w

(b) (b) ist fast_der Umkehrichluss von (a), nur sind die Pradikate zusitzlich negiert: Wir definieren die neuen
Pradikate P :=—P und Q :=—Q. Dann gilt mit (a):

(@x:P)A(Vx: Q)= (Ex:PAQ)
&= (-~3x:PAQ)=~(3x:P)A(Vx:Q)))

(Vx:(=P)V(=Q))= ((¥x:=P)V(3@x: ﬂa)))
—((Vx:PVQ)=> ((Vx:P)V(EIx:Q))).

Aufgabe 3

Wir wollen zeigen, dass ein x € M genau dann in der linken Menge enthalten ist, wenn es in der rechten Menge
enthalten ist, also

VxeM:(xel Jxn|JY)e(xe| JINcM|IUex,vey:N=UNV})

1



Wir zeigen beide Implikationen separat: Sei zunichst x € M in der rechten Menge enthalten. Dann wollen wir
folgern, dass x € JXN|JY:

xe| J{INcM|IUeXx,Vey:N=UNV}
PN EINQM:EIUEX,VGY:NzUnV/\xeN)
PEN HUeX,VeY:erﬂV)

2.5(3)

(
(
@(EIUGX,VGY:er/\er)
:>(3UeX,VeY:er)A(3XeU,VeY:xev)
(

=(IWeX:xeU)A(IVeY:xeV)
@(x GUX)/\(X GU Y)
exel Jxnl Jy
Fiir die andere Richtung sei nun x € [ JX N JY. Mit den Aquivalenzen aus der ersten Richtung reicht es

nun, folgende Implikation zu zeigen (denn dazwischen lagen die einzigen zwei Schritte, in denen wir nur eine
Implikationskrichtung gezeigt haben):

((HUGX:er)/\(HVG Y:er)):>(EIUeX,Ve Y:er/\er)
Das gilt, ganz ausfiihrlich, mit folgender Implikationskette:

((HUGX:er)/\(EIVeY:er))
(

= EIUeX:er)/\(VUeX:(EIVeY:er)))
A2(a)
— HUGX:((er)/\(HVeY:er)))

=

A2(a)

(
(
(HUeX:((vVe Y:er)/\(EIVeY:er)))
:(HUEX:(HVEY:(er/\er)))

@(HUEX,VEY:(er/\er))

Dabei benutzen die Implikationen, die mit » markiert sind, folgendes: Falls A eine Aussage ist, dann gibt es fiir
einen beliebigen Definitionsbereich das Prédikat A, das die Variable einfach ignoriert und A zurtiickgibt, d.h.
A(x)= Afir alle x im Definitionsbereich. Insbesondere gilt dann A= Vx : Aund 3x : A= A. (Warum gilt jeweils
keine Aquivalenz?)

Aufgabe 4

(@ * R ist nicht reflexiv, da (maximum, maximum) ¢ R.
* R ist nicht transitiv, da es (groer, grof3) und (groB3, grofStes) enthdlt, aber nicht (grofer, groftes).
* R ist identitiv, da fiir kein Paar m # n € M sowohl (m, n) als auch (n, m) in R enthalten sind.
* R ist nicht total, da es bspw. weder (klein, maximum) noch (maximum, klein) enthAlt.
(b) Hier ist die Aufgabe vor allem, zu verstehen was gemeint ist. Beginnen wir mit einem beliebigen Element O:

Dann enthélt O R, und ist eine partielle Ordnungsrelation. Insbesondere muss O also identitiv, reflexiv und
transitiv sein.



(©

(d)

Da O reflexivist, muss es zusdtzlich zu R noch das Element (maximum, maximum) enthalten. Da O transitiv
ist, muss es zusétzlich zu R noch das Element (groRer, grofStes) enthalten. Wir definieren nun

<=RU {(maximum, maximum), (grofer, grﬁBtes)}.

Dann ist < reflexiv, da es alle (m, m) fiir m € M enthélt, und transitiv, da (gréBer, grol8) und (groR, groRtes) die
einzige Kette von drei verschiedenen ELementen in R war, und nun (grof3er, gro3tes) in < enthalten ist.

Wir haben aber eben gezeigt, dass jedes O die Elemente (maximum, maximum), (grof3er, groBtes) enthalten
muss. Da es auch R enthilt, gilt also: Fiir jedes O ist <C O. Somit ist < das kleinste Element dieser Menge.

* < besitzt zwei maximale Elemente, ndmlich "groftes" und "maximum"

* < besitzt kein groBtes Element, da es zwei verschiedene maximale Elemente hat

non non

* X besitzt drei minimale Elemente: "gréRer", "klein", "maximum".

¢ < besitzt kein kleinstes Element, da es drei verschiedene minimale Elemente besitzt.

Eine beliebige Relation ldsst sich immer durch Hinzufiigen von Elementen reflexiv und transitiv machen.
Das gilt allerdings nicht fiir identitiv: Wenn eine Relation nicht identitiv ist, ist jede Relation, in der sie en-
thalten ist, ebenfalls nicht identitiv. Das einfachste Beispiel ldsst sich auf einer Menge mit zwei Elementen
finden: Sei M’ ={a, b} und R’ = {(a, b),(b, a)}. Dann ist R’ nicht identitiv, also kann es nicht in einer par-
tiellen Ordnung erhalten sein.



