Abgabe: Lineare Algebra 1 Fabian Hebestreit
9.5.2024 bis 14:00 in V3-128 Blatt 4—L6sungsvorschlag Julius Frank

Aufgabe 1

(a) Wir wollen zeigen, dass N =Im(s)U {0} ist. Per Definition ist 0 € N, und da s : N — N nach N abbildet, ist
Im(s) € N. Somit ist N 2 Im(s)U{0}.

Nun folgt die umgekehrte Inklusion aber aus dem dritten Peano-Axiom: Fiir A =Im(s)U{0} giltdann 0 € A
und, daIm(s) C A, ist fiir alle n € A auch s(n) € A. Somit muss A= N sein.

(b) Angenommen, es gibt ein n € N mit s(n) = n. Da mit dem zweiten Peano-Axiom 0 ¢ Im(s) ist, muss n # 0
sein. Wir betrachten nun die Menge A= N\{n}: Dannist 0 € A, und fiir jedes m € A gilt: Danach dem ersten
Peano-Axiom s injektiv ist, ist s(m) # s(n) = n, da m # n ist. Somit ist s(m) € A. Insgesamt erfiillt A also die
Bedingungen des dritten Peano-Axioms, und es folgt A= N\{n} = N. Das ist ein Widerspruch, also ist die
Annahme falsch und es gilt fiir jedes n € N, dass s(n) # n ist.

Aufgabe 2

(@ Mit X =N, Y =N, y =const; und g(f, n, k) = mult(f(n, k), n) gibt es mit Satz 7.8 eine eindeutige Funktion
pow: N x N— N, sodass fiir alle n, k € N gilt:

pow(n,0)=1 und pow(n, s(k)) = mult(pow(n, k), n),

dabei bezeichnet "mult" die Multiplikationsfunktion aus Korollar 7.11 im Skript. (In geldufigerer Notation
heift das: n° =1 und n**! = n* . n. So werden wir das natiirlich auch in Zukunft wieder notieren.)

(b) Mit X ={x}, Y =N, y(x)=1und g(f,x,n)= mult(f(*, n), s(n)) gibt es mit Satz 7.8 eine eindeutige Funktion
fak: N— N, sodass fiir alle n € N gilt:

fak(0)=1 und fak(s(n)) = mult(fak(n), s(n)).

(In geldufiger Notation: 0!=1und (n+1)!=n!-(n+1).)

Dabei haben wir implizit {x} x N mit N identifiziert: Ausfiihrlicher erhalten wir zun#4chst eine Funktion fak’:
{*} x N— N mit
fak/(x,0)= 1 und fak’(x, s(n)) = mult(fak’(x, n), s(n)),

und definieren dann fak(n) := fak’(x, n).
(¢) Mit X ={x}, Y =N, y(x)=0und
g F({(1} x N,N) x s} x N— N

1 n=0
(f,*xn)— _ N
f,n)+f(x,n") n=s(n")fireinn - eN
gibt es mit Satz 7.8 eine eindeutige Funktion F : N— N mit den folgenden Eigenschaften:
F(0)=0,F(1)=1und F(s(s(n))=F(s(n))+ F(n)

(Anders notiert: F(n+2)= F(n+1)+ F(n).) Dabei benutzen wir bei der Definition von g Aufgabe 1(a): Diese
sagt genau dass jedes n € N entweder 0 ist, oder s(n ™) fiir ein n~ € N: Es ist natiirlich n~ = n—1. Somit ist die
Fallunterscheidung so wohldefiniert. Auferdem haben wir, wie in (b), wieder {*x} x N mit N identifiziert.

Aufgabe 3

Mit den Definitionen von Addition und Multiplikation aus Korollar 7.11, sowie den Symbolen 1,...,9 aus Defi-
nition 7.6, sowie mit Beispiel 7.12(3) (wo berechnet wurde, dass 3+ 3 =6 ist), ist folgendes ein méglicher Beweis



(Rechts ist in konventioneller Notation ergidnzt, was in der entsprechenden Zeile steht):

3-3=mult(3,3) 3-3
=mult(3, s(2)) =3-(2+1)
=add(mult(3,2),3) =(3-2)+3
= add(mult(3, 5(1)),3) =3-(1+1)+3
= add(add(mult(3, 1),3), 3) =((3-1)+3)+3
= add(add(mult(3, 5(0 ,3),3) =((3-(0+1)+3)+3
= add(add(add(mult(S, 0),3), 3), 3) =(((3-0)+3)+3)+3
= add(add(add(o, 3),3), 3) =((0+3)+3)+3
= add(add(add(o, 52)),3), 3) =((0+(2+1))+3)+3
= add(add(s(add(o, 2),3), 3) =((0+2)+1)+3)+3
= add(add(s(add(o s(1))),3),3) =((0+(1+1)+1)+3)+3
= add(add(s(s(add(o 1), 3),3) =((0+1)+1)+1)+3)+3
= add(add(s(s(add(o, 5(0)))), 3),3) =((0+(0+1)+1)+1)+3)+3
= add(add(s(s(s(add(o, 0)))),3),3) =(((0+0)+1)+1)+1)+3)+3
= add(add(s(s(s(0))),3),3) =(((0+1)+1)+1)+3)+3
=add(add(s(s(1)),3),3) =((1+D+1)+3)+3
=add(add(s(2),3),3) =(2+1)+3)+3
=add(add(3,3),3) =(3+3)+3
=add(6,3) =6+3
=add(6, 5(2)) =6+(2+1)
= s(add(s,2)) =(6+2)+1

= s(add(s, s(1))) =6+(1+1)+1
= s(s(add(6,1))) =(6+1)+1)+1
= s(s(add(s, s(0)))) =(6+(0+1)+1)+1
= s(s(s(add(s,0)))) =((6+0)+1)+1)+1
= 5(s(s(6))) = s(s(7) = 5(8) =9 =(6+1)+1)+1=(7+1)+1=8+1=9.

Es lassen sich nun wahlweise zwei Gesichter oder eine (selbstgetopferte) Vase erkennen.

Aufgabe 4

(a) Die Aufgabe ist falsch: Damit die zu zeigenden Aussagen stimmt, muss M nichtleer sein. Eine vollstdndige
Losung wire also: "(a): Gegenbeispiel M =" Das ist aber natiirlich wenig lehrreich, daher nehmen wir nun
an, dass M nichtleer ist:

Da M nichtleer ist, konnen wir ein m € M wihlen. Wir nehmen an, M habe kein minimales Element. Dann
konstruieren wir eine Funktion f : N — M mithilfe des Rekursionsprinzips: Wir setzen f(0)= m. Fiirein n €



(b)

Nist nun f(n) nicht minimal, also existieren kleinere Elemente. Wir wihlen ein solches als Wert fiir f(n+1).
Also ist f(n+ 1) < f(n). Dann ist insbesondere fiir n’ > n auch f(n’) < f(n): Das gilt, ganz ausfiihrlich,
durch folgende Induktion: Wir kénnen n’ schreiben als n’ = n + 1+ k fiir ein k € N. Dann ist fiir k = 0 nach
Konstruktion f(n+1) < f(n), und falls f(n+1+ k) < f(n)ist, so ist

f(n+1+s(k)=f((n+1+k)+1)< f(n+1+k)< f(n).

Somit ist f : N — M eine injektive Funktion: Falls n # n’, so ist n < n’ oder n’ > n, und somit f(n) >
f(n’)oder f(n) < f(n), in jedem Fall also f(n)# f(n’). Dann ist nach Satz 7.9 die Menge M unendlich. Im
Umkehrschluss folgt also: Falls M endlich ist, so muss es ein kleinstes Element geben. (Wir haben sogar
gezeigt: Falls M endlich ist, muss es fiir jedes m € M ein minimales Element k geben, sodass k < m.)

Alternativ ist auch ein induktiver Beweis moglich: Wenn M endlich ist, gibt es ein n € N und eine Bijektion
M —{1,...,n}. Wenn M nichtleerist, ist » > 1: Falls nun n = 1 ist, hat M = {m} sicherlich ein minimales Ele-
ment, ndmlich m. Sei nun angenommen, fiir ein 7 > 1 hat jede n-elementige Menge ein minimales Element,
f:M —{1,...,n+1} eine Bijektion und x := f~!(n +1). Dann hat M\{x} n Elemente, also insbesondere ein
minimales Element m. Nun vergleichen wir x und m: Da m € M\{x} ist, ist m # x, es konnen also drei Fille
eintreten:

¢ Wenn weder x < m noch m < x ist, so ist m immer noch minimal.
e Wenn m < x ist, so ist m auch immer noch minimal.

e Wenn x < m ist, so ist x minimal: Fiir jedes y € M mit y < x folgt mit Transitivitit y < m. Da m
minimal in M\{x} ist, ist nun entweder y = x oder y = m. Aber letzteres wiirde mit Identitivitit x = m
implizieren, was ein Widerspruch ist, also folgt y = x.

Auch hier muss der Fall M = @ betrachtet werden. In diesem Fall ist | M| = 0, und die Menge {1, ...,0} kann am
sinnvollsten als die leere Menge interpretiert (und daher als solche definiert) werden. Mit dieser Konvention
stimmt (b) auch fiir M = {: Es gibt nur eine Bijektion

f:{1,...,0}=0—-0,

und fiir diese gilt k < k'’ = f(k) < f(k’) fiir alle k, k’ € )—das ist eine leere Bedingung.

Sei nun m € Nund M total geordnet mit m = |M|. Wir zeigen, dass es eine eindeutige Bijektion
f{,...m—M

gibt, sodass k < k' = f(k) < f(k’). Fiir m = 0 haben wir das eben getan. Angenommen, die Aussage stimmt
fiir ein m € N, dann wollen wir sie fiir m + 1 zeigen:

Sei |[M| = m + 1. Wir bemerken zunichst, dass derselbe Beweis wie in (a) auch zeigt, dass M ein maximales
Element x hat (alternativ folgt das auch direkt aus (a), indem wir die umgekehrte Ordnungsrelation <™
betrachten). Da m + 1 > k fiir alle k, muss auch fiir unsere Bijektion f fiir alle k f(m + 1) > f(k)sein, also
muss f(m + 1) maximal sein. Da M total geordnet ist, ist x auch das grdfste Element von M, also muss
f(m+1)=x sein.

Die Menge M \{x} mit der von M eingeschrankten Ordnungsrelation ist immer noch total geordnet, und hat
nun m Elemente. Nach Annahme gibt es also eine eindeutige ordnungserhaltende Bijektion f': {1,...,m} —
M\{x}. Wir definieren also

f{,...mm+1}—M
b_{f%)kSm

X k=m+1.

Dann ist f eine Bijektion, da f’ eine Bijektion ist, und wir auf beiden Seiten je ein Element hinzugefiigt
haben, und f das eine auf das andere sendet. Zusitzlich ist f ordnungserhaltend, da f’ ordnungserhaltend
ist, und das neue groBte Element m + 1 auf das neue grofte Element x geschickt wird. Und f ist die einzige
solche Funktion: Wir hatten bereits erkannt, dass f(m + 1) = x sein muss, und nach Annahme ist f/ auf dem
Rest eindeutig gegeben.



Aufgabe 5

Konstruiere fiir jedes der drei Peano-Axiome eine Menge N, ein Element a € N sowie eine Funktion s : N — N
sodass das entsprechende Axiom nicht erfiillt ist, aber die anderen beiden Axiome erfiillt sind.

1)

)

3)

Fiir das Axiom (1): s ist injektiv betrachten wir folgendes Beispiel: N = {0,1}, @ =0, s(0) =1 und s(1) = 1.
Dann ist @ € Im(s). Fiir eine Menge A C N, fiir die gilt, dass

aeA/\(neA:> s(n)eA),

istalso0€ Aund s(0)=1€ A, somitist A=N.

Die Injektivitidt von s stellt also sicher, dass zwei verschiedene Zahlen nicht denselben Nachfolger haben
kénnen.

Fiir das Axiom (2): a ¢ Im(s) funktioniert ein noch simpleres Beispiel: N = {0}, @ =0, s(0) = 0. Dann ist s
injektiv (sogar bijektiv), und fiir eine Menge A € N mit « € A gilt direkt, dass A= N ist.

Das zweite Axiom stellt also sicher, dass wir beim Weiterzdhlen nicht wieder bei 0 landen. Insbesondere
garantieren (1) und (2) gemeinsam, dass N unendlich ist: Mit ihnen ist s : N — N injektiv, aber nicht surjek-
tiv.

Fiir das Axiom
(3):VACN:(aeAn(neA=s(n)€A))=>A=N
betrachten wir folgendes Beispiel: Wir wihlen ein ein System natiirlicher Zahlen (V, @, s) und definieren
definieren neu N’ = N U{oco}, @’ = a und
s":N'— N’
{s(n) neN
n——

oo n=09Q.

Dann erfiillt (N’, @/, s’) Axiom (1), da s injektiv war und s’(c0) = oo das nicht verdndert, und Axiom (2), da
@’ = a nicht im Bild von s liegt, und Im(s’) =Im(s)U{oo}. Aber es erfiillt nicht Axiom (3), da fiir N c N’ gilt,
dass

aeNA(neN=s(n)eN),
aber N #N’.

Das dritte Axiom stellt also sicher, dass jede Zahl durch Zdhlen von 0 aus erreicht werden kann.



