Abgabe: Lineare Algebra 1 Fabian Hebestreit
16.5.2024 bis 14:00 in V3-128 Blatt 5—L6sungsvorschlag Julius Frank

Aufgabe 1

(a) Wir miissen die Assoziativitit von & sowie die Neutralitit von (e, e’) zeigen.

Fiir die Assoziativitit seien m, n,0 € M und m’, n’, 0’ € M’. Dann ist

((m,m"e&(n,n"))®(0,0")=

mxn,m' ¥ n')®(0,0")

(
((mxn)xo,(m’ ¥ n')¥ o)
(

mx(nxo),m'« (n'¥ o))
=(m,m)®(nxo,n"¥ o')=(m,m’)&((n,n")®(0,0")).
Fir die Neutralitit sei m € M und m’ € M’. Dann ist

(e,e)®(m,m)=(exm,e’¥ m)=(m,m)=(mxe,m ¥ e)=(m,m" )& (e, e’).

(b) Wieder sind Assoziativitdt und Neutralitdt zu zeigen.

Fiir die Assoziativitét seien f, g, h € F(S, M). Dann ist fiir jedes s € S
((f %5 8)%s h)(s)=(f x5 8)(s)x h(s) = (f(s)xg(s)) h(s)
= f(s)%(g(s)% h(s)) = f(5)*(g x5 h)(5) = (f %5 (g %5 B))(s).

Da auf dem gesamten Definitionsbereich (f xs g)*s  und f x5 (g *s ht) iibereinstimmen, sind die Funktionen
gleich.

Fiir die Neutralitét sei f € F(S, M). Dann ist fiir jedes s € S
(const, *s £)(s) = const,(s)* f(s)= e x f(s) = f(s)
= f(s)*e = f(s)*xconst,(s)=(f xconst,)(s).

Da auf dem gesamten Definitionsbereich const, x5 f, f und f s const, iibereinstimmen, sind die drei Funk-
tionen gleich.

Bemerkung. Wenn S = {1, 2} eine Menge mit zwei Elementen ist, dann konnen wir folgende zueinander inversen
Monoidisomorphismen konstruieren:

P (F(S,M),*S,conste)—>(M ><M,®,(e,e)):1/)
f— ), f(2))

(1—m,2— n)——(m,n).
Die Uberpriifung, dass beides Homomorphismen und diese zueinander invers sind, bleibt motivierten Leser:innen
selbst tiberlassen.
Aufgabe 2

(a) Diese Teilaufgabe (zumindest unserer Beweis) benutzt Teilaufgabe (b) und ist somit falsch einsortiert. Tschuldigung!

Der Beweis ist eine Induktion iiber n: Falls n = 0, so ist o : {0} — {0} notwendigerweise die Identitét, und

somit .
Zf i)=f(0)=f(o(0)=>_floli
i=0

Sei nun angenommen, die Aussage gilt fiir ein n € N, und sei o : {0,...,n+ 1} — {0,..., n + 1} eine Bijektion
sowie f :{0,...,n+1} — K eine Funktion.

Wir definieren Funktionen f und & wie folgt:

f:{0,....n}—K &:{0,...,n}—1{0,...,n}
L f() i<o(n+1) o o(i) o(i)<o(n+1)
"1y izomen) "To=1 oli)>on+1).



Dann ist f(&(i)) = f(o(i)) flir 0< i < n, und es gilt:

n+1 o(n+1)-1 n+l
_Zf(i)=( 2 f(i))+f( (n+1)+ ( > f(i))

i=0 o(n+1)+1
o(n+1)— n+1
=( )+( )+f (n+1))
=0 n+1+1
n+1)-1
z( [0) ) (Zf(l)+f(crn+l
i= n+1
=( (l)+f (n+1))
=( ( z)))+f(an+1
:( flo( z)))+f(a (n+1))
i
= > flo(i)).

i=0

Dabei benutzen der erste und vierte Schritt Teilaufgabe (b), der zweite die Kommutativitdt von K und der
flinfte die Induktionsannahme.

(b) In dieser Aufgabe befand sich ein Tippfehler in der Definition von h: richtig wére

f(k) k<m

h:{0,--- m+n+1}—-M,k—
0y mtntl} {g(k—(m+1)) k> m,

es fehlte das +1 am Ende. Tschuldigung!
Wir zeigen induktiv, dass die Aussage fiir ein beliebiges rn gilt: Fiir n =0 ist ]_[720 g(j)=g(0), und wir haben

(li!f(i)).@jgm):(ﬂfm) (l—[h ) (m+1)= ﬁh(k),

k=0

wobei der letzte Schritt aus der rekursiven Definition von [ | folgt.

Sei nun angenommen, dass die Aussage fiir ein n € N gilt. Dann ist

(]jf(i))-(ijg(j))=(!jf(i))-((ﬂg ) n+1)
() ()

(Mﬁlh’(i))-g(n+1)

(mﬁlh(')) h(n+1)

m+(n+1)+

:l_[h(z

wobei i’ die Einschrankung von h : {0,...,n+ m+ 2} — M auf die Menge {0,...,n + m + 1} ist.



(c) Seizunichst n =0, dann ist

0 0 0
(]_[f(i)) : (]_[g(i)) = £(0)-gO) =] [r0)-g(0).
i=0 i=0 i=0

Sei nun angenommen, die Aussage gilt fiir ein 7 € N: Dann ist

(ijf(i))-(ﬁg(i)):((ﬂf(1) f(n+1)) (
(

: ((l_[gm f(n+1))-g(n+1)

i=0

- (]_[g(i))~(f(n+l)~g(n+l)))

=| | F(i)-g(i).

i=0

Dabei verwenden der erste und letzte Schritt die Definition von [ [, der vorletzte Schritt die Induktionsan-
nahme, der vierte Schritt die Kommutativitdt und alle anderen die Assoziativitdt von K.

(d) Auch dies folgt induktiv: Falls n =0 ist, so ist

0 0
r‘(me)= ref0)=>r-f(i)
i=0

i=0

Wir nehmen nun an, dass die Aussage fiir ein n € N gilt. Dann ist

r'(;f(i))= r‘((zof(i))+f(n+l))

= r-(zn:f(i))w-f(nﬂ)
i=0

S

:(
{

i))+r-f(n+1)

)

0

n+1

2
0

i=

I
I
Aufgabe 3

(2) 512=1-2% also ist 512 =(1000000000),.

(3) 512=2-3%+2-32+2-31+2-3%, also ist 512 = (200222),.

3



(4) 512=2-4* also ist 512 = (20000),.

(5) 512=4-5%+2-514+2-.5° also ist 512 =(4022)s.

(6) 512=2-63+2-62+1-6'+2-6°, also ist 512 =(2211)s.
(7) 512=1-73+3-724+3-7'+1-7° also ist 512 = (1331).
(8) 512=1-8%, also ist 512 = (1000)g.

(9) 512=6-92+2-91+8-9°, also ist 512 = (628),.

Aufgabe 4
(a) Wir mussen zeigen, dass < reflexiv, transitiv und identitiv ist:

* Reflexiv: Sei f : N — P eine Funktion. Dann ist f = f, also nach Definition f < f.

* Transitiv: Seien f, g, : N — P Funktionen mit f < g und g < h. Dann wollen wir zeigen, dass f < h
ist: Falls f = g oder g = h ist, folgt dies automatisch. Daher nehmen wir nun an, dass f #g und g # h
sind: Dann gibt es n, m € N mit

f(n)<gm)undV¥n'>n: f(n")=gn),

g(m)< h(m)und Vm’ > m: g(m’)= h(m).

Wir vergleichen nun m und n: Falls m = n, so ist

f(n)<gn)<h(n)undVn'>n: f(n')=g(n")=h(n’),
falls m < n ist, so gilt

f(n)<g(n)=h(n)undVn'>n: f(n)=g(n")=h(n),
und falls m > n ist, so gilt

fim)=g(m)<h(m)undVm’'>m: f(m')=g(m’)= h(m’).
In allen Fillen gibt es also ein k € N mit
f(k)<h(k)und Vk'> k: f(k")= h(k’),

und somit ist f < h.

* Identitiv: Seien nun f,g:N— P mit f < g und g < f. Wir wollen zeigen, dass f = g ist: Angenommen,
f # g, dann gibt es n, m € N mit

f(n)<g(n)undVn'>n: f(n')=g(n),

gm)< f(m)undVm'>m: f(m")=g(m’).

Wir vergleichen wieder n und m: Falls m = n ist, muss f(n) < g(n) < f(n) sein, was ein Widerspruch ist.
Falls m < n ist, muss f(n) < g(n) = f(n) sein, was ebenfalls ein Widerspruch ist. Genauso fithrt m > n
mit g(m) < f(m)=g(m) zum Widerspruch, also muss die Annahme falsch und f = g sein.

Bemerkung. Selbst wenn P total geordnet ist, ist < im Allgemeinen keine totale Ordnung: Sobald es zwei
verschiedene Elemente p < g € P gibt, so konnen wir bspw. f,g:N— P definieren als f(2n)=g(2n+1)=p
und f(2n+1)=g(2n)= g fiirjedes n e N: Dannist f # g, und weder f < g noch g < f, daabwechselnd f und
g grofer sind. Um alle Elemente vergleichbar zu machen, miissen wir uns auf Funktionen einschrédnken, die
fast alle n € N auf ein fixiertes Element 0 € P schicken—wie zum Beispiel die Stellenzerlegung aus (b)!



(b) Wir machen zunichst die obige Bemerkung préizise: Sei N € F (N, {0,...,b— 1}) die Teilmenge aller Funktio-
nen « :N — {0,..., b —1}, fuir die a(i) = 0 fiir fast alle i € N ist. Dann ist a;,(n) € N fiir jedes n € N, und < ist
auf N eine totale Ordnung: Fiir n € N ist die Menge {i € N : @, (n)(i) # 0} endlich, also ist auch fiir m,n € N
die Menge {i € N : a;(m)(i) # a,(n)(i)} endlich, und falls m # n ist, ist sie nichtleer: Insbesondere hat sie
dann ein Maximum k. Dann ist entweder a;,(m)(k) < a,(n)(k) oder umgekehrt, und somit a,(m) < a;(n)
oder a,(m)> a,(n).

Nun erinnern wir uns an die Tatsache, dass fiir eine monotone Funktion f : S — T zwischen total geord-
neten Mengen, fiir die f(s) < f(s’) = s < s’ gilt, bereits folgt, dass f monoton ist. (Monotonie von f ist die
umgekehrte Implikation: Sei s < s’. Da T total geordnet ist, muss f(s) < f(s’) oder f(s) > f(s’) gelten. Let-
zteres wiirde aber s > s’ implizieren, also wire s = s’ und f(s)= f(s’). In beiden Fillen ist also f(s) < f(s’).)
Insbesondere reicht es also, wenn wir zeigen, dass fiir m, n € N folgende Implikation gilt:

ay(m)<da,(n)=m<n.
Sei also a;,(m) < a,(n). Fiir die Lesbarkeit schreiben wir
m; = a,(m)(i)und n; = a(n)(i).

Dann ist entweder a;,(m) = a;(n), und somit
m =Zm,~bi :Znibi =n,
i i

oder es gibt ein k €N, sodass m;. < n; und fiir K’ > k gilt, dass m;. = n;..

Wir erinnern uns nun an die geometrische Summenformel (Satz 8.3): Diese besagt insbesondere, dass fiir
Qe 1k k—1 i .
k>1gilt: b* =" (b—1)- b’ +1. Insbesondere ist also
i=

k k-1
Zmibi =Zmibi+mkbk <
i=0 i=0

k-1 k

<bk+mkbkSnkkaZnibi+nkbk=Znibi.

i=0 i=0

(b—1)b' + myb*
0

—

und somit auch

m:Zmibi:zk:mibi+Zmibi<zk:nibi+2mibi:zk:nibi+2nibi:Znibi:n.
0 i=0 i=0

i>0 i= i>k i i>k i i>k i>0



