Abgabe: Lineare Algebra 1 Fabian Hebestreit
23.5.2024 bis 14:00 in V3-128 Blatt 6 Julius Frank

Aufgabe 1 (5 Punkte)

Zeige: Die Menge P aller Primzahlen ist unendlich. (Hinweis: Angenommen, ;P ist endlich, dann gibteseinn €N
mit P ={p,,..., p,}. Betrachte dann die Zahl (l_[?:l p,-) +1)

Aufgabe 2 (5 Punkte)
Sei (M, %, e) ein Monoid.
(a) Zeige: Falls u € M eine Einheit ist, so ist auch u™! eine Einheit.

(b) Sei f: M — N ein Homomorphismus von Monoiden. Zeige: Falls u € M eine Einheit ist, soistauch f(u)e N
eine Einheit.

(c) Zeige: Falls u, v € M Einheiten sind, so ist auch u * v eine Einheit.

(d) Seinun (R,+,x,0,1)ein Halbring. Zeige: R ist ein Ring genau dann, wenn 1 eine Einheit beziiglich + ist.

Aufgabe 3 (6 Punkte)

Sei (M, x, e) ein Monoid. Eine Aquivalenzrelation ~ auf M heilt Kongruenzrelation, falls fiir alle m, m’,n,n’ € M
gilt:
/ / / /
m~mi,n~n =>mxn~mxn'.

(a) Zeige: Wenn ~ eine Kongruenzrelation auf M ist, so gibt es genau eine Abbildung ¥: M /~x M /~ — M [/~ mit
[m)¥[n]=[m=x*n] fiur alle m,n € M und (M / ~,%,[e]) ein Monoid.

(b) Bearbeite zwei der folgenden Teilaufgaben:

(by) Sei(R,+,x%,0,1) ein Halbring und W C R eine Teilmenge wie in Konstruktion 9.12. Zeige: Die Aquiv-
alenzrelation ~ auf R x W gegeben durch

(rnw)~(r,wYer+w =r'+w.
ist eine Kongruenzrelation beziiglich der Verkniipfung x: R x W x R x W — R x W, gegeben durch
(ryw)x(s,v)=(rs+wv,rv+ws).

(b,) Sei(R,+,%,0,1) ein Halbring und W C R eine Teilmenge wie in Konstruktion 10.7. Zeige: Die Aquiv-
alenzrelation ~ auf R x W mit

(nw)~( , w)erxw =r'xw,
ist eine Kongruenzrelation beziiglich der Verkniipfung +: Rx W x R x W — R x W, gegeben durch
(ryw)+(s,v)=(rv+ws,wv).
(bs) Zeige: Fir b € N mit b # 0 ist die Modulo-b-Aquivalenzrelation =;, auf N mit
m =, n < remy(m)=remy(n)

eine Kongruenzrelation beziiglich der Addition.

(by) Zeige: Fiir b € N mit b # 0 ist die Modulo-b-Aquivalenzrelation =, auf N eine Kongruenzrelation
beziiglich der Multiplikation.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Sei (M, %, e) ein Monoid und m € M. Zeige:

(a) Esgenau einen Monoidhomomorphismus f: N — M mit f(1) = m, wobei wir N via der Addition als Monoid
ansehen.

(b) Dieser Homomorphismus erweitert sich zu einem Homomorphismus Z — M genau dann, wenn m eine
Einheit ist, und in diesem Fall ist so eine Erweiterung eindeutig bestimmt.



