Abgabe: Lineare Algebra 1 Fabian Hebestreit
30.5.2024 bis 14:00 in V3-128 Blatt 7—Lo6sungsvorschlag Julius Frank

Aufgabe 1

(a)

(b)

()

Eine Abbildung N — R ist ein Halbringhomomorphismus, falls sie ein Monoidhomomorphismus beziiglich
Addition und Multiplikation ist. Mit Aufgabe 4(a) von Blatt 6 gibt es fiir jedes r € R genau einen Monoid-
homomorphismus f : (N,+,0) — (R,+,0) mit f(1) = r. Damit dieser auch ein Monoidhomomorphismus
beziiglich der Multiplikation ist, muss f(1) = 1 sein—es gibt also maximal einen Halbringhomomorphis-
mus N — R. Um zu zeigen, dass f auch tatsidchlich ein Halbringhomomorphismus ist, miissen wir {iber-
priifen, dass f(m - n) = f(m)- f(n) fiir m,n € N gilt: Dies ist natiirlich eine Induktion. Falls n = 0 ist, ist
f(m-0)= f(0)=0= f(m)-0. Angenommen, dies gilt fiir ein n € N: Dann ist

fim-(n+1)=f(m-n+m)=f(m-n)+ f(m)
=f(m)- f(n)+ f(m)= f(m)-(f(n)+1)
=f(m)-(f(n)+ (1) =f(m)- f(n+1).
Also ist f ein Halbringhomomorphismus, und als solcher eindeutig.
Mit (a) gibt es dann einen eindeutigen Halbringhomomorphismus f : N — R. Mit Aufgabe 4(b) von Blatt
6 erweitert dieser sich zu einem eindeutig bestimmten Monoidhomomorphismus (Z,+,0) — (R, +,0) genau

dann, wenn f(1) = 1 eine Einheit ist. Das ist wiederum mit Aufgabe 2(d) von Blatt 6 genau dann der Fall,
wenn R ein Ring ist.

Wenn R ein Ring ist, gibt es insgesamt also wieder maximal einen Ringhomomorphismus f :Z — R, denn
dieser muss eine Erweiterung des eindeutigen Halbringhomomorphismus f : N — R sein. Es ist also nur zu
priifen, dass diese Erweiterung auch wieder multiplikativ ist, also dass f (x-y)= f (x)- f (y)fir x,y € Z ist.
Folgende Félle konnen auftreten:

e x,y € N: Dannist x - y € N, also f(x -y)=flx-y), ff)(x) = f(x) undff)(y) = f(y), somit folgt die
Aussage aus (a).
¢ x €N, y ¢N. Dann ist —y € N und somit

flx-y)=fl—~x-(=y))=—Fflx - (=y)
=—f(x-(~y)=—f(x) f(=y)=—(f(x)- f(=y))
=—(f(x)-(=fyM = Ffx)- F»).

)

e x €N, y eN: geht analog.
e x,y¢N: Dannist x -y =(—x)-(—y) €N, also
Flx- )= f(=20) =y) = f=2) f (=)
= flex)- fley) = ) (=F )
= fx)- Fly).
Falls andererseits R kein Ring ist, ist 1 € R keine Einheit, also ldsst sich der Halbringhomomorphismus

f N — R nicht auf Z erweitern. Da aber jeder Halbringhomomorphismus f : Z — R sich auf einen Hal-
bringhomomorphismus f : N — R einschrédnken ldsst, kann es kein solches f geben.

Wenn R ein Korper ist, ist es insbesondere ein Ring, und es gibt einen eindeutigen Halbringhomomorphis-
mus g : Z — R. Jeder Halbringhomomorphismus g : Q — R muss also auf Z mit g {ibereinstimmen. Fiir ein
allgemeines Element von Q gilt dann

g(2)=2(2-2)=2(2) 8(; )=swrstar,

somit ist g bereits eindeutig bestimmt.

Damit wir g so definieren kénnen (und g somit existieren kann), ist allerdings notwendig, dass fiir jedes
g € Z mit g # 0 das Element g(q) € R eine Einheit ist—das ist nicht automatisch gegeben, z.B. ist im Korper
Z/2

8(2)=g(1+1)=g(1)+g(1)=1+1=0,

da 2=, 0 ist. Es kann also keinen Halbringhomomorphismus Q — Z/2 geben.



Aufgabe 2

(a) Da2-4=8=350und 6-4 =24 =g 0sind [0],[2],[4] und [6] Nullteiler und somit keine Einheiten in Z/8. Mit
1-1=1und 3+-5=15=41 folgt, dass [1],[3] und [5] Einheiten sind.

(b) [1]und [12] sind ihre eigenen Inversen, dariiber sind jeweils zueinander invers: [4] und [10], [3] und [9], [7]
und [2], [8] und [5], [6] und [11], und zwar aus folgenden Griinden:
e Esist[1]-[1]=[1].
e Dal2=y;—1,ist[12]> = (—[1]? =[1].
» Weiterhin ist 2-7 =14 =5 1 und somit [2]-[7] =[1].
e Quadrieren liefert 1 =5 22-72=4-49=,54-10, also [4]-[10] =[1].
» Nochmal Quadrieren liefert 1 =5 4%-10% =5 16-(—3)*> =;3 39, also [3] - [9] =[1].
» Esist8=2-4, also [8]"! =[2]" -[4]7' =[7]-[10] =[70] =[5].
e Genauso ist 6=2-3 und somit [6]7! =[2]7'-[3]"! =[7]-[9] =[63] =[11].

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei k € N. Dann ist [n]-[k] = [0] in Z/m genau dann, wenn n - k =,, 0 ist. Nach Definition heillt das, dass
rem,,(n - k)=rem,,(0) =0 ist, also dass es ein g € N gibt mit

n-k=q-m
m
<n-k=qg-—-

n q P n
m
Sk=qg-—.
9 n

Es ist also [k] genau dann eine Losung fiir n- x = 0, wenn k ein Vielfaches von 7' ist. (Dabei ist 7 €N, weil n ein
Teiler von m ist.) Jedes x € Z/m lasst sich eindeutig schreiben als x =[k] fiir ein 0 < k < m, und es gibt genau n
solche k, die Vielfache von % sind, ndmlich

m _m m
0-—,1-—,...,(n—-1)- —.
n n n
Fir p > nist
m_ m
—2n-—=m.
P n n

Bonusaufgabe: Wie im Hinweis vorgeschlagen sei k € Nund i > 0, sodass [k] und [k +i] Losungen in Z/m sind.
Dann existiert wie oben ein g €N, sodass n - k = g - m, und genauso ein g’ € N mit n-(k + i) = g’ - m. Nun ist

n-i=n-(k+i)—k)=(q'—q)-m,

also ist n2 - i ein Vielfaches von m. Esist i > 0, also ¢ — g’ > 0 und somit n - i > m. Aber dann folgt direkt i > 2.
Seinun / € N die Anzahl der Losungen in Z/m. Dann gibtes 0 < k; <... < k; < m, sodass die Losungen genau
[k1],...,[k;] sind. Beachte, dass wir 0 < k; < m statt 0 < k; < m gewdhlt haben, wir reprasentieren [0] = [m] also
durch m. Insbesondere ist das eine Lésung, also ist k; = m.
Nun wenden wir einen Trick an: Es ist

m=k;=(k;—kj_1)+ki_y ==k —ki_1)+ (k- — ki) +---+ (ks — ky) + (k; —0).

(So etwas nennt sich Teleskopsumme, sie ldsst sich wie ein Teleskop vollstindig zusammenschieben.) Da alle
[k;] sowie [0] Losungen sind, sind alle diese Summanden die Differenz zwischen zwei Losungen. Diese haben
wir aber oben abgeschitzt, sie ist mindestens “+. Da wir insgesamt / solche Summanden haben, ist also

m
m=(k;—kj_1)+(ki_y—ki_p)+--+(ky— k) +(k; —0)> [ - P



Nach Multiplikation mit # und kiirzen von m folgt, dass n <[ ist.

Weiterhin miisste, damit n = [ ist, jede Differenz (k;,, — k;) genau 7} sein. Aber (k;;, — k;) ist eine natiirliche
Zahl, und da n kein Teiler von m ist, ist I+ keine natiirliche Zahl. Also folgt, dass die Anzahl der Losungen / echt
kleiner als n ist.

Bemerkung. Allgemein istdie Anzahl der Losungen gegeben durch den gro8ten gemeinsamen Teiler [ = gg T'(m, n).
Um das zu beweisen benotigen wir den euklidischen Algorithmus, den wir spéter in der Vorlesung sehen werden.

Aufgabe 4 (5 Punkte)
(a) Das assoziierte Gleichungssystem in den Variablen x;,..., x5 ist
xZ +2.X3 +4.7C5 = bl
—1 X4 +2.7C5 = b2
0 = b3 .

(b) Der Zeilenrang ist 2, also besitzt das Gleichungssystem eine Losung genau dann, wenn b; = 0 fiir i > 2 ist,
also by =0.

(c) Wir gehen vor wie in Beispiel I1.1.6: Zunéchst bemerken wir, dass die Matrix in strikter Zeilenstufenform ist
und Zeilenrang [ =2 hat. Die Zeilenzeugenfunktion ist
r:{1,2}—1{1,...,5}
1—2
2—4,
In anderen Worten: Die 1. Zeile ist zum ersten Mal nicht null in der 2. Spalte, die 2. Zeile ist zum ersten Mal
nicht null in der 4. Spalte.

Fiir das Gleichungssystem bedeutet das: Wir kénnen die Werte fiir x; in den {ibrigen Spalten 1,3 und 5 frei
wihlen, und es gibt fiir jede solche Wahl von x;, x3 und x5 eindeutige x, und x,, sodass zusammen eine
Losung gebildet wird. Wir kdnnen also unser Gleichungssystem umformen: Die letze Zeile kann gestrichen
werden und wir 16sen nach x, und x, auf, indem wir alle anderen Werte auf die rechte Seite bringen:

x2 = bl —Z.X'3 —4X5
X4 :—bz +2x5.

Damit haben wir bereits "die Losung", wir bringen sie nun noch in die formale Form, die von der Aufgabe
gefragt ist: Es ist k =5—1[ = 3, und wir definieren:

1 0 0 0 0
0 —2 —4 1 0

A=|0 1 0 |eMat(5,3,2) B=|0 0 |eMat(5272).
0 0 2 0 -1
0 0 1 0 0

Dann ist mit b =(by, b, b;) das Bild der injektiven Funktion
fy: 25 —7°
a— (L(A))(@)+(L(B))(b)

gerade gegeben durch die Elemente der Form

X a;
X b, —2a,—4as
X3 | = a,

X4 —b, +2as
X5 as

fiir a,, a,, az € Z: Das ist genau die oben von uns bestimmte Lésungsmenge L(Z)!(b).



