Abgabe: Lineare Algebra 1 Fabian Hebestreit
6.6.2024 bis 14:00 in V3-128 Blatt 8 Julius Frank

Aufgabe 1 (6 Punkte)

Wir betrachten die Matrix

2 4113 2 4
2 41 41 2 4

A=|3 1 0 0 3 1 3|eMat572/5)
0 0 4 441 0
4 33210 4

(a) Bringe die Matrix mit dem GauB3-Algorithmus in strikte Zeilenstufenform.
(b) Fiir welche b € Z/5° besitzt das Gleichungssystem (L(A))(x) = b eine Losung x € Z/57?

(c) Sei b =(0,1,2,2,3) € Z/5°. Finde alle Losungen fiir Ax = b wie folgt: Lies von der Zeilenstufenform aus (a)
den Zeilenrang [ ab, und benutze (a), um eine Bijektion von Z/5"! zur Lésungsmenge L(A)™!(b) zu konstru-

ieren.
Aufgabe 2 (4 Punkte)
Wir betrachten die Matrix
2 -5 6 —4
0 5 0
A= 5 _5 g9 _5 € Mat(4,4,Q)

4 0 15 -8

und den Vektor b = (0,4,2,6) € Q*. Bringe A mit dem Gauf3-Algorithmus in strikte Zeilenstufenform und finde
rationale Zahlen x;,..., x, € Q, sodass x =(x,..., x,) € Q* ein Element der Losungsmenge L(A)™'(b) ist.

Aufgabe 3 (5 Punkte)
Sei R ein Ring, k, n > 1 natiirliche Zahlen, A € Mat(k,n,R)und b € Rk,

(a) SeiAe Rund1<a,c<k. Zeige:

(b) Sei A <R eine Einheitund 1 <a < k. Zeige:
_ —1
LA (b)=L(mMA))  (m}(b)).
(c) Seien1<a,c <k. Zeige:

LA (D)= L(t,0(A) " (t.e(b)).

Aufgabe 4 (5 Punkte)

Zeige, dass BeobachtungI1.1.5 im Skript auch gilt, wenn Z nur in (nicht strikter) Zeilenstufenform ist. In anderen
Worten: Sei R ein Ring, Z € Mat(k, n, R) in Zeilenstufenform mit Zeilenrank / und Zeugenfunktion r : {1,...,1} —
{1,...,n}. Dannist L(Z)™}(b) # @ genau dann, wenn b; = Ofiiralle [ < i < k, und in diesem Fall ist die Komposition

L(Z)y ' (b)cR"=F({1,...,n},R)— F({1,...,n\Im(r), R) X R""

eine Bijektion. (Hinweis: Benutze Aufgabe 3, um auf die Situation von Beobachtung II.1.5 zu reduzieren.)



