Abgabe: Lineare Algebra 1 Fabian Hebestreit

6.6.2024 bis 14:00 in V3-128 Blatt 8—Losungsvorschlag Julius Frank
Aufgabe 1
(a) Fiir die Zeilenstufenform machen wir folgende Umformungen:
2 4 1 1 3 2 4 2 4 1 1 3 2 4 2 4 1 1 3 2 4
2 41 4 1 2 4 L 3 3 et 3 3
31 31 3] =31 3 1 3| '~ 1 113 2
4 4 4 1 4 4 4 1 4 4 4 1
4 3 2 1 4 3 3 2 1 4 4 3 3 2 1 4
2 4 1 1 3 2 2 4 1 1 3 2 4 2 4 1 1 3 2 4
V—21 33 11111 132 I1V—411 132
iy 1113 275 3 3 -~ 3 3
4 4 4 1 4 4 4 1 4 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 4 1 1 3 2 4 2 4 1 1 3 2 4 2 4 1 1 3 2 4
VoLl 1 1 1 3 2 . 1 1 1 3 2 Veotv 1 1 1 3 2
—~ 3 e 3 3 = 3 3
4 1 4 2 4 2
4 4 3 4 3 4
2 4 2 4 2 2 4 2 4 2 2 4 2
I-111 1132 I1-2-111 1 3 2 I-1.1V 1 3 2
s 3 s 3 3 e 3 3
4 2 4 2 4 2
2 4 2
11-21V 1 3
S8 3 3
4 2

Dabei ist die Matrix nach acht Umformungen in Zeilenstufenform, und nach den restlichen vier auch strikt.

(b) Wir nennen die Matrix in Zeilenstufenform (also die nach acht Umformungen) Z. Dann besitzt fiir z € Z/5°
nach Beobachtung I1.1.5 L(Z)(x) = z genau dann eine Losung, wenn zs; = 0 ist. Mit Beobachtung I1.2.2 (Be-
wiesen in Aufgabe 3) gilt fiir eine elementare Zeilenumformung e (also e = st mé, fy.c), dass

a,c’

(LA)(x) = b = (Lle(A))(x) = e(b).
Insbesondere hat also (L(A))(x) = b genau dann eine Losung, wenn (L(e(A)))(x) = e(b) eine hat: Wir fithren
also die ersten acht Zeilenumformungen aus (a) fiir b durch und erhalten:

bl bl bl b] b] bl
b3 H:,}J b3 II£:)4~I bl + b3 V:V%‘I bl + b3 II(:;HI 4b1 + bz IV::%‘II 4b1 + bz
b, b, b, b, b, b, + bs+ b,
bs bs bs 3b, + by 3b, + by 3b, + bs
b, b, b,
V—-1-11 bl+b3 V-=3I11 bl+b3 V=21V bl+b3
:w; 4b1+b2 _M;) 4b1+b2 _W:) 4b1+b2 =z
b, + b+ b, b, + bs+ b, b, + bs+ b,
2b; +4bs+ bs 2b, +4b;+ by 3b,+2b, +2b;+3by+ by

Somit hat (L(A))(x) = b genau dann eine Losung, wenn (L(Z ))(x) = z eine hat, was genau dann der Fall ist,
wenn der letzte Eintrag verschwindet, also wenn

3b1+2b2+2b3 +3b4+b5:()



(c) Zunichst erkennen wir, dass die Matrix in strikter Zeilenstufenform aus (a) den Zeilenrang / =4 hat.

Um die Lésungsmenge L(A)™'(b) zu finden, fithren wir die gleichen Umformungen wie in (a) nun auch fiir
den Losungsvektor b durch. Die ersten acht kénnen wir aus (b) iibernehmen und bekommen

0 0 0
1 0+2 2
2 | 4-0+1 =|1
2 0+2+2 4
3 3-0+2-14+2-2+3-2+3 0
Dann ergeben die restlichen vier Umformungen
0 3 3 4 4
2 I-1-11 2 I1-2-111 0 I-1-1v 0 I1-2-1V 2
1 - |1 o 11 - |1 ~ 1
4 4 4 4 4
0 0 0 0 0

Somit ist also (L(A))(x) = b genau dann, wenn die Koordinaten von x folgendes Gleichungssystem losen:

2 4 1 2 3 ;1 2x1+4x2+2x5=4 x1 =2+3XZ+4X5
X3+3X7=2 X3=2+2.X:7
3 3 1 |ew s
4 214 3X4+3X5=1 X4=2+4x5
4x6+2x;,=4 Xe=1+2x;

Da die Spriinge der Zeilenstufenform in der 1., 3., 4. und 6. Spalte liegen, kénnen wir x,, x5 und x; frei
wihlen (in anderen Worten: fiir jede Wahl dieser drei Koordinaten existiert genau eine Losung, und diese
sind unterschiedlich fiir verschiedene Wahlen). Die Werte von x;, x3, x4, und Xz sind dann eindeutig durch
die Gleichungen oben bestimmt.

In anderen Worten: Wir haben gezeigt, dass folgende Abbildung von Z/5°* = Z/5% nach Z/5” eine Bijektion
auf die Lésungsmenge L(A)™!(b) ist:

Z/5°—1Z/5
2 3 4
1
a; 2 2
a, |— |2 |+a;- +a,-|4|+as-
as 1
1

1

(Dabei entspricht a; der frei wiahlbaren Koordinate x, von vorhin, a, entspricht x5 und a; entspricht x;.)



Aufgabe 2

Hier kdnnen wir die Umformungen aus dem Gaul3-Algorithmus auch direkt auf den Losungsvektor anwenden:

2 =5 6 —4]0 2 -5 6 —4|0 2 -5 6 —4]|0
5 14 |r1i-11 5 14 |1v—ar 5 1[4
~ ~
2 -5 9 5|2 3 —-1(2 3 —-1(2
15 -8 1|6 4 15 -8 |6 10 3 6
-5 6 —4 0 2 -5 6 —4 2 6 —3 4
V=211 5 1 4 | 1v-11I1 5 1 4 | r1+111 5 1 4
~ ~y ~y
3 -1 2 3 -1 3 -1 2
3 =22 -1 | —4 —-1|—4
2 -1 0 2 4 2 4
I-2-111 5 1 4 |1-11Vv 5 1 4 | I11+11v 5 0
s s ~
3 -1 2 3 -1 2 3 -1 2
—-1|—4 —-1|—4 —-1|—4
2 4
II1-11V 5 0
A
3 6
—-1|—4

Die Matrix ist nun in Zeilenstufenform. Sie hat Zeilenrang / = 4, und in jeder Spalte kommt eine neue Stufe
hinzu: Wir kénnen also keine Koordinate frei wahlen, und haben eine eindeutige Losung: Das assoziierte Gle-
ichungssystem ist

2x1=4 x1=2
5x2=0 s x2=0
3X3:6 X3:2
_X4:_4 X4=4

Somit ist die eindeutige Losung des Gleichungssystem der Vektor x =(2,0,2,4):
L(A)' (D) =1{(2,0,2,4)}.

Hey, das sieht ja aus wie das aktuelle Jahr! Lustiger Zufall.

Aufgabe 3
Bemerkung. Die Notation L(A)"}(b) fiir die Losungsmenge ist schlecht gewihlt: Sie ist definiert als
L(A) ' (b):==Prey4({b})={x € R"|(L(A))(x)=Db}.

Insbesondere ist dies eine Menge, kein einzelner Vektor. Das ist missverstdndlich: Falls L(A) invertierbar ist
(was nicht der Fall sein muss!), bezeichnet die Notation L(A)~! ebenfalls die Umkehrfunktion von L(A), also ist
L(A)™(b) dann ebenfalls ein Element (ndmlich das eindeutige Element der entsprechenden Menge). Die Nota-
tion fiir die Losungsmenge im Skript wurde deswegen nun auf L(A; b) gedndert.

(a) Seix € R". Dannist x € L(A)™'(b) genau dann, wenn (L(A))(x) = b ist. Also wollen wir zeigen, dass

(LA))x)=b & (L(s) (A))(x)= s, (b).

a,c



Sei zunichst (L(A))(x) =b.Dannistfiir1<i<k:

N

(L6 an)x)) =D (s (A - x;

(L)) +2- (L)) i=c
(L)), i#c

Somit folgt (L(s{j, C(A)))(x) = s{i .(b), weil alle Koordinaten {ibereinstimmen.

-1 . . .

* ) =s77ist: Wenn ich erst das A-Fache der a-ten Zeile
auf die c-te addiere, und danach wieder abziehe, ist am Ende nichts passiert. (Achtung: Hier benutzen wir,
dass a # c ist!) Insbesondere ist also mit dem, was wir eben gezeigt haben,

Fiir die umgekehrte Richtung bemerken wir, dass (s”1

(L(s2 ,(AD)(x) = 5 (B) = (L(s; (5 (AN)(x) = 5, 2(52 (b)) = (L(A))(x) = b.
(b) Sei x € R". Wie oben wollen wir zeigen, dass

(L(A))(x)=b & (L(m(A))(x) = m} (D).

a

Sei zunédchst wieder (L(A))(x) =b.Dannistfiir1<i<k:

((Lemjan)x). = znj(mj(A))i,j %
j=1

{z;lzl(AAl'])x] i=a
YiaAix ita
A(X A xg) i=a
Z;l:lAi'j-xj l}éa

_|Ab; i=a
| b, i#a
=(m (b)),

Also folgt (L(m}(A)))(x) = m*(b).

1
Wieder folgt die umgekehrte Richtung direkt, weil (mﬁ)_1 =m, ist (die a-te Zeile erst mit A und dann mit %
zu multiplizieren dndert nichts). Also ist



(c) Eswird nicht iiberraschen, dass wir analog zu den ersten beiden Aufgaben vorgehen: Sei x € R”. Wir wollen
zeigen, dass

(L(A)(x) = b & (L(ta,c(A))(x) = L4,c(b).

Sei zunichst wieder (L(A))(x) =b.Dannistfir1<i<k:

((Lta,c(aN)(x)), Z(r“(A)),] x;

Also folgt (L(ta,c(A))(x) = to,c(b).

Wieder folgt die umgekehrte Richtung direkt, dieses mal weil (¢, )" = 1, ist (die a-te Zeile mit der c-ten
zweimal zu vertauschen dndert nichts). Also ist

(L(t4,c(A))(x) = ta,c(B) = (L(ty,c(ta, (A)))(X) = L4 (fa,c) < (L(A))(x) = D.

Aufgabe 4

Sei R einRing, Z € Mat(k, n, R) in Zeilenstufenform mit Zeilenrank / und Zeugenfunktion r : {1,...,I} = {1,..., n}.
Dann gibt es nach dem Gaulf$’schen Eliminierungssatz (I1.2.3 im Skript) Abbildungen

fir--o, fa :Mat(k, n, R) — Mat(k, n, R)
(wobei d = 5 jst), sodass jedes f; eine Zeilenumformung von Typ I ist, und die Matrix
(fio--ofy)(Z)eMat(k,n,R)

in strikter Zeilenstufenform ist.
Dass f; von Typ Tist, heildt, dasses A; e Rund 1 < a,c < k gibt mita # c und f; = s . Mit Aufgabe 3(a) gilt
dann fiir jede Matrix A € Mat(k, n, R)und a € R"

—1
LAy a)=L(s}, (@) (¥, ().
Induktiv folgt also

Lz \(b)= L((s;gcl o---osj;,cd)(Z))_l((s;{q 00504 Cd)(b))

Die Matrix ( 600 s7L ) (A)istin strikter Zeilenstufenform, und vom GauB3-Algorithmus wissen wir, dass sich
Zeilenrang [ und Zeugenfunktlon r nicht verdndert haben. Also gilt mit BeobachtungII.1.5, dass

LZ)(b)= L((si:,cl 82:,%)(2))_1((52@ 0wk )(b) )7”’



genau dann, wenn fiir i > [ die Koordinaten

((s;lll,q °"‘°5;:,cd)(b)), =0

1

verschwinden. Im GauR-Algorithmus haben wir aber nur Zeilenumformungen in den Zeilen 1 bis / benutzt, um
Z in strikte Zeilenstufenform zu bringen. Also haben sich die Koordinaten jenseits von [ nicht verdndert, und

wir haben fiir i > [
(52, ootz ) =0

Somit ist der erste Teil gezeigt: L(Z)™'(b) # 0 genau dann, wenn b; = 0 fiir i > [ ist.
Weiterhin gibt uns Beobachtung I1.1.5, dass in diesem Fall die Komposition

a,Cy a, ¢

L(Z)Y\(b)= L((s% 0-r0 sj:ycd)(Z))_l((s’ll 0-r0 s(f:ycd)(b)) CR"=F({1,...,n},R)— F({1,..., n\Im(r), R) = R""!

eine Bijektion ist, womit auch der zweite Teil gezeigt ist.



