Abgabe: Lineare Algebra 1 Fabian Hebestreit
13.6.2024 bis 14:00 in V3-128 Blatt 9 Julius Frank

Aufgabe 1 (4 Punkte)

In einer verstaubten Bibliothek tief unter der Universitdt liegt ein Raum, der ldngst vergessene Geheimnisse
der Linearen Algebra enthdlt. Die Legende besagt, dass alle, die die Schriffen dort gelesen haben, besonders
fehlerfrei Matrizen multiplizieren kdnnen. Leider ist der Raum aber kompleft dunkel. Nachdem ihr euch etwas
herumgetastet habt, findet ihr heraus, dass es funf Lampen und finf Lichtschalter gibt. Jeder Schalter scheint fest
mit einigen der Lampen verkabelt zu sein: Wenn er betdtigt wird, gehen die dazugehorigen Lampen an, falls sie
vorher ausgeschaltet waren, und aus, falls sie vorher eingeschaltet waren. Ihr macht folgende Beobachtungen:

e Der obere Schalter neben der Eingangstir bedient alle Lampen auBer jener Uber der Tafel.

e Der untere Schalter neben der Eingangstir bedient alle Lampen auBer jener Uber dem Lesepult.
e Der Schalter bei der Tafel bedient die Lampe Uber der Tafel und jene im linken Gang.

¢ Der linke Schalter am Lesepult die Lampe Uber dem Lesepult und jene im rechten Gang.

e Der rechte Schalter am Lesepult bedient die Lampe Uber dem Lesepult, jene im linken Gang, sowie die
Lampe Uber der Eingangstir.

Um die Geheimnisse zu liften, muss die Bibliothek vollstdndig beleuchtet sein. Welche Schalter missen betdtigt
werden, damit alle Lampen gleichzeitig leuchten? Euch beschleicht das Geflihl, dass dieses Problem mit einem
Gleichungssystem (ber dem Korper Z/2 gelost werden kdnnte.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Sei R ein Ring, M, N, P R-Moduln und ¢ : M — N sowie ) : N — P R-lineare Abbildungen. Zeige:

(a) Die Komposition ¢ o ¢ ist R-linear.

(b) Falls @ bijektiv ist, ist die Umkehrfunktion ¢! R-linear.

(c) Sei U € M ein Untermodul. Dann ist das Bild Im,(U) € N ein Untermodul. Insbesondere ist das Bild von ¢,
also Im(¢) =Im, (M), ein Untermodul.

(d) Sei V € N ein Untermodul. Dann ist das Urbild Pre,(V) € M ein Untermodul. Insbesondere ist der Kern
von ¢, also Ker(y) = Pre,(0), ein Untermodul.
Aufgabe 3 (4 Punkte)

Seien M, N abelsche Gruppen. Fiir zwei Abbildungen f, g : M — N notieren wir mit f +g die komponentenweise
Addition (vgl. Aufgabe 1(b) auf Blatt 5).

(a) Zeige: Falls f,g: M — N sowie h: N — P und k' : L — M Gruppenhomomorphismen sind, gilt
ho(f+g)=(hof)+(hog)und(f+g)oh'=(foh’)+(goh).

Folgere, dass die Menge Homg,,(M, M) aller Gruppenhomomorphismen f : M — M einen Ring bildet mit
+ als Addition und o als Multiplikation.

(b) Seinun R ein Ring und M ein R-Modul. Zeige: Die Teilmenge Ling(M, M) € Homg,,(M, M) aller R-linearen
Abbildungen f : M — M bildet einen Unterring von Grp(M, M).

(c) Zeige anhand eines Beispiels: Die Menge F(M, M) aller Abbildungen f : M — M bildet im allgemeinen
keinen Ring mit + als Addition und o als Multiplikation.



Aufgabe 4 (4 Punkte)

Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Fiir einen Ring A bezeichnen wir mit A°? den Gegenring (opposite ring): Er
hat die gleichen Elemente und die gleiche Addition wie A, und fiira,b € Aista-°°? b = b - a, es wird also wie in A
multipliziert, nur in umgekehrter Reihenfolge. (Insbesondere ist A= A°? wenn A kommutativ ist.)

(a) Zeige: Die Abbildung
ev:M xLing(M,M)— M
(m,)— ¢(m)
definiert eine Ling (M, M )°P-Modul-Struktur auf M. (Hier hat Liny(M, M) die Ringstruktur aus Aufgabe 3.)

(b) Konstruiere eine Bijektion
{R-Modul-Strukturen auf M } — {Ringhomomorphismen f : R —Homg,,(M, M) }

Folgere, dass jede abelsche Gruppe eine eindeutige Z-Modul-Struktur hat, und eine Q-Vektorraum-Struktur
eindeutig ist, wenn sie existiert.

Aufgabe 5 (4 Punkte)

Sei R einRing, 1 < k,n €N, sowie 1 < a,c < k mita # c und A€ R.

(a) Sei S{ic € Mat(k, k, R) definiert als

1 i=j
(S} )ij=1A i=c,j=a.
0 sonst

Zeige: Fiir jede Matrix A € Mat(k, n, R) ist s‘i [(A)= S;_ . - A, wobei s; . die elementare Zeilenumformung aus
Konstruktion I1.2.1 ist.

(b) Finde eine Matrix T, . € Mat(k, k, R), sodass fiir jedes A € Mat(k, n, R) gilt, dass t, .(A)=T, . - A.

(c) Sei nun A eine Einheit. Finde eine Matrix M ; € Mat(k, k, R), sodass fiir jedes A € Mat(k, n, R) gilt, dass
mMA)=M*-A.

(d) Wir kénnen die Matrizen S;, o Tg e und M ; auch von rechts an eine Matrix mit k Spalten multiplizieren.
Welchen Effekt haben dann die drei Abbildungen

—-8* ,—+ T, c,— M :Mat(m, k,R) — Mat(m, k, R)?

a,c’



