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1 ({21 3|4 X | Note

¢ Dauer der Klausur: 120 Minuten
¢ Maximale Punktzahl: 24 Punkte
e Zugelassene Hilfsmittel: Handbeschriebene DIN-A4 Blitter, sonst nichts.

e Benutzen Sie einen dokumentensicheren Stift in einer Farbe auller rot. Mit Bleistift
Geschriebenes wird nicht gewertet.

* Bitte geben Sie bei den Aufgaben 2,3 und 4 alle Zwischenschritte und Begriindungen zu Thren
Losungen an.

* Von den Aufgaben 4.1 und 4.2 wird nur eine gewertet.

e Fiir ein erfolgreiches Bestehen des Moduls ist neben dem Bestehen dieser Klausur eine er-
folgreiche Teilnahme am Ubungsbetrieb in diesem Semester notwendig.

Viel Erfolg!
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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Kreuzen Sie zu jeder Frage alle richtigen Antwortmaoglichkeiten an. Es gibt jeweils mindestens eine und hoch-
stens drei korrekte Antwortmoglichkeiten. Fiir jede Frage erhalten Sie genau dann einen Punkt, wenn alle kor-
rekten und keine falschen Antwortmaoglichkeiten angekreuzt wurden.

(a) Zwischen welchen dieser Paare von Ringen gibt es einen Ringhomomorphismus?
O VonQnachZ/3. O VonQnachZ.
O VonZ/3nachZ/7. O VonQnachQ.

(b) Sei R ein Ring und A € Mat(n, n, R) eine invertierbare Matrix. Dann bilden die Spalten von A eine num-
merierte Basis a von R”. Sei weiter e die Standardbasis von R". Es gilt dann:

O A=M(L(A),e,e) O A=M(L(A),a,e)
O A=M(L(A),e,a) O A=M(L(A),a,a)
(c) Sei3 <k < n.Fiirjeden Zykel (a,,...,a;) €%, gilt:
O (ay...,ap)=(a,...,a;). O (ay,...,ap)=(ay,...,a;)""
O (ay,...,ar)=(as,...,a;, a,). O (a,...,ax)=(a,...,a;)™".
(d) Fir alle Matrizen A= (‘g Z) € Mat(2,2,2), die invertierbar iiber Z sind, gilt:

O Mindestens ein Eintrag ist eine Einheit in Z. O ad—bce{-1,1}.

O Aistinvertierbar tiber Z/p fiir alle Primzahlen 0O Mindestens ein Eintrag ist negativ.
p-
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Aufgabe 2 (7 Punkte)

Wir definieren die Vektoren
3 4 2 .
a=|1|,b=|3|,c=|4|e(z/5).
2 2 4
(a) Zeigen Sie, dass a und b linear unabhéngig sind und finden Sie einen Vektor d € (Z / 5)3 derart, dass {a, b, d}

eine Basis von (Z / 5)3 bildet.

(b) Wie viele lineare Abbildungen f : (Z/ 5)3 — (Z/ 5)2 gibt es derart, dass
1 2
fla)= (3) und f(b)= ( 4)

(c) Gibt es eine solche Abbildung, fiir die zusétzlich

ist?

gilt?
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Aufgabe 3 (7 Punkte)
Fiir ¢ € Q definieren wir die Vektoren
—6 3 r—8
Ul(t): 2 ,Uz(t)z -1 ,U3(t)= 3 EQS.
r—1 0 2

(a) Sei A(t) e Mat(3,3,Q) die Matrix, deren Spaltenvektoren durch v;(t), 1,(¢) und v5(¢) gegeben sind. Bestim-
men Sie det(A(1)).

Hinweis: Die Funktion Q — Q, ¢ — det(A(t)) ist ein quadratisches Polynom, mit anderen Worten es gibt
a,b,c €Q derart, dass det(A(t))=at?+ bt + c fiir alle t € Q gilt. Es hat genau —1 und 1 als Nullstellen.

(b) Bestimmen Sie, fiir welche ¢ € QQ die Menge {vl(t), U,(1), Ug(t)} eine Basis von Q3 ist.

(c) Bestimmen Sie fiir die iibrigen ¢ € Q eine Basis des Unterraums U = (v, (), v,(1), v5(1)) € Q3.
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Von den folgenden beiden Aufgaben wird nur eine gewertet.

In beiden Aufgaben bezeichnet p* die k-fache Verkettung von ¢ mit sich selber, d.h., p¥ = po---0 .
~—_———

k mal

Aufgabe 4.1 (6 Punkte)

Sei K ein Korper, n € N, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ : V — V eine lineare Abbildung. Zeige:
Falls es ein m > 0 gibt, sodass ¢ ™ =0 ist, so ist auch ¢” =0.

Hinweis: Ein moglicher Ansatz ist eine Induktion iiber #, fiir den Induktionsschritt hilft es dann, das Bild Im(¢y)
zu betrachten.

Aufgabe 4.2 (6 Punkte)

Sei K ein Korper, n € Nund V ein K-Vektorraum mit Basis {b,..., b, }. Sei weiterhin ¢ : V — V eine lineare
Abbildung.

(a) Zeigen Sie: Falls fiir alle 1 < i < n gilt, dass
o(b))e(by,...,bi_1),
soist " =0.

(b) Sei A€ Mat(n,n, K) eine obere Dreiecksmatrix, d.h., A; ; =0 fiir i > j. Folgern Sie: Es ist A" =0 genau dann,
wenn alle Diagonaleintrdge von A verschwinden (also wenn A; ; =0 fiir alle 1 <i < n).
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