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Aufgabe 1 (4 Punkte):

Seien V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f,g: V — V lineare Abbildungen.

Wahr Falsch
) Ist det(f) # 0, so ist f surjektiv.
) Es gibt immer ein A € K mit det(f + Aidy) = 0.
) Es gilt immer det(Af) = Adet(f) fur alle A € K.
) Es gilt immer det((fg)?) = (det(f) det(g))>.
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Begriindungen:

(a) Wenn det(f) # 0 gilt, ist f invertierbar, also insbesondere surjektiv.

(b) Es gilt det(f + Aidy) = 0 genau dann, wenn —\ ein Eigenwert von f ist. Die
lineare Abbildung F3 — F3, v — (9 1) v, hat aber zum Beispiel keine Eigenwerte.

(c) Es gilt det(Af) = A" det(f) mit n = dim V. Wenn f = idy # 0 und \" # X\ gilt
(im Fall 1 < n < |K]| gibt es ein solches \), ist det(Af) = A" det(f) # Adet(f).

(d) Das folgt aus der Multiplikativitdt der Determinante.

Aufgabe 2 (4 Punkte):

Seien U; und U; Unterrdume eines endlichdimensionalen euklidischen Vektorraums V.

Wahr Falsch
(a) Gilt Uy + Ui =V, so ist immer U, + U = V.
(b) Gilt Uy NUs = {0}, so ist immer dim(Us") < dim(U7").
(c) Gilt U; C Uy, so ist immer U; N U+ C Uy N UL
(d) Es gilt immer (U; UUs)* = Ui NU;-.
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Begriindungen:

(a) Fiir V #£ {0}, Uy =V, Uy = {0} ist Uy + Uss =V aber Uy + Ui- = {0} # V.

(b) Aus U, N U3~ = {0} folgt dim(U,) + dim(Uy) < dim(V) = dim(U;) + dim(U}),
also dim(Us-) < dim(U).

(c) Es gilt Uy N U3 = {0}. Wegen U; C U, ist daher auch Uy N U3 = {0} C U, N U,
(d) Firallev € V gilt v € (U UUp)t v e Ul AveUs & ve Ui NUS.



Aufgabe 3 (1 + 1 + 3 + 3 Punkte):
Sei K ein Korper. Fiir A € K betrachten wir die Matrix

(a) Man berechne das charakteristische Polynom pa, .

(b) Man berechne die Determinante det(A,) und die Spur Sp(A,).

(c) Man entscheide, fiir welche A € K die Matrix A, invertierbar ist, und berechne
fiir alle solchen A die inverse Matrix A}’

(d) Fiir A = 0 bestimme man die Jordansche Normalform von A,.

Lésung:
(a) Man berechnet pa, = —2°® + 2\z + A\? € K|[z].
(b) Ablesen der Koeffizienten von pa, liefert det(A,) = A\? und Sp(4,) = 0.

(c) Die Matrix A, ist invertierbar genau dann, wenn det(A,) # 0, d.h. A # 0 ist.
Im Fall A # 0 ergibt eine Rechnung

L (0 0 1
A;lzX 1 -1 1
0 X —1

(d) Fiir A= Ap ist p4 = —z*. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gilt also A® = 0.
Allerdings ist A? # 0 wegen

#()=a()=().

Die Jordansche Normalform von A ist folglich
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Aufgabe 4 (1 + 1 + 2 + 4 Punkte):
Wir betrachten R? als euklidischen Vektorraum mit dem Standardskalarprodukt. Seien

—1 0 —2
V1 = 0 s Vg = 0 s V3 = -1 € RS .
-1 -1 0

a) Man zeige, dass die Vektoren vy, vy, v3 eine Basis von R? bilden.

(a)

(b) Man berechne den Winkel zwischen den Vektoren v; und vs.

(c) Man berechne die orthogonale Projektion von vy auf £(vs).
)

(d) Man bestimme die Orthonormalbasis, die unter Anwendung des Orthonormalisie-
rungsverfahrens von Gram—Schmidt auf vy, v, v3 entsteht.

Lésung:

a) Man berechnet det(vy,ve,v3) = 1 # 0, sodass vy, v2, v3 eine Basis von R? bilden.

(
(b) Wegen cos 6(vq,v9) = |<:11”1;22>‘ = ﬁ = \/Li ist 0(v1,v5) = Z.

)
)

(c) Wegen (va,v3) = 0 ist Py, (v2) = 0.
)

(d) Die gesuchte Orthonormalbasis besteht aus den drei Vektoren ¢y, ¢y, c3, die fiir
k€ {1,2,3} rekursiv durch ¢ = |Z—’Z| und by, = v, — S! <v’“’bj>bj gegeben sind.

J=1bs[?
Eine Rechnung liefert

—1 —1
b= - (@) a=%0).
1 1
b = v — 1 =1(). =5 (1)

bg = V3 — b1 + 2b2 = (*2) s C3 = (7(1]> .



Aufgabe 5 (2 + 4 + 2 Punkte):

Sei n eine natiirliche Zahl und sei A eine reelle (n x n)-Matrix.

(a) Man gebe an, wann A diagonalisierbar und wann trigonalisierbar genannt wird.
(b) Es gelte A> = A. Man zeige, dass rg(A) = Sp(A) gilt.
(c) Man entscheide fiir die Matrix
-3 -1
= (),

ob sie iiber den reellen Zahlen diagonalisierbar ist.

Lésung:
(a) Die Matrix A wird diagonalisierbar (bzw. trigonalisierbar) genannt, wenn sie &hn-
lich zu einer Diagonalmatrix (bzw. zu einer oberen Dreiecksmatrix) ist.

(b) Aus A? = A folgt, dass das Minimalpolynom von A ein Teiler von z°—z = z(x—1)
ist. Daher ist A diagonalisierbar und hat aufler 0 und 1 keine Eigenwerte, sodass

0 O
B = (0 Er) e M,(R)
fir ein r mit 0 < r < n die Jordansche Normalform von A ist.
Hieraus folgt rg(A) = rg(B) = r = Sp(B) = Sp(4), weil sowohl Rang als auch
Spur einer Matrix unter Ahnlichkeit erhalten bleiben.
(c) Alsreelle (2% 2)-Matrix ist A wegen (Sp(A))? =9 > 4 = 4det(A) diagonalisierbar
(und hat die beiden Eigenwerte 2(—3 £+ v/5)).



Aufgabe 6 (2 4+ 6 Punkte):

Seien V und W euklidische Vektorrdume, U ein Unterraum von W und f: V' — W linear.

(a) Man gebe die Definition der zu f adjungierten Abbildung wieder. AuBlerdem gebe
man die Definition des orthogonalen Komplements von U an.

(b) Sei nun angenommen, es existiere die zu f adjungierte Abbildung f*. Man beweise

IO = ()

Lésung:

(a) Existiert eine lineare Abbildung f*: W — V| sodass fir alle v € V und w € W

(f(v),w) = (v, [*(w))
gilt, so wird f* die zu f adjungierte Abbildung genannt.
Das orthogonale Komplement von U ist U+ = {w € W | (u,w) =0 Yu € U}.

(b) Fiir jedes v € V hat man die Aquivalenzkette
ve [FYUY) & flv)eUt & 0= (u, f(v)) YuelU
< 0= (f(v),u) YueU
< 0= (v, f*(u)) YueU
& 0= (v,w) Vw e f*(U) & ve (fU))*,

woraus sich die behauptete Gleichheit f~1(U*) = (f*(U))* ergibt.



