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Aufgabe 1. Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über einem Körper K und f : V → V
eine lineare Abbildung. Wir nehmen an, dass f diagonalisierbar und nilpotent ist. Zeigen Sie:
f = 0.

Aufgabe 2. Es sei K entweder der Körper R oder C.

(a) Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Es sei 〈−,−〉 : V × V → K eine
Abbildung, die linear in der ersten Komponente ist und 〈x, y〉 = 〈y, x〉 für alle x, y ∈ V
erfüllt. Angenommen, es gibt eine Basis v1, . . . , vn von V mit

〈vi, vj〉 = δi,j , i, j ∈ {1, . . . , n}.
Zeigen Sie: Dann ist 〈−,−〉 ein Skalarprodukt (und eine solche Basis heißt Orthonormal-
basis, vgl. VL).

(b) Es sei V = Kn und 〈−,−〉 das Standardskalarprodukt. Sei B ∈ Mn(K) invertierbar. Es
sei A = BtB und

〈−,−〉A : Kn ×Kn → K, 〈x, y〉A = xtAy.

So ist 〈−,−〉A ein Skalarprodukt (vgl. A2 auf PB9). Zeigen Sie, dass B−1e1, . . . , B
−1en

eine Orthonormalbasis für (Kn, 〈−,−〉A) ist.

Aufgabe 3. Es sei B =

(
1 i
0 1

)
∈ M2(C) und A = BtB. Nach A2 ist v1 = B−1e1 = e1, v2 =

B−1e2 = −ie1 + e2 eine ON-Basis für das Skalarprodukt 〈−,−〉A. Sei v = 2e1 − ie2 ∈ C2.
1. Berechnen Sie 〈v, vj〉A, j = 1, 2.
2. Schreiben Sie dann v als Linearkombination von v1 und v2.
3. Berechnen Sie |v| =

√
〈v, v〉A.

Hinweis: Nach VL, Satz (2.4) gilt v =
∑dimV

j=1 〈v, vj〉vj und |v|2 =
∑dimV

j=1 |〈v, vj〉|2.

Aufgabe 4. Es sei K entweder der Körper R oder C. Wir betrachten K3 mit dem Standardskalar-
produkt und der Standardbasis e1, e2, e3.

(a) Es sei K = R. Wenden Sie das Orthonormalisierungsverfahren aus der Vorlesung auf die
folgenden Vektoren an:

a1 = e1 + e2, a2 = e2 + e3, a3 = e1 + e3

Wenden Sie das Orthonormalisierungsverfahren noch einmal auf die drei Vektoren von
vorher an, aber ändern Sie die Reihenfolge. ändert sich die ON-Basis? Was passiert, falls
man mit einer Folge mit a1 = a2 startet?

(b) Es sei K = C. Wenden Sie das Orthonormalisierungsverfahren auf die drei Vektoren an:

a1 = e1 + e2 + e3, a2 = 2ie2, a3 = 2ie3
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