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Dieses Blatt ist optional fiir die letzte Priasenziibung vor der Klausur. Hier werden etwas schwie-
rigere Multiple Choice Aufgaben geiibt (die Antworten und zwei weitere Aufgaben finden Sie auf
der Riickseite).

Wichtig dabei: Bleiben Sie gelassen und beantworten Sie die Fragen, die Sie beantworten kénnen.
Keine Antwort ist besser als eine falsche (denn jede falsche Antwort gibt einen Punkt Abzug).

Aufgabe 1. Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K. Essei f: V —
V eine lineare Abbildung und P € K[X] ein Polynom. Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussa-
gen wahr oder falsch sind.

1. Wenn P(f) = 0 gilt, dann gilt auch P(\) = 0 fiir alle Eigenwerte von f.

2. f hat immer mindestens einen Eigenwert.

f ist genau dann diagonalisierbar, wenn es ein Polynom mit paarweise verschiedenen Null-
stellen in K gibt, das f annuliert.

Ist A ein Eigenwert von f, so ist P(\) ein Eigenwert von P(f).

Falls f nilpotent ist, so ist dim Ker f die GroB3e des grofiten Blocks in der JNF von f.
Falls P(f) = 0, P(0) = 0 gilt, so ist f kein Isomorphismus.

Es sei f* die duale Abbildung von f. Dann haben f und f* das gleiche char. Polynom.
Wenn 0 kein Eigenwert von f ist, so ist f ein Isomorphismus.
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Aufgabe 2. Es sei K entweder R oder C. Es sei V' ein endlich-dimensionaler K '-Vektorraum mit
einem Skalarprodukt (—, —). Es sei f: V' — V eine lineare Abbildung. In dieser Aufgabe be-
zeichnet g: V' — V die adjungierte Abbildung zu f. Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen
wahr oder falsch sind.

1. Falls fg = gf gilt, so haben alle Eigenwerte von f den Betrag 1.

2. Falls f normal ist, so gibt es immer eine ON-Basis von V' aus Eigenvektoren von f.

Aus je n = dim V' Vektoren vy, . .., v, kann man mit dem Orthonormalisierungsverfahren
eine ON-Basis bilden.

Es gilt (f(v), f(v)) = (g(v), g(v)) fur allev € V.

Die Abbildung P(fg) ist selbstadjungiert fiir alle P € R[X].

Falls f = g gilt, so gilt (f(v), f(w)) = (v, w) fiir alle v,w € V.

Sind U, W zwei Unterrdume von V mit U N W = 0, so gilt U C W+.

Falls f = g gilt und U ist ein f-invarianter Unterraum, so ist U auch f-invariant.
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Losung der Aufgaben 1 und 2 (zur Selbstkontrolle):
Al) wiwwffww
A2) ffffwifw.

Aufgabe 3.

(a) Es sei f ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraums mit f? = f3.
Erkéren Sie, warum f trigonalisierbar ist und welche Blocke in der JNF von f vorkommen
konnen.

(b) Es sei K ein Korper. Bestimmen Sie die JNF fiir die folgende Matrix:

-1 1 2 000

0O -1 0 0 0O
0 0 -1 000
A=10 0 0 100
0 0 0 110
0O 0 0 3 21
Hinweis: Unterscheiden Sie die Fille char(/) = 2 und char(K) # 2.

1 —1 1
V] = 1 , Uy = 1 , U3 = 0
1 1 2
1 0
Es sei weitethin U = L([ -1 ], 1 |).
0 -1

(a) Orthonormalisieren Sie v, vo, v3 zu einer ON-Basis by, bs, b3.
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(b) Es seipy: V — U die orthogonale Projektion auf U. Berechnen Sie py (| 2 |).
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