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SS 2017 Probeklausur mit Losungsvorschlag Jan Geuenich

Aufgabe 1 (4 Punkte):

Sei n € N und seien A und B zwei (n x n)-Matrizen iiber einem Korper K. Ferner sei v
ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A und w ein Eigenvektor von B zum Eigenwert pu.

Wahr Falsch
) Esist Au immer ein Eigenwert von AB.
) Esist A immer ein Eigenwert von A3.
) Ist A invertierbar, so ist v immer ein Eigenvektor von A~L.
) Esist A — g immer ein Eigenwert von A — B.
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Begriindungen:

(a) Esist A =1 ein Eigenwert von A = () und u = 1 ein Eigenwert von B = (§9).
Allerdings ist 0 der einzige Eigenwert von AB = (J9) und 0 # 1 = Ap.

(b) Es gilt A3v = M3v, sodass A\* ein Eigenwert von A3 ist.
(c) Es gilt v = A7} (Av) = A7} (\v) und somit A~ = A"1o.

(d) Esist A = 0 ein Eigenwert von A = (§9) und u = 0 ein Eigenwert von B = (§79).

Allerdings ist A — p = 0 kein Eigenwert von A — B = (§ _9).

Aufgabe 2 (4 Punkte):

Seien V und W zwei endlichdimensionale unitiare Vektorraume. Auflerdem sei f: V. — W
eine lineare Abbildung und f*: W — V die zu f adjungierte Abbildung.

Wahr Falsch
(a) Es gilt immer Ker(f*) 4+ Im(f) = W.
(b) Es gilt immer (Ker(f))* + (Im(f*))* = V.
(o) Pl v € ) gl fmmer 0, /() 0.

Die lineare Abbildung f*f ist immer normal.
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Aufgabe 3 (2 + 2 + 4 Punkte):
Seien u, v € R. Wir betrachten die Matrix

e M3(C).
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(a) Man zeige, dass A, , genau dann invertierbar ist, wenn p # 0 oder v # 0 gilt.
(b) Man berechne das charakteristische Polynom py4,, , .

(c) Man berechne alle Eigenwerte von A,,, und zeige, dass A, , diagonalisierbar ist.

Lésung:

(a) Man berechnet leicht det(A, ,) = —(pu?+v?). Nunist A,,, genau dann invertierbar,
wenn det(A,,) # 0 gilt, was wegen u, v € R dquivalent zu p # 0 oder v # 0 ist.

(b) Man berechnet pa,, = —a° + 22% + (p® +v* — 1)z — (u® + v*) € Cla].
(c) Man berechnet ps,, = (A —2)(A- —2)(1 —2) mit Ay = 1/24&/p? + 12 +1/4.

Die Eigenwerte von A, sind die Nullstellen von py, ,, also Ay, A_ und 1.

Falls ;1 = 0 und v = 0 gilt, ist A, , diagonal und insbesondere diagonalisierbar.

Falls p # 0 oder v # 0 gilt, hat man A_ < 1 < A;. Die (3x3)-Matrix 4, , besitzt
in diesem Fall also 3 verschiedene Eigenwerte und ist folglich diagonalisierbar.



Aufgabe 4 (1 + 4 + 2 + 1 Punkte):

Wir betrachten C* als unitiren Vektorraum mit dem Standardskalarprodukt. Seien
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U1 = 0 ) Vg = 1 ) U3 = € C
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(a) Man zeige, dass die Vektoren vy, vy, v3 linear unabhéngig sind.

(b) Man bestimme das Orthonormalsystem, das unter Anwendung des Orthonorma-
lisierungsverfahrens von Gram—Schmidt auf vy, v, v3 entsteht.

(¢) Man berechne die orthogonale Projektion von vy + vg auf L(vy, vs).

(d) Man bestimme das orthogonale Komplement von £(v;) in C*.

Lésung:

(a) Mit e4 = (0,0,0,1) berechnet man det(vy,ve,vs,e4) = 1 # 0. Hieraus folgt die
lineare Unabhéngigkeit von vy, vy, vs.

(b) Das gesuchte Orthonormalsystem besteht aus den drei Vektoren ¢y, ¢a, 3, die fiir
k€ {1,2,3} rekursiv durch ¢; = |Z—2| und b, = v — Zf;ll %bj gegeben sind.
Eine Rechnung liefert
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(¢) Sei py: C* — U die orthogonale Projektion auf U = £ (v,

by = vs — by + 3bo :%(
Dann gilt
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pu(ve +v3) = pu(v2) +pu(vs) = vo+ (v3—03) = 3 <_;Z) :
0
(d) Die drei Vektoren w; = (1,—4,0,0), wy = (0,0,1,0), ws = (0,0,0,1) sind linear
unabhingig und orthogonal zu v;. Wegen dim £(v;)* = dim C* — dim L(v;) = 3

ldsst sich daraus L£(v)* = L(wy, ws, w3) schliefen.



Aufgabe 5 (2 + 3 + 3 Punkte):

Seien K ein Korper und V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum der Dimension n > 1.
Auflerdem sei f: V — V eine lineare Abbildung.

(a) Man formuliere den Satz von Cayley—Hamilton fir die Abbildung f.

(b) Man beweise die Existenz einer linearen Abbildung g: V' — V', die keine K-Linear-
kombination der Potenzen idy = f°, f1, f2, f3,... von f ist.

(c) Sei nun K = Q und f: M3(Q) — My(Q) die lineare Abbildung, die durch die
Vorschrift A — A 4+ AT gegeben ist. Man bestimme das Minimalpolynom von f.

Lésung:

(a) Es gilt ps(f) = 0, wobei p; das charakteristische Polynom von f ist.

(b) Der Vektorraum W der K-linearen Abbildungen V' — V hat die Dimension n?.

Es ist zu zeigen, dass U = L(idy, f, 2, f3,...) ein echter Unterraum von W ist,
dass also dim U < dim W = n? gilt.

Es ist U = Upey Ur mit Uy = L(>idv, f, f2, f3,..., f*'). Nach dem Satz von
Cayley-Hamilton hat man nun f™ = ¢(f) fiir ein Polynom ¢ vom Grad kleiner n.
Fiir alle & > n ergibt sich wegen f¥ = f k= = q(f)f* " € U, damit Uy, = Uy.

Es folgt U = U, und somit dim U = dimU,, < n < n?.

(c) Wegen f2(A) = f(A+ AT) = f(A) + f(AT) = 2f(A) wird p = 2? — 22 = z(z — 2)

vom Minimalpolynom m¢ geteilt. Nun zeigt

FOC6)) =0 umd  f((59)) =2(59) .

dass sowohl 0 als auch 2 ein Eigenwert von f ist. Es muss also m; = p gelten.



Aufgabe 6 (2 4+ 6 Punkte):

Sei V' ein Vektorraum der Dimension n € N und sei f: V' — V eine lineare Abbildung.

(a) Man gebe die Definition aus der Vorlesung wieder, wann f nilpotent genannt wird,
und, unter welcher Bedingung ein Unterraum U von V' f-invariant heifit.

(b) Sei nun f nilpotent mit f"~! # 0 und seien U; und U, f-invariante Unterrdume
von V mit V = U; & Us. Man beweise, dass U; = V oder Uy = V' gelten muss.

Lésung:

(a) Die Abbildung f heifit nilpotent, wenn es eine natiirliche Zahl ¢ mit f? = 0 gibt.
Ein Unterraum U C V wird als f-invariant bezeichnet, wenn f(U) C U gilt.

(b) Wihle x € V mit f*1(x) # 0 und x, € Uy, 29 € Uy mit & = z; + 5.
Es ist dann f"~!(xy) + " (z2) = f*}(z) # 0, woraus folgt, dass f"~!(xy) # 0
oder f"!(z5) # 0 gelten muss. Ohne Einschriinkung sei f"~(z;) # 0.
Wegen der f-Invarianz von U; liegen die n Vektoren xy, f(z1), ..., f"'(x;) alle
in U;. Auflerdem sind sie nach (IV.5.2) linear unabhéngig. Es folgt U; = V.



