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Aufgabe 1. Wir betrachten den Vektorraum C? mit dem Standardskalarprodukt. Sei f: C* — C3
die auf der Standardbasis {e;, 5, €3} durch

14 1—i 1
fle)=1—i|, fle)=|1+2i], fles)=[1-i
1 1—i 1+

definierte lineare Abbildung. Man zeige, dass f normal ist und konstruiere eine Orthonormalbasis

von C3, die aus Eigenvektoren von f besteht.
(4 Punkte)

Aufgabe 2. Eine Matrix A € M,(R) ist genau dann normal, wenn A symmetrisch ist oder es eine
orthogonale (2 x 2)-Matrix B mit det(B) = 1 und ein Element A € R gibt, sodass A = AB gilt.

(4 Punkte)

Aufgabe 3. Es sei u # 0 ein Vektor in einem euklidischen Vektorraum V' mit Skalarprodukt (-, -).
Die zu u orthogonale Spiegelung ist die lineare Abbildung s,,: V' — V/, die durch
2 <u7 /U> U

(u, u)
fiir v € V gegeben ist. Der Unterraum £(u)* von V wird die Spiegelungsebene von s, genannt.
Man weise folgende Eigenschaften nach:

su(v) = v —

(@) sy(u) = —uund 2 = idy.
(b) s, ist selbstadjungiert und orthogonal.
(c) Ker(s, +idy) = Im(s, —idy) = L(u).
(d) Ker(s, —idy) = Im(s, +idy) = L(u)*.
(je 1 Punkt)

Aufgabe 4. Sei V' ein euklidischer Vektorraum der Dimension n € N und sei

O(V) = {f € Homg(V,V) | {f(z), f(y)) = (z,y) firallez,y € V'}

die Menge der orthogonalen Abbildungen von V. Wir mochten einsehen, dass jede orthogonale
Abbildung von V' eine Verkettung von hochstens n Spiegelungen ist. Man zeige:

(a) Fiir alle z # y in V mit |z| = |y| gibtes einu € V' \ {0} mit s, (z) = y und s, (y) = x.

(b) Fiir jede Abbildung f € O(V) mit f # idy gibtes k& < nund uy, us,...,ux € V' \ {0},
sodass f = s,, 0 05,, 08, gilt.
(1 + 3 Punkte)
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:

Man berechnet p; = (1 — x)(i — x)(3¢ — x) und sieht, dass f die drei Eigenwerte 1, 7, 3i
besitzt. Als Eigenvektoren von f findet man b; = (1,1,1) zum Eigenwert 1, by = (1,0, —1)
zum Eigenwert ¢ und b3 = (1,—2,1) zum Eigenwert 3i. Die Vektoren by, b, b3 sind paarweise
orthogonal. Durch Normieren erhélt man eine Orthonormalbasis \/igbl, \%bg, \/iébg von C3, die aus
Eigenvektoren von f besteht. Gemaf (V.5.12) ist f dann normal.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:

. 2 2 2 2 .
Fiir A = (%) berechnet man AAT = <‘;CIZ p ggjg;i) und ATA = <Zbi§ p ggigj ) Nun ist:

Anormal & AAT =ATA & c=bV(c=-bAd=a) & A=A"VA=(3")
Falls A # AT und A = (_9 %) gilt, ist det(A) = a® + b* > 0 und fiir A = (det(A))~2 ist die
Matrix B = A~!A orthogonal mit det(B) = 1.

Gilt umgekehrt A = AB fiir ein A € R und eine orthogonale (2 x 2)-Matrix B mit det(B) = 1,
so ist A nach Aufgabe 1 (c) vom 11. Prisenziibungsblatt von der Form ( _¢ b).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:

(a) Eine einfache Rechnung zeigt s, (u) = u — 2w = —uundfirallev € V

(u) = (v—2<u’v>u> + 248y = g

IS

u (u,u) (u,u) (u,u) (u,u)

s2(v) = s, (U - 2<"’U>u> = 8,(v) — 9{wv) o

(b) Die Abbildung s, ist selbstadjungiert, da fiir alle v,w € V

(su(@)w) = (v—28uw) = (v,0) - 283, w)

; (u,
= <U7w> o 2<Zij>> <U>u>
= <v, w— 2221:>>U> = (v, su(w))

gilt. Wegen s> = idy erhilt man mit (V.7.5) (i) < (vi), dass s, orthogonal ist.
(c) Seipy = s, +idy und p_ = s, — idy. Offensichtlich ist Ker(p;) = L(u) = Im(p_).

(d) Da s,, selbstadjungiert ist, sind auch p, und p_ selbstadjungiert. Daher erhélt man mit (V.5.5)
und (c) die Identititen Ker(p_) = Im(p_)* = L(u)*. Unter Verwendung von (V.3.2), (V.5.5) und
(c) sieht man auch Im(p, ) C (Im(p,)*)* = Ker(py )+ = L(u)*. Es gilt sogar Im(p, ) = L(u)*,
da Im(p_) = L(u) nach (c) und auBerdem £(u)* N L(u) = {0} sowie Im(p, ) + Im(p_) = V ist.



Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:

() Wihleu =z — y. Bsist 2{x —y,2) — (z —y,z —y) = (x —y,z +y) = |2]* — |y|* = 0.
Man berechnet damit
(x—y,x)

m@—y) = r—(z—y) = y.
Nach Aufgabe 3 (a) folgt dann auch s, (y) = s2(z) = z.

sulz) = -2

(b) Wir beweisen die Aussage per Induktion nach n = dim(V'). Der Fall n = 0 ist trivial.

Seinunn > 0undidy # f € O(V). Dann gibtes z € V mity = f(z) # x. Die Orthogonalitiit
von f impliziert |x| = |y|. Nach (a) existiert u; € V' '\ {0}, sodass s,, (y) = x gilt.

Wegen der Orthogonalitdt von g = f o s,,,, die aus Aufgabe 3 (b) folgt, und g(y) = f(x) =y
ist U = L(y)* g-invariant. Die Einschrinkung g|;;: U — U von g auf U ist orthogonal und per
Induktion gilt gl = Sy, © - - 0 Sy, fiir gewisse ug, ..., ux € U\ {0} mit 1 < k < n (wobei im
Fall £ = 1 das Produkt s,, o --- o s,, als die Identitit zu verstehen ist).

Nach Aufgabe 3 (d) ist s,,(v) = v fiir alle v € U+ C L(u;)* und 2 < i < k. Demzufolge gilt
auch g(v) = v = (s,, 0+ 08,,)(v) firallev € L(y) C U~

Insgesamt ist somit g(v) = (s, 0+ --05,,)(v) firallev € L(y)+ L(y)*.Da L(y)+ L(y)* =V
gemif (V.3.6) ist, folgt fos,, =g =35,,0---05,alsof=fo 331 = Sy, O "0 Sy, O Sy,.



