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Aufgabe 1. Wir betrachten die Determinantenform d: R? x R* — R, die einem Paar (v;,v5) aus
zwei Vektoren v = (@11, @21) und Vo = (@12, 0622) die Zahl
d(v1,v2) = ariaes — @i
zuordnet. In der Aufgabe soll eingesehen werden, dass d(vy, v5) bis auf ein Vorzeichen der Flidchen-
inhalt f (v, v) des von vy und vy aufgespannten Parallelogramms ist.
(a) Zundchst begriinde man anschaulich, warum f als Funktion f: R? x R* — R angesehen
werden kann, die folgenden Axiomen geniigt:

(i) f(e1,e) = 1 fiir die Standardbasis ey, e, des R?.
() f(Avi,v2) = |Alf(v1,v9) = f(vr, Mvo) fiir alle A € R und vy, v9 € R,
(i) f(vi,v2 + Avy) = f(vy, ve) fiir alle A € R und vy, vy € R2

(b) Man folgere nun f(vy,vs) = |d(vy,v2)]-

V2

U1

(je 2 Punkte)

Aufgabe 2. Es seien n,7 € Nund V' ein K-Vektorraum der Dimension n. Die r-fachen Linearfor-
men d: V" — K bilden einen Vektorraum, den wir mit L" (V") bezeichnen. Elemente d € L" (V')
mit der Eigenschaft, dass fiir jedes Paar 1 <1 < j < rund v; = v; stets

d(vi, ... Uiy, 05,0, 0) =0
erfiillt ist, werden alternierend genannt. Eine Determinantenform auf V' ist demnach per Definition

eine alternierende n-fache Linearform auf V. Man zeige:

(a) Die Menge der alternierenden Elemente in L (V') bildet einen Unterraum A" (V).
(b) Es gilt dimg (L"(V)) = n" und dimg (A7 (V) = (7).
(je 2 Punkte)
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Aufgabe 3. Sei V ein endlichdimensionaler K -Vektorraum. Man iiberpriife:

(a) Fiir jede 2-fache Linearform d € A%(V) gilt d(vy,v2) = —d(vq, vy) fiir alle vy, vy € V.
(b) Umgekehrt ist im Fall char(K) # 2 eine 2-fache Linearform d € L?*(V) bereits dann
alternierend, wenn sie die Eigenschaft d(vy, vo) = —d(vg, v1) fiir alle vy, v € V besitzt.
(c) Gilt die Aussage in (b) auch im Fall char(K') = 2?
(2 + 1 + I Punkte)

Aufgabe 4. Fiir jede Permutation o der Menge {1,2,...,n} beweise man die Formel
o(j) —o(i)
sgn(o) = || ———=.
gn(o) 1} =3
(4 Punkte)

Zusatzaufgabe. Sei K der Korper Z/pZ fiir eine Primzahl p und sei € K*. Die Multiplikati-
onsabbildung a — za definiert dann eine Permutation o,: K — K. Man zeige, dass o, genau
dann gerade ist, wenn die Gleichung = = b? durch ein Element b € K gelost wird.

Hinweis: Man betrachte den Gruppenhomomorphismus K* — {1, —1} = Z*, der durch die
Vorschrift z — sgn(o,.) gegeben ist.



