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Aufgabe 1. Seien A, B zwei (n X n)-Matrizen iiber einem Korper K. Man beweise pap = ppa
und folgere, dass AB und BA dieselben Eigenwerte besitzen. Gilt auch m g = mpga?

Hinweis: Man wihle invertierbare (n x n)-Matrizen S, T mit der Eigenschaft SAT ! = (47 9)

und schreibe TBS™! = (£ @), wobei P eine (r x r)-Matrix sei.
(4 Punkte)

Aufgabe 2. Seien V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und f, g: V' — V lineare Abbildungen.
Man beweise oder widerlege jede der folgenden Aussagen:

(a) Sind f und g nilpotent, so ist auch f o g nilpotent.

(b) Sind f und g nilpotent, so ist auch f + g nilpotent.

(c) Ist f nilpotent und f + ¢ invertierbar, so ist g invertierbar.

(d) Ist f nilpotent und g invertierbar und gilt f o g = g o f, soist f + g invertierbar.

(e) Ist f nilpotent, so gilt f4mY = (.

(f) Ist O der einzige Eigenwert von f, so ist f nilpotent.

(g) Ist f nilpotent, so gilt det(f) = 0, Sp(f) = O und ps(A) # O fiir alle A € K*.

(h) f ist genau dann nilpotent, wenn m in Linearfaktoren zerfillt und nur 0 als Nullstelle hat.

(je ein halber Punkt)

Aufgabe 3. Fiir nilpotente (n x n)-Matrizen A iiber dem Korper K heifit die (n x n)-Matrix
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das Exponential von A. Man weise folgende Eigenschaften fiir nilpotente A, B € M,,(K) nach:
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(a) e’ = B, fiir die Nullmatrix 0,, € M,,(K).
(b) eef = eA*PB fiir Matrizen A, B mit der Eigenschaft AB = BA.

(c) e” und e” sind dhnlich, falls die Matrizen A und B #hnlich sind.

(d) e” ist invertierbar mit det (e!) = 1 und (eA)f1 = e A,
(je 1 Punkt)

Abgabe: Dienstag, 6. Juni 2017, bis 10.15 Uhr in die Postfdcher der TutorInnen in V3-126.
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Aufgabe 4. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und f: V' — V eine lineare Abbildung.
Besitzt jeder f-invariante Unterraum von V' ein f-invariantes Komplement in V', so wird f halb-
einfach genannt. Man beweise die folgenden Aussagen:

(a) f ist halbeinfach, wenn f diagonalisierbar ist.
(b) f ist diagonalisierbar, wenn f halbeinfach ist und p; in Linearfaktoren zerfillt.

(je 2 Punkte)



