Beweis des trigonometrischen Lemmas aus Serres “A Course in Arithmetic”
Lemma 1. Fiir jedes ungerade m € N gibt es ein Polynom f vom Grad mT_l mit

— f(sin’(2)).

sin(max)
sin(z)

Eaplizit ist f(t) = > ) ungerade (M) (=t)yz (1—t) 2
Beweis. Die eulersche Formel liefert

isin(ma) + cos(max) = €™M = ()" = (isin(z) + cos(z))™.
Nutzt man den binomischen Lehrsatz (i sin(z)+cos(z))™ = 3=, () i¥ sin®(z) cos™* (),
so erhélt man fiir den Imaginérteil die Formel
sin(mz) = >, ungerade (’;‘) k-1 sink(m) cos™*(x)
= ) ungerade (3) sin(@)(—sin®(2)) 7 (1 —sin(z)) "7 . .

Lemma 2. Fiir jedes ungerade m € N gilt

N
3 H sin?(27j/m) = m
j=1

Beweis. Sei w; = 2mj/m und (; = €™ = isin(w;) + cos(w;). Dann sind ¢; und ¢; die

Nullstellen des Polynoms h(z) = Z;n%ll =214 2m=2 4 4 241 und es gilt

m—1
5
= [IG-wE-6).
j=1
Insbesondere ergibt sich fiir z =1 wegen (1 — (;)(1 — E) =2 — 2 cos(w;) = 4sin?(w;/2)
m =42 sin(w;/2) = 477 H sin?(w;r)

wobei im letzten Schritt benutzt wurde, dass j — 7' mit j/ = j/2, falls j gerade ist, und
/

j' = (m—j)/2, falls j ungerade ist, eine Permutation der Menge {1,2,..., ™1} mit der
Eigenschaft sin(w;/2) = sin(w;/) definiert. O

Lemma 3 (Trigonometrisches Lemma). Fir jedes ungerade m € N gilt

sin(mx)

= H sin?(z) — sin?(2mj/m)) .

sin(x)
Beweis. Sei g(x) = sin(mx)/ sin(z). Wegen g(wj) = 0 fiir 1 < j < 2 sind sin?(w;)
nach Lemma 1 paarweise verschiedene Nullstellen von f. Es geniigt also zu zeigen, dass
linke und rechte Seite der behaupteten Gleichung an der Stelle 0 {ibereinstimmen. Das
ist aber wegen lim; 9 ¢(0) = f(0) = m und Lemma 2 der Fall. O



