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LOSUNGEN ZUM WEIHNACHTSZETTEL

Aufgabe 1.
(a) Fiirr = X%+ X% 4+ X2 + X + 1 berechnet man modulo f = X% + X* + X3 + X2 4 1:
X24 = (XS)Z
= XP+ X0+ X441
= (X'+ X3+ X2+ D)+ X0+ X +1
= X+ X*+X?
r(X? - 1) (XS4 X5+ X2+ X 4+ 1)(X0+ X3+ X2+ 1)

X2 XU X9+ X8+ X 41

(X' + X+ X+ D)X+ X+ X2+ 1)+ X +1
X8+X4+X3+X2

1

Also sind f und X?2' — 1 teilerfremd. Weiterhin ist:
X25 (X24)2

X12+X(i+X1

XX+ X3+ X2+ 1)+ X0+ X!

X8+X7

X+ X4+ X+ X2+ 1

(X2

XU+ X84 X0+ X141

XX+ X34+ X2+ 1)+ X+ X6+ X1 +1
X0+ X0+ X141

(X2P+ X)X+ X3+ X2+ 1)+ X1 +1
X+ X4+ X+ X2+ X +1

(X

X124 X84 X0+ X4+ X241

(X2 + X0+ XY+ X8+ X2 +1

X"+ X'+ X3+ X2+ 1)+ X84+ X2 +1
XT+X2+1

(x*)?

X"+ Xt 41

(XU X3+ X4 X4 1) + X5 4 X0
(XO+ X4+ X3+ X2+ X 4+ 1)+ X5+ X6
X

X2

X

X2

Nach dem Rabinschen Kriterium ist f damit irreduzibel. Aufgaben 8.2 (c) und 9.4 (a)
implizieren nun, dass B = 5[ X]/(f) ein Korper ist.

3:5-17

(b) Wegen |B*| = 255 = 3-5-17reichtesaus o™ s # 1fiiralle s € {3,5, 17} zu iiberpriifen.

Eine Rechnung zeigt a3® = 00100110, o' = 00001010, und @®" = 11010110:
X35 (X% w

(X6 + X3+ X2) (XT+ X3+ X2+ X)

X13+X10+X8+X7+X6+X3

(XP+XP+ DX+ X+ X2+ 1)+ X7+ X6+ X3

(X+D)(X*+ X2+ X2+ 1)+ 1

X+ X2+ X

X:‘<X24-X25

XX+ X+ XH(XT+ X+ X2+ X2+ 1)

(X9 + X6+ X)X+ X+ X3+ X2 +1)
X24+X“+X10+X9+X7+XG+X'5

X+ X3+ XD+ (X + X2+ X)X+ X+ X2+ )+ X7+ X6+ X°
X34+ X

X5 x2 . x?°

XX+ X+ X)X+ X+ X+ X2+ X +1)
X‘X24+X]5+X”+X7

XX+ X3+ X))+ (XT+ X)X+ X+ X2+ 1)+ X7
XM X104 X0+ X0+ X0 4 X!

X+ X+ X)X+ X+ X2+ 1)+ X+ X5+ X!
X'+ X0+ X4+ X2+ X

X3‘17



(d) Esist log(z) = 24 und log(y) = 12 sowie (¢ — 1) — 24 = 231 und (¢ — 1) — 12 = 243.
Damit berechnet man leicht:

rT+y = 01000010
ry = o = 00100101
r! = o = 11110101
y ! = o = 01111101
Aufgabe 2.
(a) Die Elemente o, o', ..., o* ! sind paarweise verschiedene Nullstellen von b = Y9~ — 1

wegen k < [B*| =¢— 1. Alsoistg = (Y —a®)(Y —a')--- (Y — a¥~1) ein Teiler von h.
(b) Laut Logarithmentafel haben wir [m] = [00111010 00101001], = [a°Y? + oY,
AuBerdem ist g = Y + 1 wegen k = 1. Polynomdivision liefert mit 5 = o'*" + o°
m= (Y +8)-g+83.
Wegen o’ = 00111010 ist 3 = 00010011 und die kodierte Nachricht ist
[c(m)] = [00111010 00101001 00010011],.

(c) (i) DaY —alfiiri =0,1,...,k — 1 die irreduziblen Faktoren von g sind und diese in g
jeweils mit einfacher Vielfachheit auftauchen, ist ¢ genau dann ein Vielfaches von g,
wenn alle o’ miti = 0,1,...,k — 1 Nullstellen von ¢ sind.

(if) Angenommen ¢ hat Gewicht < k und [¢] ist eine kodierte Nachricht. Dann ist
£ = [5SOY”730 +e Y 4 eskle”’skfl]

mit 1 < 59 <81 <--- <81 <nunde = [¢] + cist auch eine kodierte Nachricht.
Nach (i) gilt also e(a’) = 0 fiiralle s = 0,1, ..., k — 1. Mit anderen Worten

Az =0
fir A = (o/(”*sj))i’j und =z = (g4, - €5, ,) 7. Bs folgt x = 0, d.h. e = 0, wegen
det(A) = [J(a"™ —a"™*) # 0
i<j
wobeli die linke Gleichheit aus der Formel fiir Determinanten von|/Vandermonde-Matrizen
folgt und die rechte Ungleichheit aus o # o/ fiiralle 0 < i < j < ¢ — 1.

(iii) Wenn die beiden Nachrichten € und ¢’ Gewicht < g haben, hat ¢ + ¢’ Gewicht < k.
Gilt nun c+¢ = ¢ + €' fiir kodierte Nachrichten c und ¢/, so ist auch ¢+ ¢’ eine kodierte
Nachricht. Nach (ii) muss dann aber ¢ + ¢ = 0+ (¢ + €’) = 0 gelten. Also ist ¢ = (.
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https://de.wikipedia.org/wiki/Vandermonde-Matrix

