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Aufgabe 1. Sei X eine Menge und G eine Gruppe. Wir bezeichnen mit GX die Menge aller Funk-
tionenX → G. Ist auchX eine Gruppe, so schreiben wir Hom(X,G) für die Untermenge vonGX ,
die aus allen Gruppenhomomorphismen besteht.

Zeige:

(a) Die MengeGX wird mit der durch punktweises Verknüpfen inG gegebenen Verknüpfung �
zur Gruppe (d.h. ϕ � ψ ∈ GX ist definiert durch (ϕ � ψ)(x) = ϕ(x)ψ(x) für alle x ∈ X).

(b) Ist X eine Gruppe und G abelsch, so ist Hom(X,G) eine Untergruppe von GX .

(c) Die Vorschrift ϕ 7→ ϕ(1) definiert eine Bijektion ev : Hom(Z, G) '−→ G.

(d) Falls G abelsch ist, so ist ev ein Gruppenisomorphismus.
(je 1 Punkt)

Aufgabe 2. Sei ϕ : G→ H ein Gruppenhomomorphismus. Zeige:

(a) Ist U eine Untergruppe von H , so ist ihr Urbild ϕ−1(U) eine Untergruppe von G.

(b) Ist U eine Untergruppe von G, so ist ihr Bild ϕ(U) eine Untergruppe von H .

(je 2 Punkte)

Aufgabe 3. Sei G eine Gruppe. Zeige die Äquivalenz der folgenden Aussagen:

(a) G ist abelsch.

(b) Für jedes k ∈ Z definiert g 7→ gk einen Gruppenendomorphismus G→ G.

(c) Die Vorschrift g 7→ g2 definiert einen Gruppenendomorphismus G→ G.

(d) Die Vorschrift g 7→ g−1 definiert einen Gruppenisomorphismus G→ G.
(4 Punkte)

Aufgabe 4. Sei G die Menge {x ∈ R | − 1 < x < 1} mit der Verknüpfung � : G×G→ G,

x � y :=
x+ y

1 + xy
.

Zeige:

(a) (G, �) ist eine abelsche Gruppe.

(b) Die Vorschrift x 7→ log(1+x)−log(1−x) definiert einen GruppenisomorphismusG→ R.

(je 2 Punkte)
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