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EXT-GRUPPEN BESCHRIEBEN DURCH YONEDA-ERWEITERUNGEN

Sei A eine abelsche Kategorie, n eine positive natürliche Zahl und setze EM = EndA(M).

(1) Für ObjekteM undN inA bezeichnen wir mit ExtnA(M,N) die “Menge” der Äquivalenz-
klassen exakter Folgen in A der Form

X : 0 N X1 · · · Xn M 0 ,

wobei zwei solche Folgen X und Y als äquivalent gelten, wenn sie in einem kommutieren-
den Diagramm in A mit exakten Zeilen folgender Gestalt auftauchen:

X : 0 N X1 · · · Xn M 0

0 N Z1 · · · Zn M 0

Y : 0 N Y1 · · · Yn M 0

(2) Für alle Objekte F und G in A erhalten wir wohldefinierte Abbildungen

ExtnA(M,N)× HomA(F,M) ExtnA(F,N) , (X, f) Xf ,

HomA(N,G)× ExtnA(M,N) ExtnA(M,G) , (g,X) gX ,

charakterisiert durch folgendes kommutierende Diagramm in A, in dem das Quadrat oben
rechts ein Pullback und das Quadrat unten links ein Pushout ist:

Xf : 0 N (Xf)1 (Xf)2 · · · (Xf)n−1 (Xf)n F 0

X : 0 N X1 X2 · · · Xn−1 Xn M 0

gX : 0 G (gX)1 (gX)2 · · · (gX)n−1 (gX)n M 0

f

g

(3) Nun lässt sich ExtnA(M,N) mit der Struktur einer abelschen Gruppe versehen durch

(X, Y ) 7→ X + Y := ∇N((X ⊕ Y )∆M) = (∇N(X ⊕ Y ))∆M

mit ∆M : M →M ⊕M der Diagonalen,∇N : N ⊕N → N der Kodiagonalen und X⊕Y
der direkten Summe 0→ N ⊕N → X1 ⊕ Y1 → · · · → Xn ⊕ Yn →M ⊕M → 0.

(4) Schließlich wird ExtnA(M,N) sogar zum EN -EM -Bimodul vermöge

(g,X, f) 7→ gXf := g(Xf) = (gX)f .

(5) Die Konstruktionen in (1)–(3) liefern zusammen den Bifunktor ExtnA : Aop ×A → Ab.
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(6) Setze Ext0A(M,N) := HomA(M,N). Allgemein haben wir dann für beliebige natürliche
Zahlen m, n und Objekte L, M , N in A einen Homomorphismus von EN -EL-Bimoduln

ExtnA(M,N)⊗EM
ExtmA(L,M) Extm+n

A (L,N) , (X, Y ) XY ,

der für m = 0 oder n = 0 von den Abbildungen in (2) induziert wird und der andernfalls
durch Zusammenfügen von X und Y wie folgt entsteht:

XY : 0 N X1 · · · Xn Y1 · · · Ym L 0

M

(7) Für fixiertes X : 0 → N → X1 → M → 0 bzw. fixiertes Y : 0 → M → Y1 → L → 0
ergeben sich damit Verbindungshomomorphismen

ExtmA(L,M) Extm+1
A (L,N) , Y XY ,

ExtnA(M,N) Extn+1
A (L,N) , X XY .

∂X,m

∂Y,n

Diese wiederum induzieren lange exakte Folgen:

0 HomA(L,N) HomA(L,X1) HomA(L,M)

Ext1A(L,N) Ext1A(L,X1) Ext1A(L,M)

· · ·

0 HomA(L,N) HomA(Y1, N) HomA(M,N)

Ext1A(L,N) Ext1A(Y1, N) Ext1A(M,N)

· · ·

∂X,1

∂X,2

∂Y,1

∂Y,2

(8) Falls M eine projektive Auflösung P∗ besitzt, erhalten wir einen Isomorphismus

ExtnA(M,N) Hn(HomA(P∗, N)) , X πX ,
'

von EN -EM -Bimoduln durch die Wahl in A kommutierender Diagramme:

Pn Pn−1 · · · P0 M 0

X : 0 N X1 · · · Xn M 0

πX

(9) Falls N eine injektive Auflösung I∗ besitzt, erhalten wir einen Isomorphismus

ExtnA(M,N) Hn(HomA(M, I∗)) , X ιX ,
'

von EN -EM -Bimoduln durch die Wahl in A kommutierender Diagramme:

X : 0 N X1 · · · Xn M 0

0 N I0 · · · In−1 In

ιX
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