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Aufgabe 5.1 (Potenzieren von Restklassen)

(a) Berechnen Sie jeweils r € {0, 1,...,n — 1}, so dass die Potenz gleich 7 € Z/nZ ist.
1. 3" in2/107,
2. 7" in 7,/227.

zyklisch und hat vier Erzeuger. Berechnen Sie die Ordnungen aller Elemente in dieser
Gruppe und finden Sie dadurch die vier Erzeuger.

Aufgabe 5.2 (Aufgabe zu Fermatzahlen) Eine Fermatzahl ist eine Zahl der Form 22" 4 1 mit
n > 0. Die ersten fiinf Fermatzahlen sind 3,5, 17,257 und 65537. Fermat vermutete, dass alle
solchen Zahlen Primzahlen sind. Euler widerlegte die Vermutung, indem er zeigte, dass 232 + 1
durch 641 teilbar ist. In dieser Aufgabe mochten wir Eulers Gegenbeispiel gruppentheoretisch
nachvollziehen.

(a) Berechne iterativ 21, 22, 24, 28, 2'% und 2 € (Z/641Z)* durch Quadrieren des vorange-
gangenen Ergebnisses. Gib alle Ergebnisse in der Form 7 mit 0 < r < 640 an.

(b) Folgere, dass 641]23? + 1 gilt.

(c) Bestimme die Ordnung von 2 in (Z/6417)*.

Aufgabe 5.3 (RSA) Es wird der offentliche Schliissel N = 22 und e = 7 vorgegeben. Die
verschiisselte Nachricht lautet

112 31 151941 313 4

Um die entschliisselte Nachricht zu verstehen, identifiziert man die ersten 21 Buchstaben des Al-
phabets A, B, C, ..., U entsprechend mit 1,2, 3, ..., 21. Entschliisseln Sie die Nachricht.

Aufgabe 5.4

(a) Berechnen Sie ¢(15), ¢(5), ¢(3) und finden Sie alle Elemente in (Z/15Z)*, (Z/5Z)* und
(Z/37)%.
(b) Schreiben Sie die Bilder der Elemente unter dem Isomorphismus des chinesischen Rest-
satzes in einer Tabelle auf:
(ZJ152)* — (Z/5Z)* x (Z/37)™
k+15Z — (k+5Z,k + 37)

(c) Zeigen Sie, dass (Z/5Z)* und (Z/3Z)* zyklische Gruppen sind.
(d) Folgern Sie, dass (Z/15Z)* isomorph zu Z /47 x 7./ 27 ist und zeigen Sie, dass die Gruppe
nicht zyklisch ist.



