Universitit Bielefeld WiSe 22 /23

LINEARE ALGEBRA 1
11. UBUNGSBLATT

WILLIAM CRAWLEY-BOEVEY, JULIA SAUTER
Abgabe: Bis zum 13.1.23 um 12:00h im Postfach Thres Tutors.

Aufgabe 11.1

(a) Sei V ein Vektorraum und U C V ein Unterraum. Seien v,v" € V. Wir definieren v ~
v' durch v — v' € U. Zeigen Sie: Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf V und die
Aquivalenzklasse von v € VistU +v ={u+v | u € U}.

(b) Es sei K ein Korper und n € Nog. Es sei U = {A € M,,(K) | Spur(A) = 0}. Zeigen Sie:
U ist ein Unterraum von M,,(K) und

M,(K)/U=K

Hinweis: Homomorphiesatz (s. Vorlesung)

Aufgabe 11.2 Sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und U, W zwei Unterrdume von V. Wir
betrachten die lineare Abbildung f: W — V/U, f(w) = U + w. Beweisen Sie:

(a) Die Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn U N W = {0} gilt.
(b) Die Abbildung f ist genau dann surjektiv, wenn U + W =V gilt.

Bemerkung: Insbesondere konnen Sie daraus direkt ein Lemma aus der Vorlesung folgern: f ist
genau dann bijektiv ist, wenn U & W =V gilt.

Aufgabe 11.3 Seien n,m € N., K ein Korperund A € M,,.,(K),b € K™. Es sei Los(A, b) =
{x € K™ | Az = b} der Losungsraum des lineares Gleichungssystems und (A|b) € M, (n41)(K)
die um b erweiterte Matrix.

Beweisen Sie: Los(A, b) # 0 gilt genau dann, wenn Rang((A|b)) = Rang(A).

In diesem Fall ist Los(A, b) = Ker(L,4) + x fiir ein beliebiges z¢ € Los(A, b).

Aufgabe 11.4 Es sei A € M,,,(K) eine Matrix in reduzierter Treppenform, insbesondere gibt
es Spalten j; < --- < j,, in denen die Pivots sind. Sei (eq, ..., e,) die kanonische Basis von K™
und zur Unterscheidung (g1, . . ., &,,) die kanonische Basis von K™. Erkliren Sie zuerst':

Aej, =€, 1<i<nr.

(a) Zeigen Sie: (1, ... ,¢,) ist eine Basis von Bild(L 4)
(b) Zeigen Sie: (Ker(L4) + ej,,...Ker(Ly4) + e;,) ist eine Basis von K"/ Ker(Ly).
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Alternative: Wenn Sie A = |0 0 1 —1 2 0| annehmen und damit die Aufgabe 16sen,
000 O 0 1

konnen Sie damit 3 Punkte von 4 Punkten erreichen.

ldiese Vorarbeit gibt keine Punkte, ist aber hilfreich fiir die Aufgabe.
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