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Kapitel 1

Lineare Algebra

1.1 Lineare Gleichungssysteme

1.1.1 Einfiihrung

Ein lineares Gleichungssystem ist eine Sammlung endlich vieler Gleichungen mit Unbekannten x;,

zum Beispiel

T +xy = —1
301 =7, mAz=-1, | 7 (1.1)
21‘2 — Ty = 0
Ein nicht-lineares Gleichungssysteme ist zum Beispiel
SL’% +x9 = -1
To+2T1 = 4

"2-dimensionale’ Geometrie: GEometrisch lassen sich Gleichungen mit zwei Variablen als Geraden

in R? darstellen.

Losungsmethode Einsetzungsverfahren

To + X1 = -1 To+xT1 = —1 (12)
2(132 — T = 0 T == 21]2 =0
1 2
:>3ZL‘2:—1$1'2:—§:ZE1:21'2:—§
Losungsmethode Additionsverfahren
Ttz = -1 3z = -1
2+ 1 2 (1.3)
2%2 — Iy = 0 2%2 — X = 0
N 1 2
Tog=—=,T]=—=
2 37 1 3

Es sei n € N, n > 2. Ein n-Tupel ist eine geordnete Aufzdhlung von n reellen Zahlen x; und wir

1



2 KAPITEL 1. LINEARE ALGEBRA

notieren dieses so

(x1,22,...,2,), x €R, 1<i<n.

Die Menge solcher Tupel notieren wir als
R™ :={(x1,29,...,2,) | z; € R, 1<i<n}.
Auf R” kénnen wir komponentenweise eine Addition und eine Multiplikation definieren:

(1, @n) + (Y1y - Yn) = (X1 + Y1,y T+ Yn)

und fir A € R
Mzy,.oyxy) = Az, ..o Axy,).

Da wir komponentenweise die Addition und Multiplikation aus R verwenden, sind diese Verkniipfun-
gen auch assoziativ, kommutativ. Es gelten die Distributivgesetze.

Liegt ein LGS in den Unbekannten (oder Variablen) x4, ..., z, vor, so gibt man die Losungsmenge
L des LGS als Teilmenge von R" an:

L c R™

Im obigen Beispiel also

L={(-3 -3} CR

'S-dimensionale’ Geometrie: Eine Gleichung ax; + bxs + cx3 = b beschreibt eine Ebene in R3.
Die Losungsmenge eines LGS mit dreiVariablen entspricht dem Schnitt von Ebenen und idt daher
leer oder eine Gerade oder eine Ebene. Beweise kommen spéter.

n-dimensionale’ Geometrie: das wird spéter in der Theorie der Vektorrdume behandelt.

Beispiel 1. Zur Auflistung von Internetseiten nach einer Google-Suche wird der Pagerank-Algorithmus
verwendet. Dabei muss ein LGS mit n Gleichungen und n Unbekannten gelost werden. Dabei ist n
die Anzahl der gefundenen Internetseiten.

LGS
Definition 2. Ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit m Gleicungen und n Variablen ist eine

Menge von Gleichungen der Form

n
Zaijxj:bi, alj,bZER,lgzgm,lgjgn
j=1

Falls alle b; = 0 sind, dann nennt man das LGS homogen.

1.1.2 Elementare Zeilenumformungen

Die Gleichungen eines LGS schreibt man untereinander. So ergibt sich eine Liste von Gleichungen.

Steht eine Gleichung auf Listenplatz ¢, so spricht man von der :—ten Gleichung oder Gleichung .
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Definition 3. Als elementare Zeilenumformungen (eZU) bezeichnet man folgende Modifikationen

eines LGS:
Vi = vertauschen der Gleichungen ¢ und j
M;(\) = multiplizieren der Gleichung ¢ mit A # 0
E;; = multiplizieren der Gleichung j mit A # 0 und addieren zur Gleichung ¢
Beispiel 4.
Ty + 213 = 10 5r1 —3x9+2x3 = O
S5y —3xy+x3 = 5 ‘r/—1§ To + 223 = 10
—2x9 4213 = —4 —2x9 + 273 = —4
S5r1 —3x3+x3 = 5 501 —3x94+23 = 5
M) %y +dwy = 20| Y 2%y +4zs = 20
—2x9 4+ 23 = —4 8x3 = 16

Aus dem letzten System errechnen wir 3 = 2. Einsetzen in die zweite Gleichung ergibt x5 = 4 und

schliesslich zy = 3. Wir schreiben die Losungsmenge als

L=1{(3,4,2)} C R%
thm:ezu
Satz 5. Die Liosungsmenge eines LGS bleibt unter eZU unverdndert.

Zum Beweis dieses Satzes brauchen wir noch einige Vorbereitungen.

1.1.3 Matrizen

Definition 6. Eine m x n-Matrix iiber R ist ein Zahlenschema

ay; Q12 - Aip
Q21 G2 -+ Aoy
Am1 Am2 - Omn

mit m Zeilen und n Spalten und a;; € R fiir 1 <¢ <m, 1 < j < n. Bezeichnet man die obige Matrix
mit A so schreibt man A;; := a;;. Die Menge aller m x n - Matrizen mit Eintrégen in R bezeichnen
wir mit
Mat,, , := {A | A ist m x n Matrix} .
Definition 7. Operationen mit Matrizen
1. Fir A, B € Mat,,,, definiert man A + B € Mat,,,, durch (A + B);; := A;; + By
2. Fir A € R, A € Mat,,, ,, definiert man AA € Mat,y, , durch (AA);; == A\A;;

3. Fir A € Mat,,,, und B € Mat,,; definiert man AB € Mat,,; durch

k=1
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4. Fiir A € Mat,y,,, definiert man A" € Mat,, ,, durch A,L-Tj = Aji.

Satz 8. Sofern die folgenden Matrizenoperationen definiert sind, gelten die folgeden Rechenregeln.:

1. A+B=B+A
2. A(B+C)=AB+ AC, (A+ B)C = AC + BC
3. A+ p)A = A+pA, MA+ B)=A\A+AB.
/. A(BC) = (AB)C

5. (AB)T = BT AT

Definition 9. Vorgelegt sei ein LGS wie in Definition 2. Die Matrix

ail a2 Q1n
A a‘21 ag2 Aon c Matm,n
Am1  Am2 Amn
nennt man Koeffizientenmatrix zum LGS. Die Matrix
by
by
b:= : € Matm71
bm
nennt man rechte Seite. Die Matrix
a1 a2 am, b
(A b= | o 62 € Maty, i1
A1 Gmo Amn Om

nennt man erweiterte Koeffizientenmatrix. Die Losungsmenge eines LGS mit erweiterter Koeffizi-

entenmatrix (A | b) bezeichnen wir mit L4, C R”

Bemerkung 10.

1. Da Addition und Multiplikation in R™ und Mat,, ; jeweils komponentenweise

definiert sind, konnen wir diese beiden Mengen identifizieren. Damit kann man

Lap = {x € Mat,; | Az = b}

schreiben.
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2. Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ und nicht nullteilerfrei:
2 1)\ (0 2y (05 0 2\ (2 1y (00
0 0/\o 1/ \oo/ \o1/\oo/ \oo

1.1.4 Elementarmatrizen

Definition 11. Essein € N, 1 <i < j <nund A € R, X # 0. Die folgenden Matrizen nennt man

Elementarmatrizen. Auflerhalb der MArkierten Eintrédge stehen Nullen. Auf der Diagonale stehen

die PPukte fiir Einsen, sonst fiir Nullen.

1.
1
1
0 1
1
Vij =
1
1 0
1
1
Dabei steht die erste Null auf der Diagonalen in der i-ten Zeile, die zweite Null in der j-ten
Spalte.
2.
1
1

Dabei steht A auf der Diagonalen in der i-ten Zeile.
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1

Dabei steht \ auf der Diagonalen in der i-ten Zeile und die Eins in der j-ten Spalte.

Satz 12. Es sei EJ € Mat,, ,, eine Elementarmatriz und A € Mat,, ,,. Dann geht - A aus A durch

eine elementare Zeilenumformung gemafl E aus Definition 77 hervor.

Proof. Durch Nachrechnen. ([l

1.1.5 Inverse Matrizen

Eine n x n- Matrix, die deren Diagonalelemente Eins und deren restliche Eintrédge Null sind, nennt

man Einheitsmatrix und bezeichnet sie mit F,,.

Definition 13. Es sei A € Mat,, ,,. Eine Matrix B heifit invers zu A falls AB = BA = E,, gilt. In

diesem Fall schreibt man A~! := B.

Beispiel 14. 1. Zur Nullmatrix ist keine Matrix invers.

()

ist nicht die Nullmatrix, besitzt aber auch keine Inverse, denn fiir jedes B € Matyo gilt

(AB)Q’QIO.
a b 1 d —b
A= B= _ .
(c d)’ ad—bc(-c a)’ ad —be # 0

Dann gilt A™! = B.

2. Die Matrix

3. Es seien

Satz 15. Elementarmatrizen sind invertierbar und es gelten:
1. My(\) 7t = Mz(i),
2. E;(A) 7 = Ey(=),
3. Vit = V=V

Proof. Durch Nachrechnen. O
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Satz 16. Es seien A, B € Mat,,,, invertierbar. Dann gilt (AB)™' = B~'A~%.

Proof. Durch Nachrechnen. O
Satz 17. Es seien A € Mat,, ,, invertierbar. Dann st A1 eindeutig bestimmt.

Proof. Durch Nachrechnen. O

Nun konnen wir beweisen, dass elementare Zeilenumformungen die Losungsmenge eines LGS

nicht verdndern.

Proof. von Satz 5 U

1.1.6 Zeilenstufenform
dfn:zstf

Definition 18. Eine m x n-Matrix heiit in Zeilenstufen form (ZSTF), wenn sie folgende Gestalt
hat:

/0 R W [ | WA s KPP ) SR *\

0 1 * *
0 0 0 0 O 0 * *
0 0 0 0 0
\0 00 0 0 0 0/

Eine m x n-Matrix heifit in spezieller Zeilenstufen form (sZSTF'), wenn sie folgende Gestalt hat:

10 -+ 0 0 cirta Clr+2 *** Cln
01 -+ 0 0 copp1 Cary2  t Cap
0 0 0 ¢ r+1 Cr—1r+2 *°° Cr—1n
0 0 0 1 Crr4+1 Crr42 e Crn
o0 --- 00 0 0 oo 0
0 0 0 0 0 0 0

Bemerkung 19. 1. Eine sZSTF ergibt sich durch Spaltenvertauschungen aus einer ZSTF und
umgekehrt.

2. A-V;; bewirkt Vertauschen der Spalten ¢ und j von A. Das kann man wie folgt fiir £/ = V};
sehen: AE = (ETAT)T = (EAT)T = Vertauschen der Zeilen i und j an AT = Vertauschen
der Spalten ¢ und j von A.

3. Allgemein: Multiplikation von rechts mit Elementarmatrizen ergibt elementare Spaltenumfor-

mungen.
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Beispiel 20. 1. Folgende Matrix ist in ZSTF

o O O O
o o o =
oS O O =
o O = O
S = O O
S W N o=

thm:vartausch
Satz 21. Es seien A', A € Mat,, ,, b’ € Mat,, 1. Die Matriz A" gehe aus A durch einen Spaltentausch

hervor, das heifit es gilt A = AV;. Dann gilt
z & Loy & Vigz € Liap).
Beweis O

Beispiel 22. Vorgelegt seien Matrizen

01201 0
A=100 01 3], b=1|0
000O0O0 0

Wir tauschen die Spalten wie folgt um eine sZSTF zu erhalten:

1 0 2 01
A, = AV&QVVM == 01 00 3
000O00O0
Das LGS A’z = b stellen wir um und schreiben es als
r1 = —2T3 — X5, Tog = —3Ts.

Daher ergibt sich als Losungsmenge
Lapy = {(—2w3 — x5, —3%5, T3, ¥4, T5) | 3, T4, ¥5 € R} .
Nach Satz 21 erhalten wir
Liap) = VieVaallarpy = { (24, =223 — 25, 13, =325, 5) | 73, 74, 75 € R} .

lgsloeshom

Satz 23. Es sei A in sZSTF wie in Definition 18. Die Lisung des LGS Ax = 0 lafst sich schreiben

als
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Clr+1 Clr4+2 Cin
C2r+1 C2r42 Con
Cr—1r+1 Cr—1r42 Cr—1n
Lao= {/\l Crr+1 + A2 Crr42 +ot Ay Crn s ALy, An—r € R}
—1 0 0
0 —1 0
0 0 -1
Beweis 0

Bemerkung 24. Fiir eine erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b) mit ZSTF (A’|t’) und sZSTF (A”|0)
haben wir nach Satz 21 also

Liapy = Liapy = Lap) = SLarw),

wobei S ein Produkt aus Elementarmatrizen V;; gemifl der Spaltenvertauschungen ist.
Satz 25. Jede Matriz A € Mat,,,, lafit sich durch eZU in ZSTF bringen.
Beweis 0

Beispiel 26. Vorgelegt sei eine erweiterte Koeffizientenmatrix (A[b). Wir bringen sie mit eZU auf
ZSTF.

2 3|6 1 2 -3| 6
Eq1(—4)E21(-2)
2 -1 4|2 2% 0 =5 10|10
403 —2|14 0 =5 10| —10
12 -3] 6 12 -3/6
Es2(<1) Mz(=5)
269 0 =5 1010 S 001 —22
00 00 00 00
0 1
== 1 —2]2
0 0

Die Losung des homogenen LGS konnen wir nun mit Hilfe von Satz 23 schreiben als

1
Liaoy=qA| 2| | eR
—1

Wenn wir die Losung des inhomogenen Systems 'zu Fufl’ bestimmen wollen , erhalten wir aus
der ZSTF die Gleichungen

1‘1:2—113, $2:2—|—21’3,
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also konnen wir die Losung fiir A := —x3 schreiben als
I 2 1
Mit
2
V=10
0

ergibt sich daraus
Ly = ' + Lapo)-

Die Losungsmenge des inhomogenen LGS 1&8t sich in dieser Form also die Summe aus der Losung
des homogenen LGS und einer speziellen Losung schreiben.

Dies gilt auch im Allgemeinen, das besagt der folgende

Satz 27. Gegeben sei ein LGS Az = b sowie xy € Mat,,; mit Axy =b. Dann gilt
Lap) = @0 + Lyajo)-
Beweis U
thm:28

Satz 28. Es sei A € Mat,,,, und (Alb) die erweiterte Koeffizientenmatriz eines LGS. Weiter sei
(A'|b) eine ZSTF von (A|b) und (A”|b') eine sZSTF wie in 18. Dann gelten:

1. Az =V losbar & = =b,=0.

2. Ist A"z =V losbar und

o
I

€ Matml

so gilt A"b=1V.
3. Liaryy = b+ Larp).

4. Bezeichnet S die Matriz zu den Spaltenumformungen, also A" = A'S, so gilt

Liaw = Liaw) = SLiay) = Sb+ SLiano).

Beweis Der Beweis ergibt sich sofort aus den vorangegangenen Séatzen. 0J
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Beispiel 29. Vorgelegt sei ein LGS A’z = V' mit

01 2 01 4
A=100013], V=12
000O0O 0 0
Mit S = Vi5Vay ergibt sich
4
1 0 2 01 2
A"=AS=10100 3], b=1]0
000O00O0 0
0
und
(/0 0 —1 0 )
4 2 0 1
]L(A/|b/):SB+SL(A//|0): Of+M | =1]+X| 0 |+X] 0] | X eER
2 0 3
L \0 0 -1 J

1.2 Vektoren

1.2.1 Verschiebungen

Aus der Elementaren Geometrie kennen wir das Konzept der Verschiebungen einer Ebene. Dazu sei
E eine Ebene und A, B € E Punkte. Eine Verschiebung 7 : £ — E bildet jeden Punkt P € £
auf einen Punkt () € E derart ab, dass AE und P(j parallelgleich sind. Dabei heiflen @ und
]@ parallelgleich, falls |AB| = | PQ| gilt und 1@ , P@ parallel und gleichgerichtet sind. Wenn 1@
und PQ) parallelgleich sind, sind die zugehorigen Verschiebungen gleich, also 73 = 50 Wegen

Q= ﬁ(P) kann man das auch so schreiben

s = W- eq:ve(fcl:ﬁ

1.2.2 Koordinaten

Wir kennen R? als Punktmenge
R2 = {($1,$2> | T1,T9 € R} .

Jeden Punkt konnen wir in einem Kooerdinatensystem darstellen:
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Zwei Punkte in X,Y € R? definieren eine Verschiebung Txy lber eine Abbildung

¢ :R*xR* = {7 | 7:R* = R? Verschiebung}, ¢ ((X,Y)) =7

Allerdings ist die Abbildung ¢ nicht injektiv, denn verschiedene Paare von Punkten, konnen dieselbe

Verschiebung definieren. Zum Beispiel sind fiir
A=(0,0), B=(1,1), P=(1,0), Q@ =(1,2)
die Strecken AB und ]@ parallelgleich. Daher fithren wir eine Relation ~ auf R? x R? ein. Es seien
X = (w,22), Y = (y1,40), X' = (2],2), V' = (y1.45) €R”.
Dann definieren wir fiir (X, y), (X', Y’) € R? x R%:
(X,Y)~ (X)Y') o yi—mi=y — o) und yo — 19 = yp — 7.

Satz 30. Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf R? x R2.
Beweis U

Aus diesem Satz erhalten wir folgenden kommutatives Diagramm

R? x R? 2. {r | 7:R*— R Verschiebung }

(B2 R?)_
indem wir

pr((X,Y)):=[(X,Y)] und @ ([(X,Y)]) := 15y

definieren. Die Abbildung pr bildet jedes Element auf seine Aquivalenzklasse ab und ist daher
wohldefiniert.
Satz 31. Die Abbildung ® ist wohldefiniert und bijektiv.
Beweis
thm:verschformel

Satz 32. Fir X,Y,A € R? gilt i5(A) = A+Y — X.

Wir betrachten nun die Menge

(R?)" = {7 = (Z;) o1, v € R}

U (R*x R — (R?)",

und die Abbildung
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die mit X = (z1,29) und Y = (y1,y2) gegeben ist durch

vy = (120,

Y2 — T2
Satz 33. Die Abbildung V ist wohldefiniert und bijektiv.

Die Elemente von (R?)* nennen wir Vektoren. Wir wollen nun auf (R?)", (R? x R?)_ und den
Verschiebungen jeweils eine Addition definieren, die iiber ¥ und ® miteinander vertréglich sind.
Fiir Vektoren 7 und o sei

oo (@) e-() ()
vy )’ ws )’ ‘ Vg +ws )
Fir X,Y, X' Y’ € R? sei

(X, V)] + [(X, Y] :=[(X+ X", Y +Y7).

Fir A, B,C,D € R? sei
Tig v Tep = Tep © Tag-

Wir zeigen zunéchst, dass die Addition mit ¥ vertraglich ist:

v vy = (M20) s (MIR) - (R T E) )

Yo — T2 Ya — X4 Y2 +ys — (22 + 25)
= U((X+X,Y+Y)) (1.6)
Fiir die Vertréglichkeit mit ® brauchen wir ein
lem:ort
Lemma 34. Fir X,Y € R? gilt [(X,Y)] = [((0,0),Y — X)].
Nun zur Vertréglichkeit von ®. Nach Lemma 34
:short
=T3(B)=B+C~-D. (1.7)
Damit rechnen wir
eq:1
o ([(A,B))+((C,D)]) = 743+ 7T3=Tap° T3l (1.8)
= Tg5° TA—B>qu'2 (1.9)
eq:3
= Tl \ (1.10)
eq:
= TiBip 0 6 (1.11)
. (1.12)
- reorell 6
eq:
= ToBrb-c—A , (1.13)
= ®([(0,B+D—C—A))FY (1.14)
eq:
= @ ([(A+C.B+ D)) = ([(A B)) + @ ((C,D))F{1.15)
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Dabei gilt (1.8) nach Definition von ® und der Addition von Verschiebungen. Gleichung (1.9) ergibt
sich aus (1.7) und (1.4). Gleichung (1.10) ist die Komposition von Verschiebungen mit den gleichen
End- und Anfangspunkt, (1.11) ergibt sich wieder aus (1.7), (1.12) ergibt sich wieder aus (1.4) mit
P = (0,0). Gleichung (1.13) erhélt man aus Satz 32, (1.14) ist dann wieder die Definition von ®,
(1.15) ist Lemma 34 und die Definition der Addition.

Wir wollen nun auf (R?)", (R? x R?)_ und den Verschiebungen jeweils eine Multiplikation mit

einer Zahl A € R definieren definieren, die iiber ¥ und ® miteinander vertréglich sind. Fiir Vektoren
., X,Y, A, B € R? seien

xﬁ;_<22), ALY = [AX Y], Arg o= 7o

Den Beweis zur Vertriglichkeit verlauft analog, daher wollen wir hier darauf verzichten.
Offenbar sind Addition und Multiplikation auf (R?)" und Mats ; identisch definiert. Auch werden
die Elemente jeweils gleich notiert, daher wollen wir diese beiden Mengen identifizieren und in

Zukunft nicht mehr unterscheiden:
(R*)" = Mats, .

Vollig analog gehen wir fiir n € N vor, das bedeutet wir betrachten
Matml = (Rn)*

als Vektoren mit n Eintragen. Allerdings wollen wir weiterhin zwischen n—Tupeln als Elemente von

R™ und Vektoren als Elemente von Mat,, ; unterscheiden.

1.2.3 Anwendungen in der elementaren Geometrie

Wir betrachten Punkte V := (v1,v2) und W := (wy, w,) in R? und Vektoren
=4, =)

(VW) =7 - und U ((0,0),V+W)) =7+ .

Damit gelten

Wir rechnen

WALV - W) = 1T + W)

Das bedeutet, dass die Diagonalen in einem Parallelogramm sich jeweils in der Mitte schneiden.
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1.3 Vektorraume

1.3.1 Einfiihrung

Wir betrachten Vektoren 7, 7, 7 € Maty ;. Wir beobachten nach Definition der Verkiipfungen

aus dem vorigen Abschnitt folgende Rechenregeln:
GA) (T + ) +Z =7 +(Y¥ +7)
GK) Z+Y =9 +7.

(GN) Es gibt ein Element ﬁ € Mats 1, so dass fiir jedes = Mat, ; gilt: 7+ 6) = 7. Wir koénnen

namlich
7= (°
—\0

(GI) Zu jedem 7’ € Maty; gibt es ein 7 € Maty;, so dass Z + ¢ = I gilt. Wir konnen namlich

wahlen.

wahlen.
dfn:abgr

Definition 35. Eine Menge G heifit [abelsche] Gruppe, falls es eine Abbildung

+:GxGE—=d

gibt, so dass mit der Abkiirzung ¢; + g2 := +(g1, g2) die Gesetze (GA), [(GK)], (GN), und (GI)
gelten. Wir schreiben dann auch (G, +).

Beispiel 36. Beispiele fiir abelsche Gruppen sind:
1. (Mat,,1,+)
2. (R™,+) mit der Addition aus Abschnitt 1.1.1.
3. (Maty, ,, +) mit der Matrizenaddition

4. Ubung: P, := {ap™ + ap 12" '+ -+ a7 +ag|a; € R,0 < i <n} = die Menge der Poly-

nome vom Grad < n.

Wir betrachten wieder 7@ € Mats ; und A, i € R. Wir beobachten nach Definition der Verkiipfun-

gen aus dem vorigen Abschnitt folgende Rechenregeln:
D) A +p)T =\Z +u7.
(A) M) = )T
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(N) Firl e Rgilt: 1- 7 = 7.
Definition 37. Eine abelsche Gruppe G heifit Vektorraum, falls es eine Abbildung
RxG—G

gibt, fiir die mit der Abkiirzung -(A,g) := A - g := Ag die Gesetze (A), (D) und (N) gelten. Wir
schreiben dann auch (G, +,-). Die Abbildung - nennt man Skalarmultiplikation.

Beispiel 38. Beispiele fiir Vektorrdume sind
1. (Mat,, 1,+,-) und (R™, +,-) mit den bereits behandelten Multiplikationen.
2. Ubung: die Menge P,, mit welcher Multiplikation?

Beispiel 39. 1. Die Pauli-Matrizen bilden keine Gruppe.

2. (Matg s, -) mit der Multiplikation von Matrizen erfiillt (GA), (GN) mit T = E,, aber nicht
(GK) und (GI).

3. GLys :={A € Matyy | A invertierbar} ist mit der Matrizenmultiplikation eine Gruppe.
Korollar 40. In einem Vektorraum V gelten folgende Rechenregeln. Seien A € R und ZeV.

10 7=07

2. )\-?:ﬁ = A=0 oder?:ﬁ.
3. (—1) - &= -7

Beweis O

1.3.2 Untervektorraume

Definition 41. Es sei V' ein Vektorraum. Eine Teilmenge U C V heifit Untervektorraum von V,

falls U selbst ein Vektorraum ist.

Satz 42. FEs sei V' ein Vektorraum. Eine Teilmenge U C V st genau dann ein Untervektorraum

von' V', falls U = 0 oder
LYV, WeU : T+W el und
2VTeUVIER : NV eU
gelten.
Beweis O

Beispiel 43.
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1. Fiir ¥ € R ist {\7 | A € R} ein Untervektorraum von R,

2. LL(aj) ist ein Untervektorraum von Mat,, ;, denn entweder ist die Losungsmenge leer oder fiir
?, 7 € Mat,,; und A € R gelten:

AT+ ) =AT + AT =0+ 0 =0 wndANT) = \MT =A-0 = 0.

1.3.3 Linerkombination und Erzeugnis
Definition 44. Es sei V' ein Vektorraum und M C V eine nicht-leere Teilmenge.

1. FirneN, \; e Rund ¥/; € V, 1 <i < n, heift das Element
YNV eV
=1

eine Linearkombination aus Elementen von V.

2. Die Menge aller Linearkombiationen
<M >:= {Z A17i|>\ieR,7ieV,1§i§n,neN}
i=1
heifit Erzeugnis von M.

3. Fiir ein Erzeugnis < M > nennt man M das Erzeugendensystem. Falls M endlich ist, heif3t
< M > endlich erzeugt.

() ()= () # (e} -

Satz 46. Es set V' ein Vektorraum und M C V' eine Teilmenge von V. Dann ist < M >C V ein

Beispiel 45.

Untervektorraum von V.
Beweis O

Beispiel 47. Die Losungen eines homogenen LGS lassen sich nach Satz 23 als Erzeugnis von
Vektoren schreiben, die man aus einer sZSTF der Koeffizientenmatrix gewinnt.
Zur Motivation der nédchsten Definition betrachten wir folgendes

ex:1lu

Beispiel 48. 1. Vorgelegt seien die beiden Vektoren

() 7-0)

Aus diesen kann man den Nullvektor nur trivial kombinieren, denn aus N7 + ,u? = 6) folgt

nach kurzer Rechnung A = = 0.
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-()

gilt ﬁ -7 -7 - 7 Hier 148t sich der Nullvektor also nicht-trivial als Linearkombination
von 7, 7 und 7 schreiben.

2. Betrachten wir zusatzlich

dfn:1lu
Definition 49. Es sei V' ein Vektorraum und M C V.
1. M heifit linear unabhéngig, falls gilt:
k —
VEENVT ..., Tp € MVAL... M ER D) ANTi=0 == =X=0.
i=1

2. M heifit linear abhéngig, falls M nicht linear unabhéngig ist.

Bemerkung 50. Die formale Negation von 49.1 ergibt das Kriterium zur linearen Abhéngigkeit
einer Menge M C V.

k
JeNITTy,..., e M, M €R S AT, = 0 und (i€ {1,...,k}: A £0).

i=1
Eine M ist also linear abhéngig, falls es in M eine nicht-triviale Linearkombination des Nullvektors

gibt.

ex:lula

Beispiel 51. 1. Die Vektoren in 48.1 sind linear unabhéngig. Die Vekroen in 48.2 sind linear
abhéngig.

2. Die leere Menge ist linear unabhéngig.

3. Ist ﬁ € M, so ist M linear abhéngig, denn 1-6> = ﬁ ist eine nicht-triviale Linearkombination
der Null.

4. Es seien 71, el 77@ € R™ und A € Mat,, ,,. Die i-te Spalte von A bestehe aus 72 Dann gilt

U1,..., Un linear unabhingig < Liaj) = {6)}

5. Gilt n > m in Teil 4. dieses Beispiels, dann sind die Vektoren linear abhéngig. Daraus folgt

zum Beispiel, dass 4 Vektoren in R? immel linear abhingig sind.

6. {1,z,2',...,2"} C P, ist linear unabhéingig, denn aus Y . ; \;z* = 0 folgt, dass alle Koeffizi-

enten Null sein miissen.

Definition 52. Sei V' ein Vektorraum. Eine Menge M C V heifit Basis von V, falls < M >=V
gilt und M linear unabhéngig ist.

Beispiel 53. 1. Es sei ¢; € R” derjenige Vektor, der an der i-ten Stelle eine 1 und sonst nur

Nullen hat. Damit ist {ey,...,e,} eine Basis von R".
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2. Es sei E;; € Mat,,,, diejenige Matrix, die im (4, j)-ten Eintrag eine 1 und sonst nur Nullen
hat. Damit ist {E;; | 1 <7 <m,1 < j < n} eine Basis von Mat,, ,.

3. {1,z,2t,... 2"} C P, ist eine Basis von P,,.

4. Wir betrachhten die Menge aller Polynome

P::UIPn

neN

zusammen mit der Addition und Skalarmultiplikation, die wie in P,, definiert sind. Damit ist

P ein Vektorraum mit nicht endlicher Basis {1,z,z',... 2", ...} C P

5. Die Vektoren in der Darstellung von L4y in Satz 23 bilden eine Basis fiir den Vektorraum

Lao)-

1.3.4 Basisauswahlsatz

Im vorigen Kapitel haben wir fiir spezielle Vektorrdume Basen angeben kénnen. Wir wenden uns

nun der Frage zu, ob jeder Vektorraum eine Basis hat.
lem:charla

Lemma 54. Fine nicht-leere Teilmenge M eines Vektorraumes V' ist genau dann linear abhdingig,
wenn:

IV eM : Ve< M\{U}>.

Beweis O
thm:charbasis

Satz 55. Es sei M := {Uy,...,U,} CV eine endliche Teilmenge eines Vektorraumes V. Es sind

dquivalent:

1. M ist eine Basis von V.

2. < M >=V und fir jedes U; € M gilt: < M\{?Z} > V. Nenne M dann unverkiirzbares

Erzeugendensystem von V.

3. M st linear unabhdngig und fiir jedes v eV gilt: M U {7} ist linear abhdngig. Nenne M

dann unverlingerbar linear unabhdngig.

4. Jedes VeV st eindeutig als Linearkombination mit Elementen aus M darstellbar.

Beweis O
thm:basisauswahl
Satz 56 (Basisauswahlsatz). Es sei M C V' eine endliche Teilmenge eines Vektorraumes V. mit

< M >=V. Dann gibt es eine Teilmenge von M, die eine Basis von V ist.

Beweis Man nimmt so lange Elemente aus M heraus, bis ein unverkiirzbares Erzeugendensystem

vorliegt. Satz 56 liefert dann die Behauptung. O
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1.3.5 Basisaustauschsatz

Das folgende Lemma ist der Schliissel zum Beweis des Basisaustauschsatzes. Es besteht aus zwei
dhnlichen Aussagen. Aus einem Erzeugendensystem (bzw. linear unabhéngigen Menge) kann man
einen Vektor durch einen anderen ersetzen, sofern in seiner Dartstellung als Linearkombination der

auszutauschende Vektor vorkommt. lem: austausch

Lemma 57 (Austauschlemma). Es seien V ein Vektorraum, M = {U4,..., 7} C V sowie
W = Yoy NV €V omit Ay # 0 fiir ein k € {1,...,n}. Es gelten:

1. <M>=V =< (M{7:)U{®}>=V
2. M linear unabhingig = < (M\{V}) U{W} > linear unabhingig
Beweis 0

Beispiel 58. Bevor wir den Austauschsatz formulieren, diskutieren wir praktische Anwendungen

des austauschlemmas in R"”.

1. Vektoren auf lineare Unabhéngigkeit priifen. Gegeben seien drei Vektoren

21, 0], 2| e R

Schreiben wir die Vektoren in die Zeilen einer Matrix und bringen diese auf Zeilenstufenform,

so erhalten wir zum Beispiel:

s |02 =2

B = o
N DN
—_ = =

Die Zeilenumformungen (in beide Richtungen) sind Austauschschritte gemafi Lemma 57. Da-
her kann man and der ZSTF ablesen, ob die Vekoren linear unabhéngig sind. In diesem Beispiel

sind sie es.

2. Basis eines Erzeugnisses berechnen. Gegeben seien drei Vektoren

2 1 1
: 0], 1] eR3.
1 1 0

Schreiben wir die Vektoren in die Zeilen einer Matrix und bringen diese auf Zeilenstufenform,

so erhalten wir zum Beispiel:

1 1 0 1 1 0
0 -1 1 > 0 -1 1
0 -1 1 0 0 0

SR
[ e R
— = o
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Die Zeilenumformungen (in beide Richtungen) sind Austauschschritte geméafl Lemma 57. Da-

her kann man and der ZSTF ablesen, welche Vekoren erzeugen. In diesem Beispiel ergibt

oo

Daher ist insbesondere

sich

— [\
o
@) —
\/
I
/\
S =
>—t|C>
[E—
\/

eine Basis von M.
thm:bauss

Satz 59 (Basisaustauschsatz). Es sei B eine endliche Basis eines Vektorraums V und L C 'V eine
linear unabhingige Teilmenge. Dann gibt es K C B, so dass |K| = |L| gilt und (B\K) U L eine

Basis von V' ist.
Beweis Ausgelassen. U

Bemerkung 60. Satz 59 besagt, dass im Falle einer endlichen Basis B jede linear unabhéngige
Teilmenge weniger oder genauso viele Elemente hat wie B und dass diese in die Basis eingewechselt

werden kann.

1.3.6 Basiserginzungssatz
thm:berg

Satz 61. Es sei V' ein endlich erzeugter Vektorraum und L =: {71,...,7m} C V eine linear
unabhingige Teilmenge. Dann, gibt es Vektoren {Umi1, ..., Unt, s0 dass {V1,..., Un} eine Basis

von V ist.

Beweis O

1.3.7 Dimension
cor:diml

Korollar 62. Hat ein Vektorraum eine Basis mit endlich vielen Elementen, dann hat jede Basis

endlich viele Elemente.

Beweis Ausgelassen. O
cor:dim2

Korollar 63. Je zwei endliche Basen eines Vektorraumes haben gleich viele Elemente.
Beweis U
thm:hauptl

Theorem 64. Jeder Vektorraum hat eine Bastis.

Beweis Ausgelassen. 0J
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dfn:dim
Definition 65. Die Dimension eines Vektorraumes ist definiert durch

dim vV r : Es gibt eine Basis der Lénge r € N.
imV =
oo : Es gibt keine endliche Basis.

:di
Bemerkung 66. fem:aim

1. Der Beweis zu 64 verwendet Hilfsmittel aus der Mengenlehre, sofern der Vektorraum nicht

endlich erzeugt ist.
2. Wegen der Korollare 62 und 63 ist der Begriff der Dimension wohldefiniert.
3. dimR" =n, dimMat,,, =mn, dimP,=n
4. Aus Satz 23 ergibt sich dim L0y =n — 7.
cor:uvrdim
Korollar 67. Es seien W C V' endlich erzeugte Vektorrdume. Dann gelten:
1. dmW < dimV,
2. dmW =dimV = V=W

Beweis (2. ausgelassen) O

1.4 Situation in R?

1.4.1 Untervektorriume von R?

Es sei U C R? ein Untervektorraum. Nach Korollar 67 gilt 0 < dim U < 3. Fiir dim U = 0 ergibt
sich U = {ﬁ} Fiir dim U = 1 gibt es also eine Basis der Linge 1, daher gibt es einen Vektor K4 # 0,
so dass U =< ¥ > gilt. In diesem Fall nennt man U eine Gerade. Fiir dim U = 2 gibt es also eine
Basis der Lange 2, daher gibt es linear unabhéngige Vektoren W, 7, so dass U =< o, W > gilt.
In diesem Fall nennt man U eine Ebene. Im Falle dim U = 3 folgt U = R? aus Korollar 67.

1.4.2 Ebenen in R3

Es sei A € Mat,, 3 und (A|0) eine erweiterte Koeffizientenmatrix eines LGS. Aus einer ZSTF A’
von A lesen wir wie in Satz 23 die Zahl r € {0,1,2,3} ab. Es gilt dann dim L) = 3 — r gemé8
Bemerkung 66, daher liefert jedes r einen der obigen Fille, denn die Losungsmenge eines LGS ist ein
Untervektorraum. Fiir r = 1 ist eine sZSTF von der Gestalt A’ = (1 b ¢) € Mat, 3. Insbesondere
liefert also ein LGS ax; + brs + crs = 0 einen Untervektorraum der Dimension 2, also eine Ebene
in R3.

Es sei umgekehrt zu linear unabhéngigen Vektoren V, W € R? eine Ebene

E?,ﬁ = {)\17 + AQE? | )\1,)\2 € R} =< 7,? >
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vorgelegt. Wir definieren das Kreuzprodukt von ¥ mit @ durch

VW3 — W23
— 3
w o= | —(nyws —wyvs) | € R

V1Wo — W1V2

Wir definieren A := (n; ny n3) und rechnen nach, dass AT = AW = f gilt. Damit gilt
T, € Laj0), also < T, W >C Laj0y- Aus Korollar 67 folgt daher < VW >= Laj0)-

1.4.3 Skalarprodukt

Fir
T n
T=|n|, V= yo | €R’
T3 Ys
heif3t

T Y = a4 Tays + 23y €R

das Skalarprodukt von 7 und 7 Zwei Vektoren 7, 7 € R3 heiflen senkrecht zueinander, falls
Z - = 0 gilt. In R3 bedeutet dies, dass die Vektoren einen Winkel von 90 Grad einschlieBen.

Ein Winkel soll hier (aus Zeitgriinden) nicht niher definiert werden, sondern aus der Anschauung

plausibel sein. Die Standardvektoren stehen zum Beispiel paarweise aufeinander senkrecht.
Fiir zwei linear unabhéngige Vektoren 7, @ und deren Kreuzprodukt 7 mit A = (n1 ng ng)

kann man also schreiben:
Eﬁ’ﬁ = ]L‘(A|0) = {7 eR? | ﬁ) . 7 = O}

Man nennt 7 den Normalenvektor zu E+ . Er steht auf jedem Vektor der Ebene senkrecht.

Andersherum 14t sich jede Ebene durch einen Normalenvektor ausdriicken.

1.5 Lineare Abbildungen

1.5.1 Einfiihrung

Bekannt sind Funktionen vom Typ f : R! — R!. Diese sind im allgemeinen , nicht linear*, beispiels-
weise f(x) := 2® + 4 oder f(z) := sinz. Wir wollen uns nun auf lineare Abbildungen beschrinken,

aber dafiir die Dimensionen von Definitions- und Wertebereich erhéhen.

Definition 68. Eine Abbildung f : V' — W zwischen Vektorrdumen V und W heif3t linear falls
LY UL UV : f(T1+ V) =f(T1)+ f(T2) und
2.V eVVAER : f(AV) =Af(V)
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gelten.

ex:linear

Beispiel 69. 1. f:R—R, f(z):=azx, a€R

2. f:R? - R3  f(xy,22) := (1 — 19, 202+ 1, 22). Manchmal ist es praktischer, die Abbildung

vektoriell aufzuschreiben:
1 — T2
x
f(( 1>>Z: 2$2+I1
o)

T2

Beise Schreibweisen sind geldufig.

3. f:R™ - R™, f(?) .= @ ist genau fiir @ = 6> linear, denn:

0.

T=fT+7)=fT)+f(7)=2d & d =

4. f:R* > R, f(x1,23):= x1 - 2y ist nicht linear, denn:
f(170)+f(071) :07& 1 :f<1’1) :f((170)+(071))‘

5 Essei f:R* — R™ und A € Mat,,,,,. Wir definieren f durch f(7) := AZ. Damit ist f
linear, denn fiir ?, 7 € R" gilt

F@+Y)=AT+Y)=A7 + AY = f(T) + (V)

und fiir A € R: f(AZ) = ANZ) = MAZ) = Mf(T).

Dieses Beispiel zeigt, dass man eine linerae Abbildung durch eine Matrix erhalten kann. Spéater

sehen wir, dass umgekehrt jede lineare Abbildung durch eine Matrix gegeben ist.

Lineare Abbildungen sind in der Geometrie wichtig, dnn sie beschreiben Spiegelungen und Dre-

hungen des Raumes.
ex:dreh
Beispiel 70 (Drehungen). Fiir a € R betarchten wir f : R? — R? gegeben durch die Matrix

cos —sin«
D,:=1 .
sinov  cosa

Es sei v = (Ul> € R? so dass der Punkt (v;,v,) auf dem Einheitskreis in R? liegt. Wir wollen
U2

zeigen, dass der Vektor f(vi,vs) aus ¥ durch Drehung um den Winkel « hervorgeht. Da o auf

0 (=)
sin 3

dem Einheitskreis liegt, gilt
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Es sei @ = <w1> der Vektor, der durch Drehung aus 7 um den Winkel o hervorgeht. Dann gilt
w2
= cos(a + )
sin(a + f)
Dazu rechnen wir

V1 COS @ — V9 SIn a) <cos (v CcOS @ — sin a sin a) (1.16)

flu,v2) = <v1 sin a4 vy cos a
<C?s(a+5)) _ <W1> _= (1.17)
sin(a + ) Wa

Also entsteht @ aus ¥ durch Drehung um den Winkel ov.

COoS «r sin «v 4 sin « cos «

1.5.2 Lineare Abbildungen mit Basen

Bemerkung 71. Es sei B := {¥/y,..., 7, } Basis eines Vektorraumes V und f : V — W eine
lineraec Abbildung. Es sei o € V ein Vektor. Diesen kann man nach Satz 55 eindeutig durch die
Basis B ausdriicken, also v = >y M\ 7. Dann gilt

f@) =f (Z wﬁ) = Z Nif (V).

Das bedeutet, die Abbildung f ist durch die Bilder auf den Basisvektoren eindeutig festgeleg.

Nach Beispiel 69.5 liefern Matrizen lineare Abbildungen. Umgekehrt gilt: jede lineare Abbildung

: R® — R™ la3t sich durch eine Matrix ausdriicken. Das ist die Aussage des folgenden
g g
thm:fdurchmatrix

Satz 72. Es sei f : R® — R™ ecine lineare Abbildung. Es seien B := {?1,...,?71} bzw. B =

..., € Y die Standardbasen von R bzw. R™. Fir j € {1,...,n} sei
a17j
m as
- — J
f(ej):Za”eZ:
i=1
am’j

Definiere A € Mat,,,, durch A;; = a;; fir 1 <i < m,1 < j < n. Dann ist f eindeutig durch
f(?) = AT festgelegt.
Beweis [
ex:fmatrix
Beispiel 73. Wir betrachten f : R? — R? gegeben durch f(xy,x3) := (1 + 22, 71, 222 — ;). Dann
gelten:
f1,00=(1,1,-1)=1-€"+1-¢,— ¢}
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F(0,1)=(1,0,2) =1-€,+0- €, +2- €%

Definiert man nun

1 1
A= 1 0
-1 2

so gilt f(7') = A7 nach Satz 72.

Bemerkung 74. In Satz 72 gilt also kurz gesagt: in der j-ten Spalte steht das Bild des j-ten

Basisvektors.

1.5.3 Kern, Bild und Rang

Es sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlich erzeugten Vektorrdumen.
dfn:kernbild

Definition 75. Das Urbild des Nullvektors ﬁ € W heifit Kern von f und man schreibt Kern f :=
FY0)={7 e V| (V)= 0). Das Bild von f ist definiert duch Bild f := {f(7)| 7 € V}.

cor:kernbild
Korollar 76. Kern und Bild einer linearen Abbildung sind Untervektorrdume.

Beweis Ubung 0

dfn:rang
Definition 77. Der Rang von f ist die Dimension des Bildes von f und man schreibt Rang f :=

dim Bild f. Der Rang einer Matrix ist der Rang der zugehorigen linearen Abbildung und man
schreibt Rang A.

rem:erzbild

Bemerkung 78. Es sei f : R" — R™ linear und gegeben durch die Matrix A. Die Spalten der

Matrix seien a', ..., a" € Mat,, ;. Dann gilt
Bild f =< A7 | 7 € R" >=< {a},...,d"} > .

Das Bild wird also von den Spalten der Matrix erzeugt.
cor:erzbild

Korollar 79. In Bemerkung 78 ist der Rang von f bzw. der Rang von A gleich der mazimalen

Anzahl unabhdngiger Spalten von A.
Beweis U

Beispiel 80.

1. Die Spalten a',a® der Drehmatrix aus Beispiel 70 stehen wegen a! - a®> = 0 senkrecht aufein-

ander. Daher sind sie linear unabhingig (Ubung), also ist der Rang der Drehmatrix gleich

A:(; 3).

zZwel.

2. Wir betrachten die Matrix
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Fna) = A <i> . (;) ‘o (3) |
1=((0)()-{(o)

Also Rang f = 1. Geometrisch ist das Bild daher die x;-Achse von R% Der Kern von f

berechnet sich so:

Man rechnet

Daher ist

Kern f = {(21,22)](0,0) = f(w1,22)} = {(21,22) [ 12 = — 571}

Geometrisch ist der Kern also eine Gerade in R? mit Steigung —%.

Satz 81 (Dimensionsformel). Es sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlich erzeugten
Vektorrdumen V' und W. Dann gilt

dimV = dimBild f + Rang f.

Beweis U
Lemma 82. Es sei A € Mat,, ,,, invertierbar und f die zugehdrige linerae Abbildung. Dann gelten
1. U1,..., Um € R™ linear unabhingig = AV1,..., AV, € R™ linear unabhdingig
_>
2. Rang f=m, Kern f ={0}

Die zweite Aussage bedeutet, dass lineare Abbildungen, die durch invertierbare Matrizen gegeben

sind, sowohl surjektiv als auch injektiv (Ubung) sind.

1.5.4 Anwendung auf LGS

—>
Es sei A € Mat,, , Koeffizientenmatrix eines LGS mit rechter Seite b € R™. Sei f : R" — R™,
%
f(?) — A7 die zugehérige lineare Abbildung. Dann gelten L(aj0) = Kern f und IL(A‘?) =f1(b).

Nach Bemerkung 66 gilt also n — r = dim Kern f wobei r aus einer sZSTF von A kommt.
thm:ranZSTF

Satz 83. Sei A € Mat,,,, und r € N aus der sZSTF von A wie in Definiton 18. Dann gilt r =
Rang A.

Mit dem Rangbegriff konnen wir nun Losungsmengen von LGS charakterisieren.

— —
Satz 84. Es sei A € Mat,,,,, b € R™ und (A| b) erweiterte Koeffizintenmatriz eines LGS. Dann
gelten:

1. Rang(A|7) = Rang A < LGS ist losbar mit dim L(49) = n — Rang A

2. Rang(A|?) > Rang A & LGS ist nicht losbar
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Beweis Ergibt sich direkt aus Satz 28 und Satz 83. U

_>
Beispiel 85. Wir betrachten eine erweiterte Koeffizientenmatrix A| b ) wie folgt:

0 1 1 20 2|bh 011201 by
0 -1 =1 2 0 0fby = 000 4 0 2|b+bo
0 0 0 20 1/bs 000201 b3
011201 by
= 000201 b3
00 0 0 0 O0by+0by—2bs

Durch weitere Umformungen kann man eine sZSTF herstellen, aber man sieht so bereits, dass der

Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix genau dann 2 ist wenn by +by —2b3 = 0 gilt. Die homogene
%

Losungsmenge hat daher die Dimension 6 — 2 = 4. Andernfalls ist Rang(A| b) =3 > 2 = Rang A

und es gibt keine Losungen.



Kapitel 2

Virtuelle Verkettungen

2.1 Kurven und Schatten

Wir betrachten ,, Kreuzungen “, , Strange“und Anleitungen wie diese in der Ebene verbunden werden
sollen. Etikettierungen der Enden der Kreuzungen geben an, welche Enden miteinander durch eine

Kurve verbunden werden sollen.

‘9/\> ><c/\><

Im rechten Beispiel scheint es ohne einen weiteren Doppelpunkt nicht zu klappen. So ergeben sich
zwei Typen von Doppelpunkten. In beiden Fiéllen haben wir Kurven in die Ebene gezeichnet. Wir

wollen prézisieren, was wir unter einer giiltigen Kurve verstehen wollen:

1. Schnittpunkte werden von héchstens zwei Abschnitten der Kurve erzeugt. Soche Schnittpunkte

heiflen Doppelpunkte.

2. Die Kurve ist ,,glatt”, das heif3t es gibt keine ,,Ecken“, so dass es an jedem Punkt eine Tangente

an die Kurve gibt. An jedem Doppelpunkt gibt es genau zwei verschiedene Tangenten.

3. Die Kurve kann durch endlich vieleStrecken approximiert werden.

Beispiel 86.

29
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20, (L

6\]6'9\10550/‘\3 ﬂhbﬁ vxL?vl_ a(sﬂ\(oswue Kurve

Kuyve
9@ M& y @ wild_jalh s
(vg) (uy 2)
V7 s o)
wa L)

Definition 87. Eine Menge von n € N geschlossenen giiltigen Kurven nennt man Schatten. Eine

einzelne solche Kurve nennt man Komponente. Eine Kante ist ein Segment der Kurve zwischen zwei

® 8
A I(ouwoweb\l{/\ A Kompo/w-llﬁ

X :DOWL\(?W\H@ 3 rcbﬂw{(('\/‘\kk
4 Wenm deA b Ko—\n’vk"\

Doppelpunkten

Beispiel 88.

Bemerkung 89. Ein Schatten mit n € N Doppelpunkten besitzt 2n Kanten.

2.2 Virtuelle Diagramme
dfn:vD
Definition 90. Ein virtuelles diagramm ist ein Schatten zusammen mit Kreuzungsinformationen

der Art
3 A =

klassische KM%UV\? virtuelle Krw?uﬂﬂg
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Ein virtuelles Knotendiagramm hat genau eine Komponente. Ein virtuelles Verkettungsdiagramm

hat mehr als eine Komponente. Ein Bogen eines virtuellen Diagramms beginnt und endet an einer

unterkreuzenden Information einer klassischen Kreuzung.

Beispiel 91.

) virketler Klecldtkuokn

Bogon
C) O ‘(’m\! iales K»O(“

6
) @% \<islai uols Kwo lem

d) (DJ [Clebladtkino dmn e) vivkeeller Hpf
6 Ve ketluu
B ¢

HO[’& — \/Kttd}uug/

2.3 Raumliche Verkettungen

Eine virtuelles Diagramm ohne virtuelle Kreuzungen (also nur mit klassischen Kreuzungen) 143t
sich in R? wie folgt interpretieren: man zeichnet das Diagramm in R? und ersetzt die Kreuzungen
durch dreidimensionale Kugeln. Aulerhalb dieser Bélle verldauft das Diagramm in der Ebene. Man

erzeugt Uber- und Unterkreuzungen, indem man die Stringe iiber die jeweiligen Halbkugeln fiihrt.
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u

Pojekbion im ", - Ricldung’

wf R

So ergibt sich eine Kurve in R3, die eine klassische Verkettung reprisentiert. Durch eine orthogonale
Projektion in x3-Richtung auf die Ebene erhélt man den Schatten zuriick. Dabei verliert man
die Kreuzungsinformationen. Orthogonale Projektionen lassen sich mit Hilfe der linearen Algebra
formalisieren. In den 20er Jahren des 20ten Jahrhunderts hat Kurt Reidemeister bewiesen, dass die
Theorie der klassischen Diagramme (damals gab es noch keine virtuellen) dquivalent zur Theorie
der klassischen Verkettungen im Raum ist. In den 90er Jahren erfand Louis Kauffman die virtuellen
Diagramme und erst Anfang der 2000er wurde von Greg Kuperberg deren geometrische Bedeutung
geklart. Es handelt sich um Diagramme, die man statt in die Ebene zum Beispiel auf einem Torus

zeichnet.

2.4 Reidemeister-Bewegungen

Wann sollen zwei virtuelle diagramme als gleich betrachtet werden? Dazu betrachten wir Dia-
grammbewegeungen. Beziiglich der Bégen sollen ,,Dehnungen“und ,, Verschiebungen“den Typ des

Diagramms nicht verédndern. Solche Diagramm bewegungen nennen wir ebene Isotopie.

dfn:vkreide

Definition 92. Zwei virtuelle Diagramme heiflen dquivalent, wenn sie durch eine endlich Folge von

ebenen Isotopien, Reidemeister-Bewegungen oder virtuellen Reidemeister-Bewegungen ineinander

uberfithrt werden konnen.
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Beispiel 93. Zwei dquivalente Diagramme des virtuellen Kleeblattknotens.

thm:reideaequ
Satz 94. Die Reidemeister-Bewegqungen definieren eine Aquivalenzrelation auf der Menge Vy der

virtuellen Diagramme.
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Beweis O
dfn:virtverkett

Definition 95. Ein:e virtuelle:r Verkettung bzw. Knoten ist eine Aquivalenzklasse eines virtuellen

Diagramms. Die Menge der virtuellen Verkettungen ist V := {[D] | Dist virtuelles Diagramm}.
Eine Verkettung L € V heifit klassisch, falls es ein zu L dquivalentes Diagramm mit L = [D] gibt.

2.5 Orientierte Diagramme

Ein virtuelles Diagramm heift orientiert, falls jede Komponente mit einer Durchlaufrichtung verse-

hen ist. Dies geschieht durch Anfiigen eines Pfeils an eine Komponente zum Beispiel

Fiir die Aquivalenz orientierter virtueller Diagramme benétigen wir orientierte Reidemeister-Bewegungen.
Diese ergeben sich aus den Diagrammbewegungen der Definition 92, indem man alle Moglichkei-
ten betrachtet die Strange mit einem Pfeil zu versehen. Das ergibt zum Beispiel zwei orientierte

Reidemeister-Bewegungen vom Typ I und II wie folgt
—_ =
QL’ /Q@/]HZ\O{\ZQ@\ZHZ\O
g RL Y0 57
( & &> )
g [ — ¢
— <~
3, = N( — G
~— Y4 >

Dj - CD(/ D ;@j

Die vierte Moglichkeit zu Reidemeister 11 ergibt sich durch Drehung der ersten um 180 Grad. Da
eine RM III Bewegung drei Strange hat, ergben sich 8 mégliche orientierte Bewegungen. Diese lassen

sich mit Hilfe von orientierten RM II auf eine einzige zuriickfiihren, ndmlich

A e N5
DR XA,
NEERYAY
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2.6 Selbstschnittzahl und Verschlingungszahl

2.6.1 Verkettungsinvarianten

Es sei S eine Menge. Eine Verkettungsinvariante / ist eine Abbildung I : V — S, die dquivalenten
Verkettungen dasselbe Bild zuordnet. Sind Dy, Dy € V dquivalent, so gilt 1(D;) = I(D5). Man kann

dabei die Aquivalenz orientierter oder nicht-orientierter Diagramme betrachten. Damit gilt
I(Dy) # 1(Dy) = Dy # Ds.

Mit Hilfe einer Invariante kann man also zeigen, dass Verkettungen nicht dquivalent sind.
cor:inv

Korollar 96. Es seien D, D" € V; Diagramme, so dass D' aus D durch eine Diagrammbewegung
hervorgeht. Eine Abbildung I 1V — S ist eine Verkettungsinvariante, falls I([D]) = I([D']) gilt.

Das Korollar besagt, dass man zum Nachweis einer Invariante die Auswirkungen auf die (virtu-

ellen) Reidemeister-Bewegungen priifen muss.

2.6.2 Selbstschnittzahl

In einem orientierten Verkettungsdiagramm ergeben sich zwei Typen von klassischen Kreuzungen.

Es sei ¢ eine klassische Kreuzung. Das Vorzeichen der Kreuzung definiert man durch e(¢) = +1 bzw.

€(c) = —1 geméf der folgenden lokalen Situation an der Kreuzung c:
(a) +1 crossing (b) —1 crossing

dfn:writhe
Definition 97. Die Selbstschnittzahl w(D) eines virtuellen Diagramms D € V, ist die Summe iiber

alle Vorzeichen der klassischen Kreuzungen, also

w(D) = Z e(c).

¢ klassische Kreuzung

5 Q) 8

(a) w(Ky) = -2

Beispiel 98.

(b) w(kKs) = —1
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thm:writhe
Satz 99. Die Selbstschnittzahl ist invariant unter allen Diagrammbewegqungen aufler der klassischen

Reidemeister- Bewegung I.

Beweis O

2.6.3 Verschlingungszahl
dfn:1k

Definition 100. Es sei D € V; ein orientiertes Diagramm mit n € N Komponenten C1, ..., C,. Es
sei C’;(D) die Menge der Kreuzungen, an denen die Komponente C; die Komponente C} iiberkreuzt.

Die Verschlingungszahl von C; iiber Cj ist definiert durch

Li(D):= Y eo).

CEC;(D)
Bemerkung 101.
1. Fir Cj(D) = § ergibt sich L£(D) = 0.
2. Die Zahl £(D) héngt von der Nummerierung der Komponeneten ab.

Beispiel 102. Fiir das folgende Diagramm D gilt £2(D) = —3 und £3(D) = —1.

-
k-

\ ¢

Satz 103. Die Verschlingungszahl E; st invariant unter Diagrammbewegungen nummerierter, ori-

thm:1k

entierter virtueller Diagramme.

Beweis O

Aus Korollar 96 erhélt man sofort folgende die Aussage.

Korollar 104. Die Verschlingungszahl E; st eine Invariante nummerierter, orientierter virtueller

Verkettungen.
ex:vklinking

Beispiel 105. Wir berechnen die Verschlingungszahlen der folgenden Verkettungen. Fiir das Dia-
gramm D auf der linken Seite ergibt sich £3(D) = 1,£2(D) = —1. Da sich in diesem Diagramm
die virtuellen Kreuzungen mit einer virtuellen Reidemeister-Bewegung II elimineiren lassen, er-
kennt man, dass die orientierte Hopf-Verkettung nicht dquivalent zur trivialen Verkettung mit zwei

Komponenten ist.
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Cl CQ y
Cy

Fiir das Diagramm D’ auf der rechten Seite sei C3 die mittlere Komponente. Dann ergibt sich

Ly(D') =0, L3(D") =0, Ly(D") =0, LYD") = -1, L3(D") = =2, LI(D') = 0.
thm:vklinkzwei

Satz 106. Fiir eine klassische Verkettung L mit zwei Komponenten gilt £3(L) = L3(L).
Beweis O

Korollar 107. Fir eine klassische Verkettung L mit n € N Komponenten gilt £}(L) = Li(L) fiir
alle 1 <1i,5 <n.

Beweis Folgt sofort aus Satz 106. U

Bemerkung 108. Es sei L € V mit £J(L) # L(L), dann ist L nicht klassisch. Es gibt also kein
Diagramm D € V,; ohne virtuelle Kreuzungen mit L = [D]. Das trifft auf Beipiel 105 zu.

2.6.4 Die ungerade Selbstschnittzahl

Wir haben gesehen, dass die Selbstschnittzahl eines Diagramms keine Invariante liefert. Indem
wir die Menge der Kreuzungen, deren Vorzeichen wir summieren, einschrinken, erhalten wir eine
Invariante von virtuellen Knoten.

Es sei D € V; ein orientiertes Knotendiagramm. Dabei seien ¢4, ..., ¢, die klassischen Kreuzun-
gen von D. Wir wéhlen einen Punkte b auf dem Diagramm, der kein Doppelpunkt des Schattens
sein darf. Nun durchlaufen wir D gemé&fl der Orientierung beginnend beim Startpunkt b. Daraus
ergibt sich eine geordnete Liste von Kreuzungen, in der jede Kreuzung zweimal auftaucht, sobald

wir wieder bei b angelangt sind. Wir tragen b, die Orientierung und die Liste auf einem Kreis ab:
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Es sei ¢;; = ¢, fiir j < k, also taucht ¢;; vor ¢;, auf dem Kreis auf. Wir verbinden ¢;; mit ¢;, durch
einen Pfeil, der von ¢;; nach ¢;, gerichtet ist, genau dann, wenn man bei ¢;; den iiberkreuzenden und
bei ¢;, den unterkreuzenden Strang durchléuft. SchlieBlich fiigen wir an jeden Pfeil das Vorzeichen

der Kreuzung an. Ein solches Diagramm nennt man Gauss-Diagramm zu D.

Ein Beispiel fiir eine klassische Verkettung:

rem: vkgausseven
Bemerkung 109. Es sei ¢ eine Kreuzung in einem Gauss-Digramm. Diese taucht zweimal auf. Sei
A, und B, die Anzahl der Markierungen (aus Kreuzungen), auf den beiden Kreissegmenten, die
durch c¢ geliefert werden. Dann sind A, und B, entweder beide gerade oder beide ungerade, denn:
falls nicht, ist die Anzahl A.+ B.+ 2 aller Markierungen ungerade. Da aber jede Kreuzung zweimal
durchlaufen wird, also zweimal auf dem Kreis auftaucht, muss die Anzahl aller Markierungen gerade

sein.
Wegen Bemerkung 109 ist die folgende Definition mdoglich.

Definition 110. Es sei D € V; ein orientiertes Knotendiagramm. Eine Kreuzung ¢ von D heifit

gerade bzw. ungerade, falls A. (und B.) aus Bemerkung 109 gerade bzw. ungerade sind. Es sei

odd(D) die Menge aller ungeraden Kreuzungen von D. Wir definieren die ungerade Selbstschnittzahl
(engl. odd writhe) durch

woaa(D) == Y €(c).

c € oddp
. . . . . o ) lem:vkgerade
Lemma 111. Es sei L € V ein klassischer orientierter Knoten. Dann ist in einem Diagramm von

L jede Kreuzung gerade.
thm:oddinv

Satz 112. Die ungerade Selbstschnittzahl ist eine Invariante orientierter virtueller Knoten.

Korollar 113. Ist w,qq(D) # 0, so folgt aus Lemma 111, dass D kein klassischen Knoten reprisen-

tiert.

Beispiel 114. 1. Der rechtshéndrige virtuelle Kleeblattknoten.

D - D
Es ist odd(D) = {1, 2}, also gilt wegq(D) = —2. Damit ist D nicht-trivial und nicht-klassisch.
AuBerdem auch verschieden vom linkshandrigen virtuellen Kleeblattknoten (Vertauschen der

Vorzeichen der Kreuzungen).
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2. Kinoshitos Knoten.

- \

Hier ist odd(D) = {1,2,3,4} also wega(D) = 0. Auf diese Art kénnen wir D daher nicht vom

trivialen Knoten unterscheiden.

2.7 Das Klammerpolynom

Im Jahr 1984 verdffentlicht V.Jones eine Arbeit {iber eine polynomielle Invariante klassischer Ver-
kettungen. Dieses Polynom wird spéater nach ihm bennant und heifit Jones-Polynom. Dafiir erhielt
er 1985 die Fields-Medaille. Gegen 1987 fand L.Kauffman einen kombinatorischen Weg das Jones-

Polynom zu erhalten. Im Gegensatz zu der Arbeit von Jones ist dieser Zugang frappierend elementar.

Dieses Polynom heiffit Klammerpolynom von Kauffman. Es ist ein Polynom in den Variablen A und
A~Y zum Beispiel 2472 + 3 + A°.

dfn:skein
Definition 115. Es sei D € V), ein virtuelles Verkettungsdiagramm. Das Klammerpolynom < D >

wird sukzessive mit den folgenden Regeln berechnet.

1. skein relation
KD = A Q) + AME)
2. Vereinigung mit trivialem Knoten

<OUL>=—(A*+ A< L>

3. Normierung
<0>=1

:b ket
Bemerkung 116. [rem:bracke

1. Regel I liefert zwei neue Diagramme mit jeweils einer klassischen Kreuzung weniger. Ist n € N
die Anzahl der klassischen Kreuzungen, so ergebn sich durch wiederholtes Anwenden der Regel

[ insgesamt 2" Diagramme ohne klassische Kreuzungen (virtuelle kann es geben).
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2. Die Auswahl der Kreuzungen bei Regel I ist beliebig. Das Klammerpolynom héngt davon
nicht ab, allerdings ist das zu diesem Zeitpunkt noch vollig unklar! Wir behandeln das spéter.

ex:baumtrefoil
Beispiel 117. Der virtuelle rechtshindrige Kleeblattknoten

KD = AWM + APEEH

o

O

.

{00y = 1 q
©9. (A=A 1

Das Klammerpolynom berechnet sich nun, indem man die Gewichte entlang der Pfade multipliziert
und diese aufsummiert:

<D> = A A (A=A )+ A A 14+ A A 1+AT AT

(2.1)
= —A*414 472

(2.2)

Satz 118. Das Klammerpolynom ist invariant unter allen Reidemeister-Bewegungen aufSer der
klassischen Reidemeister-Bewegqung 1. Hier gelten:

() =A™ &>
CRY ==A> K

Beweis

O

Wir wollen aus der Klammer eine Invariante machen, dazu miissen wir uns um Reidemeister-
Bewegung I kiimmern.

Definition 119. Es sei D € V; eine orientierte virtuelle Verkettung. Dann heif3t

fo(A) = (=43P < D>

das f-Polynom oder normierte Klammerpolynom von D.
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Satz 120. fp st eine Invariante orientierter virtueller Verkettungen.
Beweis U
Bemerkung 121.

1. Zu einem orientierten Knotendiagramm D sei —D das Diagramm mit entgegengesetzter Ori-
entierung. Dann gilt fp(A) = f_p(A), denn: fiir Knoten éndert sich die Selbstschnittzahl
nicht, wenn man die Orientierung umkehrt. Daher ist das f-Polynom eine Invariante fiir un-

orientierte Knoten.

2. Zu einem orientierten Verkettungsdiagramm D, sei D das Diagramm, das durch Andern (plus

zu minus, minus zu plus) aller Vorzeichen der Kreuzungen hervorgeht. Dann gilt fp(A) =
f(A™). (Ubung)

2.8 Das Zustandsmodell (engl. state sum)

Wir kommen zuriick auf Bemerkung 116 und wollen nun die Wohldefiniertheit der Klammer be-

sprechen.

dfn:state
Definition 122. Es sei D € V; ein virtuelles Diagramm und ¢ eine klassische Kreuzung von D.

Wir definieren die A-Aufspaltung und die B-Aufspaltung von ¢ wie folgt:

A0 D

C A 3

Ein Zustand Von D ist eine Wahl von Aufspaltungen an jeder Kreuzung von D. Sind ¢y, ..., ¢,
die klassischen Kreuzungen von D, so bezeichnet s(z1,...,x,) mit z; € {A, B} einen Zustand mit
Aufspaltung z; an Kreuzung ¢;. Es sei S die Menge der Zustdnde von D. Fiir s € S sei af(s)
die Anzahl derA-Aufspaltungen und f(s) die Anzahl der B-Aufspaltungen. Der Zustand s ist ein
Diagramm ohne klassische Kreuzungen, die Anzahl der Komponenten von s bezeichnen t man mit
|s].

ex:statetref

Beispiel 123. Die Zusténde des virtuellen Kleeblattknotens aus Beispiel 117 sehen so aus:
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& & {2

s=s(AMeS  5-s(AB)ef Sy=s(BAl 5= 5(BB)

d () = 2 o (52) =1 {(s3) =1 d4)=c
(s =D (pls) =1 s =1 (s) = 4

[l =2 (52l =4 |53 =1 [s4( =1

Man erkennt an diesem Beispiel, dass ein Diagramm mit n klassischen Kreuzungen genau 2"

Zustande besitzt.
dfn:statesum

Definition 124. Es sei D € V,;. Die Zustandssumme (engl. state sum) von D ist definiert als

<D>= ZAa(s)—/a’(s)d\s\—1

seS
mit d := —A%? — A2,

Die Zustandssumme erhélt dasselbe Symbol wie die Kauffmann-Klammer. Das liegt an dem

folgenden

thm:stateisbracket
Satz 125. Die Zustandssumme erfillt die Bedingungen aus Definition 115.
Beweis An einem BEispiel klargemacht. 0

Korollar 126. Nach Satz 125 laf$t sich < D > aus Definition 124 mat der Definition 115 berechnen.
Dabei ist die Reihenfolge der Auswahl der Kreuzungen in Regel 1 unerheblich, denn sie spielt in

Definition 124 keine Rolle (denn egal wie man nummeriert: es wird iber alle Zustinde summiert).

Beispiel 127. Die Zustandssumme aus Beispiel 123 sieht so aus:

4
<D> = ZAa(sz-)—ﬁ(si)dm_l
=1

= Ad+14+1+A%2=—-A*+1+ A2



2.9. ZUSAMMENHANGENDE SUMME 43

Als weiteres Beispiel berechnen wir das f-Polynom einer orientierten virtuellen Hopf-Verkettung

auf zwel Arten.

Fot ma @ o 00 Lo ds - Polgron
=t

u(

108 = CANT ) = -4 > @

(DY = A(@)fAA( N

= Axr Al
@ = AT [Ara) = SAT - AR
VM /w\rl a\l( (J:y.SLG«/\elsel/Mn—e 7

@ @ - A 4T RS

= 5(A) 5. 07 $(%) - A+ A?
als) =4 d(s)=0
()= 0 b(5) =1

2.9 Zusammenhingende Summe
dfn:consum

Definition 128. Es seien Dy, Dy € V; virtuelle Knotendiagramme, die durch eine Gerade getrennt

©

Es seien b; und by Punkte auf den Schatten von D; bzw. D,, die keine Doppelpunkte sind und die

voneinander liegen:

sich durch eine Kurve verbinden lassen, die keine der beiden Schatten schneidet.
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ba .

Da § e

Die zusammenhingende Summe von D mit Dy wird mit Di# D, bezeichnet und wird wie folgt

gebildet:

Bemerkung 129. Fiir klassische Knoten hiingt der Knotentyp der zusammenhé&ngenden Summe
nicht von der Auswahl der Punkte auf den Schatten ab (ohne Beweis). Fiir Knoten mit virtuellen

Kreuzungen gilt das im allgemeinen nicht.

Fiir das f-Polynom erhalten wir folgenden zentralen
thm:fpolconsum

Satz 130. Fir virtuelle Knotendiagramme Dy, Dy € Vy gilt fp,2p,(A) = fp,(A) - fp,(A).
Beweis O

Beispiel 131. Kishinos Knoten ist die zusammenhéngende Summe zweier trivialer Knoten. Daher
gllt fKishino(A) =1-1=1

2.10 Spiegelbilder

dfn:vkspiegel
Definition 132. Das vertikale Spiegelbild DY eines Diagramms D € V,; entsteht durch Abéndern

aller Vorzeichen der klassischen Kreuzungen. Das horizontale Spiegelbild D" entsteht durch Spie-

gelung des Diagramms an einer Geraden, die den Schatten des Diagramms nicht schneidet.

Beispiel 133. Der virtuelle Knoten 3.4 links und rechts sein vertikales Spiegelbild:

—
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Der virtuelle Knoten 3.4 links und rechts sein horizontales Spiegelbild:

e S

Hier gelten D # DY, D # D" und D* = D" (ohne Beweis).

Bemerkung 134. Fiir klassische Verkettungen gilt stets D¥ = D". Der klassische Kleeblattknoten
ist nicht fiquivalent zu seinem Spiegelbild (Ubung). Der Achterknoten indes ist dquivalent zu seinem
Spiegelbild:

thm:fpolspiegel
Satz 135. Fiir D € Vy gelten:

1. fp(A) = fp(A™Y)

2. fp(A) = fpn(A™H)
Beweis Ausgelassen O
Bemerkung 136. Nach Satz 135 kann das f-Ploynom Spiegelbeilder nicht voneinander unterschei-

den, denn es gilt fpo(A) = fp(A™Y) = fpr(A).

2.11 Farbungen

2.11.1 3-Farbungen

Definition 137. Eine Farbung eines Diagramms D € V,; mit Farben aus einer Menge F ist eine
Etikettierung jedes Bogens des Diagramms mit einer Farbe aus F. Ein Diagramm heif3t 3-gefarbt,
wenn es eine Farbung mit Farben aus F = {0, 1,2} gibt, bei der an jeder klassischen Kreuzung
genau eine oder alle drei Farben auftreten. Eine Farbung mit nur einer Farbe fiir jeden Bogen nennt

man trivial. Ein Diagramm D € V; heifit 3-farbbar, wenn es eine nicht-triviale Féarbung von D gibt.

Beispiel 138. 3-Farbungen lassen sich gut mit Farben darstellen.
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< O

"' .‘vm'l
i = divicl ‘ bl & ferlber

: N -
(- (1 )3
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mit Y {:ULLU’ ?- f&v',lacr

Satz 139. 3-Fdrbbarkeit ist eine Inavariante virtueller Verkettungen.

Beweis U
Korollar 140. Der klassische Kleeblattknoten ist nicht dquivalent zum trivialen Knoten.
Beispiel 141. Der Achterknoten lé3t sich nicht nicht-trivial 3-farben. Also ist er nicht dquivalent

zum Kleeblattknoten.

2.11.2 Fiarbungen modulo n

Wir betrachten Z, :={0,1,2,...,n — 1} zusammen mit der modularen Arithmetik. In Z, gilt zum
Beispiel 6 =2 mod 4 oder —1 =3 mod 4.

Definition 142. Ein Diagramm D € V, heifit farbbar modulo n, falls es eine nicht-triviale Farbung

der Bégen von D mit Farben aus Z, gibt, so dass an jeder klassischen Kreuzung
3\/
z X

die Bedingung 2z = x +y mod n gilt.

Beispiel 143. Eine Féarbung modulo 3 des Kleeblattknotens kann so aussehen:

9\")1

Korollar 144. Ist D farbbar modulo n, dann tauchen an jeder klassischen Kreuzung drei verschie-

dene oder drei gleiche Farben auf.
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Beweis U
Satz 145. Fdirbbarkeit modulo n ist eine Invariante virtueller Verkettungen.

Beweis O

Bemerkung 146. Um eine Farbung modulo n zu erhalten, muss man ein LGS in Z,, 16sen. Dabei ist
die Anzahl der Gleichungen gleich der Anzahl der Kreuzungen von D und die Anzahl der Variablen
gleich der Anzahl der Bogen. Die Anzahl der Bégen ist gleich der Anzahl der Kreuzungen (Ubung),
daher ist das LGS quadratisch.

Beispiel 147. Wir versuchen Farbungen des Achterknotens zu finden. Dazu stellen wir zunéchst
das LGS auf.

A, = Xyt X3 ()
;(7‘({ 2 Kt X ("")
2%, T X+ ¥g (%)

2X3 = xl_+ X‘( (“‘)

ya {ql' |<o< \[\( /Mﬂﬁl'vh(

20 1 1 O Z 1 -3

11 0 -2 110 -1

1 -217 Q0 0 -3 1 &4

0 1 -2 1 0 1 -2 1

Zunéchst suchen wir Losungen modulo 3.

Tt addle Modulo 2 D 2 1 O
11 01
0 0 1
o 1 1
)

=D)(33—2x\13>(¢r=b )(lzﬂj_xfx}#) X, = X,

= b gaLjr ko me */”r F’ivlwma,

Dann Lésungen modulo 4.
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Bevedhbe Module 4

O Z 1-3 0 2 11 0 0 -3 -1
110-L _ 4 190 3 10-1 4
0 31 2 6 1 1 2 0 0-1 1
0 1 -2 1 o1 2 1 0 4 2 1

0 0 134 O 00 o
=’102_’l‘\—-7’100-5'

00 31 - 0 D4 2

o1 2 1 0 10 -5
=D X1f_5xw.xzi5;“v,7‘3:‘—”>?‘v?’<y

=7<<.f = Y

Und Loésungen modulo 5.

Behedile Modwl &

1 -3 0 21 2 O00 0O
110-L _140% 1022
0 -3 1 4 O 2 1 2 0O 00 0
0D 1 -2 1 o 1 2 1 01 3% 1

= K= A4 =0 X = IAE3 X = At

X INYBR 2 3

::; ] zkwh N ; + f (Z) Mpets
“ : v 14=3

Bwn Bespiel A=t Lefok F) .,
sdo A=L  Lefed 0-%, \?‘ziz ’

X, =4, Xy =4, %572, %-0

e dmdee ?&/W«a INAY



Kapitel 3

Zahlentheorie und ihre Anwendungen

3.1 Division mit Rest

In den ganzen Zahlen Z rechnen wir im {iiblichen Sinn - und +. Es gibt eine Division mit Rest, das
bedeutet: zu m,n € Z gibt es ¢,r € Z mit 0 < r < n, so dass m = gn + r gilt. Fiir n = 10 und

n = 10 zum Beispiel 43 =4 - 10 + 3. Im Fall » = 0 sagen wir n teilt m und schreiben n|m.

Definition 148. Zun, m € Z heifit ggT(m, n) := max{z € Z|z|m und z|n} der groBte gemeinsame Teiler

von m und n.

lem:ggt
Lemma 149. Es sei m = qn +r mit ¢ # 0. Dann gilt ggT(m,n) = ggT(n,r).

Beweis U
Satz 150 (Bezout). Zu m,n € Z gibt es a,b € Z, so dass ggT(m,n) = am + bn gilt.

Beweis 0J

Bemerkung 151. Euklidischer Algorithmus. Wir berechnen ggT(101, 35).

101 = 2-35+31
35 = 1-31+4
31 = 7-443
4 = 1-3+1
3 = 1-3+0

Nach Lemma 149 ist ggT(101,35) = ggT(3,1) = 1. Riickwarts einsetzen ergibt

1=4-1-3=4—(31-7-4)=8-4-31=8(35—-1-31)—31=8-35—9-31 = (—9)- 101 + 26 - 35.
cor:ggt
Korollar 152. Sind a,b € Z teilerfremde Zahlen, dann existiert ein o' € {0,...,b — 1}, so dass

ad’ =1 mod b gilt.

Beweis O

49
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3.2 Primzahlen

Sein € N, n > 2. Die Menge der Restklassen auf Z, die bei Division durch n entstehen, nennen wir
Zy, .= {[0],, ..., [n — 1],,}. Eine Restklasse enthilt die Menge der Zahlen [a],, = {k-n +a|k € Z}.
Dabei heifit a der Reprisentant von [al,. Eine Addition und eine Multiplikation kann man auf Z,
wie folgt einfithren

[a]n, + [b]n :=[a+b]n, [a]n - [b]n = [a- D],

Man muss dann allerdings noch zeigen, dass diese Verkniipfungen nicht von der Wahl der Représen-

tanten abhidngen (das machen wir hier nicht). Es gilt
lal, =[b]n < [a—0b], =0, &{kn+(a—b)|ke€Z}={kn|ke€Z} <IN ecZ :b—a=In.

Das ergibt
lal, =[], < a=b modn.

Beispiel 153. Wir betrachten die Verkniipfungstafel fiir Z, = {0, 1,2, 3}. Dabei schreiben wir zur
Abkiirzung a fiir [als.

+10 1 2 3 0123
0(0 1 2 3 0/0 0 0 O
111 2 3 0 110 1 2 3
212 3 01 210 2 0 2
313 01 2 310 3 2 1

Man erkennt, dass die 2 kein multiplikatives Inverses Element besitzt.

Der grofite gemeinsame Teiler charakterisiert die multiplikativen Inversen in Z,,. Diese Aussgae

steht in dem

Satz 154. Es sei [a], € Z,. Es gilt folgende Aquivalenz:
dd' €Z : [a],-[d],=[1], < ggT(a,n)=1.
Beweis 0J

Es sei (K, +, -) eine Menge mit einer Addition und einer Multiplikation. Das neutrale Element der
Addition sei 0 , das neutrale Element Multiplikation sei 1. Man nennt K einen Korper, falls (K, +)
und (K\{0}, -) abelsche Gruppen sind und die Distributivgesetze gelten. Das bedeutet insbesondere,

dass in K jedes Element aufler der 0 ein multiplikatives Inverses besitzt.

Als Faustregel kann man sich merken, dass man in Koérpern rechnen kann wie in R oder Q.
thm:Zp
Satz 155. Ist p € Z eine Primzahl, dann ist Z, ein Korper.

Wir wollenzeigen, dass es unendlich viele Primzahlen gibt. Dazu brauche wir den folgenden

Hauptsatz der Zahlentheorie, den wir nicht beweisen wollen.
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thm:haupt
Satz 156 (Primfaktorzerelgung). Jede Zahln € N, n > 2 | lafit sich als Produkt von Primzahlpo-
tenzen schreiben, also n = plfl -...-pks. Diese Darstellung ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der
Faktoren.
Satz 157. Es gibt unendlich viele Primzahlen.
Beweis 0J

Beispiel 158. 1. Die Mersenne-Primzahlen sind von der Form 2" — 1 fiir n > 2.

2. Die Fermat’schen Zahlen (Fermat 1640) sind von der Form 22" + 1. Fiir n € {0, 1,2, 3,4} sind
das Primzahlen. Fiir n = 5 hat Euler (etwa 1732) gezeigt, dass es sich nicht um eine Primzahl

handelt. Fiir n > 5 ist das unbekannt.

Satz 159 (Primzahlsatz). Es sei w(x) die Anzahl der Primzahlen < z. Dann wdchst m(x) fir

T — 00 wie li
nr

Beweis Ausgelassen O

Bemerkung 160 (Sieb des Eratosthenes). Wir notieren die natiirlichen Zahlen aufsteigend von
links nach rechts bis zu einer frei wéhlbaren maximalen Zahl M. Dann streicht man die Vielfachen
der ersten nicht gestrichenen Zahl von links. Die néchste nicht gestrichene Zahl ist eine Primzahl.
Streiche deren Vielfache. die néchste nicht gestrichene Zahl ist die néchste Primzahl. So fahrt man

fort und erhalt eine Liste von Primzahlen.

3.3 Teilbarkeitsregeln

Lemma 161. Es seien a = b mod n und ¢ = d mod n. Dann gelten a +b = ¢+ d mod n und

ac = bd mod n.

Beweis O

Im 10er-System kann man eine Zahl n € N darstellen durch

k
n=> a;-10', a; €{0,1,...,9}.
=0
Also hat n die Stellen ajap_1 -+ - ag.
Satz 162. Es sein = Zf:o a; - 10" mit a; € {0,1,...,9}. Es gelten die folgenen Teilbarkeitsregeln.
1. 10ln < ag =0

2. 5ln & ap € {0,5}

3. 2n & ay€40,2,4,6,8}
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4. 4n < 4]|10a; + ag
5. 8In < 8|100ay + 10a; + ag
6. de{3,9}: dln < dQ(n) =, a;. Man nennt Q(n) die Quersumme von n

7. 11n < d|Q * (n) == Zfzo(—l)iai. Man nennt @Q x (n) die alternierende Quersumme von n

Beweis O

3.4 Fehlererkennung

Es sei V eine Menge. Eine Teilmenge C' C V heifit fehlererkennender Code, falls er folgende Prozedur

ermoglicht: ein Sender iibermittelt ¢ € C'| ein Empfanger erhélt ein moglicherweise verdndertes
¢ € V und priift, ob ¢ € C gilt. Der Code C' ist so angelegt, dass eine Priifprozedur durchgefiihrt

werden kann.

3.4.1 Paritédtscodes
eztdfn:pc

Definition 163. Es sei ¢ € N, ¢ > 2. Fir V := {a1a2---a,|ay,...,a, € {0,...,¢ — 1}} heifit
C:={amay---a, €Vl|a+ - +a, =0 mod ¢} Paritdtscode zur Basis ¢ der Linge n.

eztbsp:pc
W& Wir wihlen ¢ = 10 und n = 5. Also V := {ajasazaqas |ay, ..., a5 € {0,...,9}} und

C = {ajasazasas € Va3 + -+ a5 =0 mod 10}. Dabei ist ajasazay die Information und a; die
Priifziffer. Zum Beispiel ist 12340 € C', also 0 die Priifziffer fiir 1234. Dagegen ist zum BEispiel
12341 ¢ C.

Definition 165. Es sei C' ein fehlererkennender Code. Ein Element ¢ € C' wird Codewort genannt.
Wird ein Codewort an einer Stelle verdndert, so nennt man dies einen Einzelfehler. Werden zwei

verschiedene Stellen eines Codewortes vertauscht, nennt man dies einen Vertauschungsfehler.

Beispiel 166. Der Code aus 163 erkennt keine Vertauschungsfehler.
_‘_._'_'_,_,_——"

Satz 167. Der Code aus 163 erkennt Finzelfehler.

Beispiel 168. Um Vertauschungsfehler zu erkennen, stattet man Paritdtscodes mit Gewichen aus.
Zum Beispiel bei Kontonnummern:

Nummer 1 8 9 8 2 0 1 8
Gewicht 1 2 1 2 1 2 1 2
Produkt 1 16 9 16 2 0 1 16

Die Summe der Produkte ergibt 61. Aufrunden auf 10er ergibt die Priifziffer 9. Die Kontonum-
mer mit Priifziffer lautet also 189820189. Der Code lautet formal: C' := {a;---ag|a,...a9 €
{0,...,901 a1 +2-as--+2-ag+1-ag=0 mod 10}.
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eztdfn:pcg
Definition 169. Eine Menge C := {a;---a,|ai,...a, € {0,...,¢ —1},> ", g;a; = 0 mod ¢}

heifit Paritédtscode der Lénge n zur Basis ¢ mit Gewichten ¢y,...,¢9, € Z.

Lemma 170. Ist in Definition 169 die Zahl g, teilerfremd zu q, dann lisst sich die Prifziffer a,

aus ay, ..., a,_1 und den Gewichten berechnen.
Satz 171. Ein Paritdtscode aus Definition 169 erkennt
1. Vertauschungen an den Stellen i < j genau dann, wenn g; — g; teilefremd zu q ist.

2. FEinzelfehler an der Stelle i genau dann, wenn g; teilerfremd zu q ist.

Beispiel 172. Der ISBN-10-Code. Es ei ¢ = 11 und a; € {0,1,...,9, X} fiir 1 <i < 10.

3 — 528 — 12345 -— 1
Sprache Verlag Buch Priifziffer

Die Gewichte seien g; := 11 —i. Damit erkennt der gewichtete Paritédtscode C' sowohl Einzel- als

auch Vertauschungsfehler. Berechnung der Priifziffer:
1. 3-528-06783-aq¢ liefert Priifziffer a1g = 7.

2. 3-528-06786-a1g liefert a;p = 10 mod 11 also a9 = X.

3.4.2 Codes iiber Gruppen

Im folgenden sei (G, -) eine (moglicherweise nicht-kommutative) Gruppe, mit neutralem Element 1
und inversen Elementen ¢! zu g € G. Als Beispiele kenn wir (Q, +), (Z,, +) oder auch (Z,\{0},)

fiir eine Primzahl p.
eztdfn:gc

Definition 173. Ein Code iiber eine Gruppe (G, -) der Lange n mit Kontrollsymbol ¢ € G ist

gegeben durch
C:: {(gla7gn) € Gn|91929n20}

Beispiel 174. Die Gruppe (G, -) := (Z1, ) mit ¢ = 0 liefert den Paritdtscode aus Beispiel 164 mit

n=>5.
eztthm:gcef

Satz 175. Jeder Code aus Definiton 173 erkennt Einzelfehler.

Bemerkung 176. Der Beweis von Satz 175 zeigt, dass die Wahl des Kontrollsymbols unerheblich
ist. Der Vorteil von Gruppencodes ist, dass die Gruppen nicht kommutativ sein miissen. Man erhéalt

die folgende Verallgemeinerung um Vertauschungsfehler zu erkennen:
eztdfn:gcperm

Definition 177. Ein Code iiber eine Gruppe (G, -) der Lénge n mit Kontrollsymbol ¢ € G und

Permutationen 7y, ..., 7, € Sg := {7 : G — G | wbijektiv} ist gegeben durch

C:={(g1,---,9n) € G"|m1(g1)T2(g2) - - - - - Tulgn) = c}.
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Beispiel 178. Es sei (G, ) = (Z19,+) und C ein Paritdtscode mit Gewichten sy, ..., s,, die jeweils
teilerfremd zu 10 sind. Dann ist durch m; : Zig — Z19 gegeben durch x — s;x eine Permutation

gegeben. Wir zeigen dazu, dass m; bijektiv ist:

1. injektiv: m;(z) = m(y) = six = s,y mod 10 = s;(z —y) =0 mod 10 = 10|z —y =
r=y¢€{0,...,9}.

2. surjektiv: sei x € Zo vorgelegt. Nach dem Satz von Bezout gilt 1 = 10a + s;b fiir gewisee
a,b € Z. Also z = s;zb mod 10 und daher folgt m;(zb) = s;2b = = mod 10.

Insgesamt ist C' also ein Gruppencode mit Permutationen.
eztthm:gcpermfehl
Satz 179. Ein Gruppencode wie in Definition 177 erkennt
1. FEinzelfehler und

2. Vertauschungen an den Stellen i,i+ 1 firi € {1,...,n— 1}, falls fiir alle g,h € G gilt:
7Ti(9)mir1(h) # mi(h)Tisa(9)-

Bemerkung 180. In Z;y kann meine keine Permutationen derart wéahlen, dass die Bedingung aus
Satz 179.2 erfiillt ist. Soll die Priifziffer aus 10 Elementen wahlbar sein, braucht man eine nicht-

kommutative Gruppe mit 10 Elementen. Das fiihrt uns zur Betrachtung der Diedergruppe Ds.

3.4.3 Die Diedergruppe

Die Elemente der Diedergruppe Ds := {0,1,2,...,9} sind Isometrien des reguldren 5-Ecks. Das
sind Drehungen und Spiegelungen. Die Verkniipfung o ist die Hintereinanderausfithrung dieser Ab-

bildungen. Genauer gilt

ko= ':DmLuua v ke12°

fegen dem Uhm@uswm

kef\ &5} = Srie&(wj bin G\(;c\clw cler
PR RRR
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MAn rechnet nach, dass 501 = 1% 0 5 gilt. Damit erhilt man folgende Verkniipfungstabelle:

£ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
ofo 1 2 3 4 5 6 7 8 9
{1 2 3 4 0 6 7 8 9 5
202 3 4 0 1 7 8 9 5 6
303 4 0 1 2 8 9 5 6 7
414 0 1 2 3 9 5 6 71 8
515 9 8 7 6 0 4 3 2 1
616 5 9 8 7 1 0 4 3 2
717 6 5 9 8 2 1 0 4 3
$|18 7 6 5 9 3 2 1 0 4
919 8 7 6 5 .4 3 2 1 0

Satz 181. Die Diedergruppe (Ds,0) bildet eine nicht-kommutative Gruppe.

Beispiel 182. Der Banknotencode fiir Deutsche Mark. Wir betrachten nun die Permutation
0123456789
T o=
' 15762830094

und definieren 7, := 7¥ fiir k¥ € N. Auf den Scheinen kommen 10 Buchstaben vor, die wie folgt

durch Zahlen ersetzt werden:

01 2 3 45 6 7 8 9

Wir betrachten den Gruppencode zur Diedergruppe mit Kontrollsymbol ¢ = 0, n = 11, Permuta-
tionen 7" fiir 1 < k < 10 und 7y, = id. Die Priifziffer berechnet sich damit wie folgt:

m1(g1) o ma(g2) © ... 0 mi0(gr0) © 11 = 0 = g11 = (m1(g1) 0o ma(g2) 0 ... 0 Wlo(glo))fl .

Als Beispiel sei AU12107067Z eine Banknotennummer. Ohne Buchstaben ergibt das 0712107069.
Man berechnet 71(0) = 1, m(7) = 1,...,m(9) = 2 und daraus g;;' = 2 also g1 = 3. Somit ist
AU1210706Z3 die Geldscheinnummer mit Priifziffer. Der Code erkennt nach Satz 179 alle Einzelfeh-
ler. Dass Vertauschungen erkannt werden muss fiir alle Elemente und Permutationen nachgerechnet

werden. Immerhin sieht man sofort, dass Vertauschungen der letzten beiden Stellen erkannt werden.

3.5 Kryptologie

ist die Wissenschaft, die sich mit Ver- und Entschliisselung von Informationen und damit mit
der Informationssicherheit beschéftigt. Arbeitsfelder sind Verschliisselungsverfahren und digitale

Signaturen (Authentifizierung). Man unterteilt die Kryptologie in

1. Kryptographie (Symmetrische Kryptographie, Asymmetrische Kryptographie = Public-Key-
Verfahren)



56 KAPITEL 3. ZAHLENTHEORIE UND IHRE ANWENDUNGEN

2. Kryptoanalyse (Sicherheitsanalyse von Verfahren)

Ver- und Entschliisselung von Informationen dient dazu, Nachrichten zu {ibertragen ohne dass
Dritte die Informationen abfangen konnen, beziehungsweise die abgefangenen Informationen nicht
ohne weiteres lesen konnen. Bei symmetrischen Verschliisselungsverfahren besitzen Sender und
Empfinger denselben Schliissel S. Der Sender verschliisselt eine Nachricht mit S und verschickt
sie. Der Empféanger entschliisselt daraufhin auch mit S. Bei dr asymmetrischen Verschliisselung er-
zeugt der Empfanger einen offentlichen und einen privaten Schliissel. Den Privaten hélt er geheim.
Der offentliche wird bekannt gegeben. Mit diesem verschliisselt der Sender seine Nachricht. Der

Empfanger entschliisselt sie mit seinem privaten Schliissel.

3.5.1 Public-Key-Verschliisselung

Wir beschreiben das allgemeine Verfahren: jeder Teilnehmer T erhilt einen &ffentlichen Schliissel

E7r und einen privaten Schliissel Dy mit den Eigenschaften

1. Entschliisselungseigenschfaft: fiir jede NAchricht m gilt Dy (E7r(m)) = m. Der Geheimtext ist
also Ep(m).

2. Public-Key Eigenschaft: der private Schliissel ldsst sich in der Praxis nicht aus dem 6ffentlchen

Schliissel ermitteln.

Der Vorteil dieser Konstruktion ist, dass keine Schliissel ausgetauscht werden miissen. Dieses Ver-
fahren eigent sich daher auch gut fiir mehrere Teilnehmende.
Mochte man nicht Nachrichten iibertragen sondern Sender authentifizieren, so ersetzt man die

erste Bedingung durch die
1) Authentifizierungseigenschaft: Ep(Dp(m)) = m fir alle Nachrichten m.
Das Authentifizierungsverfahren lauft dann so ab:
e Sender verschliisselt m zu Dr(m) und verschickt m und Dy (m)
e Empfianger entschliisselt zu Ep(Dp(m)) und vergleicht mit m

Eine Kombination beider Verfahren gibt folgendes Beispiel einer zu verschickenden Mail.

Sender:

s1) Mail und Anlage werden mit einem Kennwort m verschliisselt (zum Beispiel mit einem sym-

metrischen Verfahren)
s2) Kennwort m wird mit dem o6ffentlichen Schliissel des Empféngers zu Ep/(m) verschliisselt
s3) Priifsumme s der Mail wird mit eigenem privaten Schliissel zu Dr(s) verschliisselt.

s4) Verschicken von s, Dr(s) und Er(m).
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Empféanger:

el) Entschliisselt s3) mit Public-Key des Senders zu E7(Dr(s)) und vergleicht mit der Signatur

s.
e2) Entschliisselt Einmalkennwort mit seinem privaten Schliissel zu Dy (E7 (m) = m.

e3) DEcodiert die Mail mit Kennwort aus e3).

3.5.2 Das RSA-Verfahren

Dieses Verfahren ist benannt nach Riverst, Shamir, Adleman (1978). Fiir sehr grofie Primzahlen
p,q € N, p # ¢ ist es einfach n = pg zu berechnen. Aber aus n € N die Primfaktorzerlegung
zu bestimmen ist sehr aufwéndig. Dieser Umstand liefert die Grundlage fiir die Sicherheit dieses

Verfahrens.

Satz 183 (Kleiner Satz von Fermat). Fir m € N und jede Primzahl p € N gilt:
M"@ mP'=1 mod p.

Beweis O

Definition 184. Die Euler’sche ¢-Funktion ist die Abbildung ¢ : N — N gegeben durch

¢(n) = {a € N| ggT(a,n) = 1}|.
Zun € Nist ¢(n) also die Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen < n.
Satz 185. Flir teilerfremde Zahlen m,n € N gilt p(nm) = ¢(n)p(m).
Beweis ausgelassen 0
Lemma 186. FEs seien p,q Primzahlen, t =1 mod p und x =1 mod ¢q. Dann gilt xt =1 mod pgq.
Beweis 0J

Satz 187 (Euler). Es seien p,q verschiedene Primzahlen und n = pq. Fir alle m,n € N gilt

kém)+l =1 mod n.

r B m

Beweis U
Beschreibung des RSA-Algorithmus:

1. Wéhle einen RSA-Modul n = pq mit sehr grofen verschiedenen Primzahlen p und ¢. Berechne
¢(n) = o(p)olq) = (p —1)(g = 1).

2. Wihle ein e € N mit ggT(e, ¢(n)) = 1. Berechne mit dem erweiterten Euklidischen Algorith-
mus ein d € N mit de =1 mod ¢(n). Dann gilt also ed = 1+ k - ¢(n) fir ein k € Z.
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3. Veroffentliche (e,n) als offentllichen Schliissel. Behalte (d,n) als privaten Schliissel geheim.
4. Stelle die zu verschliisselnde Nachricht als Zahl m mit m < n dar.

ba) Zur Nachrichtenverschliisselung wendet man auf m das RSA-Verschliisselungsverfahren an:

der Sender verschliisselt m mit Hilfe des offentlichen Schliissles des Empféngers zu ¢ := m*

mod n. Dann versendet er die Nachricht c¢. Diese wird vom Empfinger mit seinem privaten

d

Schliissel (d,n) entschliisselt, indem er ¢* mod n berechnet:

Cd

(m®)? = m* = m**™+ = mod n.
Also ergibt sich wegen m < n der Klartext.

5b) Zur Authentifizierung wendet man das RSA-Signaturschema an: der Signieredne erstellt seinen
d

privaten Schliissel (d,n) und die signierte Nachricht sig(m) := m® mod n. Dann iibermittelt
er m und sig(m). Der Empfanger priift die Signatur, indem er (sig(m))¢ mod n berechnet und
mit m vergleicht. Stimmen diese iiberein, so wurde m mit dem privaten Schliissel erschliisselt,
denn:

(sig(m))® = (m%)* = m® =M™ =m  mod n .
Beispiel 188. Es soll eine Nachricht von B nach A verschickt werden.

:_—_________..J

1. A

(a) wiahlt Nachricht m = 8 < 55.

(b) verschliisselt m = 8 mit (7,55) zu
c=8" mod5H5=64-8=9"-8=81-72=26-17=442=2 mod 55 .
(c) tibermittel ¢ =2 an B

3. B

(a) bestimmt privaten Schliissel (d,55) aus 7e = 1 mod 40 mit Hilfe des erweiterten Eu-
klidischen Algorithmus. Es ergibt sich d = 23 mod 40. Daher ist (23,55) der private
Schliissel.
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(b) entschliisselt ¢ = 2 zu

?=232=64%-32=9%-32=81-288=26-13=338=8=m mod 55.

Bemerkung 189. Theoretisch kann man beim RSA-Verfahren den Privaten aus dem offentlichen
Schliissel berechnen. Dazu muss man ¢(n) aus n berechnen. Wegen n = pg und p, ¢ unbekannt ist

das genauso schwierig wie p, ¢ aus n zu berechnen.

3.5.3 Symmetrische Verschliisselungsverfahren

Der Polybios-Code

Die Nachricht wird mit Hilfe einer 5 x 5-Matrix zu Zahlen codiert:

1 2 3 4 5
1/1A B ¢ D E
2|/F G H I,J K
3/L M N O P
4lQ R S T U
5\V WX Y Z

Das Wort LIEBE zum Beispiel wird zu 3124151215 .

Der Freimaurer-Code

Nach folgendem Schema wir jeder Buchstabe durch ein Zeichen ersetzt:

Bl C
F
H|I

Casar-Code

Schreibe das Klartext-Alphabet auf und darunter um einige Stellen versetzt nochmals dieses Al-
phabet.
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L el Al bt

VUX32ABCDEFLHRI JKELEANORARSTU
Erschie domn wie flgd s A V, B U us
v Bespiel 0 LIERE &7 QDTW L B
Spete (= 4500) wuvde dic Casar= Slebe e

den De SSlissel ™ 4o
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T\){mu-lt (VTN

Verfahren

ignere-

?olwgumkgclqa (odos vosichen ere &u&-oauﬁk-(wat

Das V

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ_
BCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZA

CDEFGHIJTKLMNO
IDEFGHI JKLMNO

U!\Jfb’ dom %ucLSvlC\LC’L fn ey dhon
2B des S&\stl\wﬂ— DACH

TUVWXYZAB

EFGHITKLMNOUP

FGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZABCDE
GHIJEKLMNOPQRSTUVWXYZABCDEFTF
HIJKLMNOPQRSTUVWXYZABCDETEG
ITKLMNOPQRSTUVWXYZABCDETFGH
JKLMNOPQRSTUVWXYZABCDETFGHI
' PQRSTUVWXYZABCDEFGHTI/J
QRSTUVWXYZABCDETFGHTI JK
RSTUVWXYZABCDEFGH] JKL-
STUVWXYZABCDEFGHTIITKLM
OPQRSTUVWXYZABCDEFGHIIJTKLMN
QRSTUVWXYZABCDEFGHI JXLMNOTP

PQRSTUVWXYZABCDEFGHIITKLMNDO
RSTUVWXYZABCDEFGHIJTKLMNOGP

Q
QR
R S
ST
TU
UV
v W

O wbD

L N P
MN O Q

STUVWXYZABCDEFGHI JKLMNOTP
TUVWXYZABCDEFGHI JKLMNOFP
UVWXYZABCDEFGHIJXKLMNO Q
VWXYZABCDEFGHIIJKL N P R
WXYZABCDEFGHIJTKLMNOPQRS
XYZABCDEFGHIJTKLMNOPQRST

YZABCDEFGHIJTKLMNOPQRSTUVWX
ZABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXY

Das Vigenére-Quadrat

ol twor sQuienge g huedeed

Des  \igeatie - Voo

Wie kann man einen Code knacken?

1. Systematisches Durchprobieren aller Schliissel. Das funktioniert gut, wenn es wie beim César-

Code wenige Schliissel gibt. Als Ausweg beim César-Code kann man diesen derart modifizie-

ren, dass man beliebige Permutationen des Alphabets als Geheimalphabet zulésst. Das ergibt

26! verschiedene Schliissel.
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2. Statistische Analyse: mache eine Haufigkeitsanalyse der vorkommenden Buchstaben. Je nach
Sprache gibt es typische Haufigkeiten. In der deutschen Sprache zum Beispiel: E=18%, N=10%.
Als Ausweg kann man mehrere Alphabete wie zum Beispiel beim Vigenere-Verfahren verwen-

den. Dies fiihrt zu einer Einteilung der Verfahren wie folgt:
Monoalphabetische Verfahren
sind Verschliissellungen, bei denen jedem Buchstaben genau ein Geheimbuchstabe zugeordnet wird.
Beispielsweise beim César-Code.
Polyalphabetiche Verfahren
sind Verschliissellungen, bei denen einem Buchstaben verschiedene Geheimbuchstaben zugeordnet
werden konnen. Zum Beispiel beim Vigenere-Verfahren.

Wie kann man den Vigenere-Code knacken?

Kennt man die Schliissellinge n, so sind die Buchstaben mod n mit demselben Alphabet ver-
schliisselt. Dann ldsst sich eine statistische Analyse durchfiihren. Kennt man die Schliissellange

nicht, wendet man das Iasiski-Prinzip an:

1. Suche im Geheimtext Buchstabenfolgen der Lange 2 oder ldnger, die mehrfach vorkommen.

2. Bestimme die Abstidnde zwischen je zwei solchen Folgen. In folgendem Beispiel ist der Abstand
der zwei ABC-Folgen gleich 6:

A B CD X F A BC(C
1 2 3 4 5 6

3. Bestimme den ggT der gesammelten Abstdnde und vermute: dieser ist ein Vielfaches der

Schliisselldnge.

4. Teste alle Teiler des gg'T' als Schliissellédnge.
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Beispiel 190. Wir betrachten den folgenden mit dem Vigenere-Code verschliisselten Text:
2eBpIe 29

SPLDEPCNXLI] H3 KRTRYEASXXNXLI

Vit Tolp NXLI kowwd md Abghed (5 2uewal vor.
Ve pdui + doselle Weettel /Gilbe wirde vorld tsselb
Ve duny o Mlen 452 26 Lol SN3sd und dac
Lenye 25 ode A5

Sleks hsde Anelyse o desen uiv die Linge m=§,
O wovdew wiv e Tolye der A, 6 A A
Buhstaben  ann l:]si::-ﬁ-. uad [{«lb des Tesed in devdela
Sprache Vet awinle) wndoskellen dess do 1aufisle
Bedstabe &o BT Bl Edgrclend vefelf men
pod dew 20,7 2 Bedistalew ond 5o weder.

SPTLPEPCVMXLIRYERT 23ASX _
D DI UT n - S \]ibe!—u&
PLUTO PLUTO PLUTO PLUTO PL

:Db\ Mhll ({,1{1,-? A’MQ\N{/\ U ‘\W'} l/V‘-\b\Sﬁ (lGS "l_f-)ﬂL A WLLO\
jo G Eslmge N gt i b 2B des
&,l»]lt:‘%d wa »{oq'rw\ ije,@re - VU,(&L\W— 6[Laqu clzr La.Lac
des U(\u(k)(lﬂs [ S0 ié* A& Cacl,e UV\LL\QC‘LLDO-(.



