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Hausaufgabe 12.I
Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

a) d(µ, ν) := ‖µ− ν‖tv definiert eine Metrik für Wahrscheinlichkeitsmaße µ, ν auf Z.

b) d(µn, µ)→ 0 für n→∞ genau dann, wenn µn ⇒ µ mit n→∞.

c) Sei δ > 0. Dann ist d(µ, ν) ≤ δ genau dann, wenn Zufallsgrößen X und Y mit Verteilungen µ
und ν existieren, so dass P(X 6= Y ) ≤ δ.

Hausaufgabe 12.II
Sei (Xi)i∈N eine Folge unabhängiger, auf {1, 2, . . . , n} gleichverteilter Zufallsgrößen und τn

k :=
inf{m : |{X1, . . . , Xm}| = k}. Dann ist τn

1 = 1 und für 2 ≤ k ≤ n sind τn
k − τn

k−1 unabhängig
und geometrisch verteilt zum Parameter 1− (k − 1)/n. Zeigen Sie:

a) Falls kn/
√
n→ λ ∈ [0,∞), dann gilt τn

k − k ⇒ Poi(λ2/2) für n→∞.

b) Sei µn,k = E[τn
k ] und σ2

n,k = Var(τn
k ). Falls kn/n→ a ∈ (0, 1), dann folgt (τn

k − µn,k)/
√
n⇒

σX für n→∞, wobei X eine N (0, 1)-verteilte Zufallsgröße ist.

Hausaufgabe 12.III (Abstände)
Sei Tn die Zeit des n-ten Eintreffens in einem Poisson-Prozeß mit Rate λ. Weiter seien
U1, U2, . . . , Un unabhängig, uniform verteilt auf (0, 1) und V n

k die k-test kleinste Zahl in {U1, . . . , Un}.
Zeigen Sie:

a) Die Vektoren (V n
1 , . . . , V

n
n ) und (T1/Tn+1, . . . , Tn/Tn+1) haben die gleiche Verteilung.

b) Ist λ = 1, V n
0 = 0 und V n+1

n = 1, dann gilt nV n
k ⇒ Tk.

Hausaufgabe 12.IV (Ausdünnung)
Seien N eine Poi(λ)-verteilte Zufallsgröße und (Xi)i∈N eine Folge unabhängiger, identisch verteilter
Zufallsgrößen mit P(Xi = j) = pj für j = 0, 1, . . . , k und ∑k

j=0 pj = 1. Weiter seien auch
X1, X2, . . . und N unabhängig, und es wird definiert Nj := |{i ≤ N : Xi = j}|. Leiten Sie her,
dass N0, N1, . . . , Nk unabhängig sind und, dass Nj eine Poi(λpj)-verteilte Zufallsgröße ist.
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