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Bitte legen Sie Ihre Losungen in das Postfach der Leiterin bzw. des Leiters
Ihrer Ubungsgruppe (Jonas Jalowy PF 159, Paul Buterus PF 123, Daniel
Altemeter PF 161 (im Kopierraum V3-128)). Heften Sie die Blitter in der
richtigen Reihenfolge zusammen, und schreiben Sie Ihren Namen als auch den
Namen des Ubungsgruppenleiters deutlich sichtbar und gut leserlich oben auf
das erste Blatt Ihrer Abgabe.

Hausaufgabe 2.1

a) Zeigen Sie, dass eine Verteilungsfunktion hochstens abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen
besitzt.
b) Seien C' die Cantormenge und F' die in der Vorlesung konstruierte Funktion.
(i) Zeigen Sie, dass F' eine Verteilungsfunktion ist.
(ii) Zeigen Sie, dass F keine Dichte bzgl. dem Lebesgue-Maf besitzt.
(iii) Sei p das zu F gehorige Mafs. Zeigen Sie, dass pu(C¢) = 0 gilt.

Hausaufgabe 2.11

Sei (2, F) ein messbarer Raum. Eine Funktion ¢ : Q — R heifit einfach, falls ein n € N
existiert mit

o) =3 emla, (W),
m=1

wobei die (¢)men reelle Konstanten und A, € F fiir alle m € {1,...,n} gilt.

a) Zeigen Sie, dass die Menge der F-messbaren Abbildungen die kleinste Menge von
Abbildungen ist, die die einfachen Funktionen enthilt und unter punktweisem Limes
abgeschlossen ist.

b) Seien X und Y reellwertige Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, 7, P).
Benutzen Sie Teil a) um zu zeigen, dass Y genau dann messbar bzgl. o(X) ist, wenn
es eine messbare Abbildung f : R — R gibt derart, dass Y = f(X).



Hausaufgabe 2.I11

(a) Sei X eine reelle Zufallsvariable mit stetiger Dichte f bzgl. dem Lebesgue-Maf. Es
existiere ein Intervall [o, 8] C R mit a < 3, a, B € R, derart, dass f = 0 auf [, 8]°
gilt. Sei g eine streng monoton wachsende, auf («, ) differenzierbare Abbildung mit
g'(t) = Lg(t) > 0 fiir alle ¢ € (o, B).

(i) Zeigen Sie, dass g(X) die Dichte dgy : R — R besitzt, definiert durch

flo™' ()
997 ()

(ii) Sei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit Dichte

1 (x—p)? .
o(z) = N> exp (—M fir x € R,

wobei 1 € R und o > 0. Nutzen Sie Teil (i), um die Dichte der Zufallsvariablen
Y = exp(X) zu berechnen.
Anmerkung: Die Verteilung von exp(X ) bezeichnet man als log- Normalverteilunyg.

dg(y) = fiir y € (g(«), g(8)) und 0 sonst.

(b) Die reelle Zufallsvariable X habe Dichte f bzgl. dem Lebesgue-Maf.

(i) Bestimmen Sie zuniichst die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable X2 und
anschlieRend mittels Differenzieren die Dichte von X2.

(ii) Bestimmen Sie nun die Dichte von X2, wenn X normalverteilt ist mit Dichte

1 (v —p)? .
o(z) = N exp <_M fir x € R,
wobei p € R und o > 0.

Anmerkung: In diesem Fall bezeichnet man die Verteilung von X? als x2-
Verteilung.

Hausaufgabe 2.1V

a) Gegeben seien Zufallsvariablen (X, )nen und X auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F,P) mit X, — X P-f.s. und eine stetige Abbildung f : R — R. Zeigen Sie,

o0

dass dann auch f(X,) — f(X) P-f.s. gilt.

b) Sei d € N.

(i) Zeigen Sie, dass eine stetige Funktion f : R? — R eine messbare Abbildung von
(R4, B(RY)) nach (R, B(R)) ist.

(ii) Zeigen Sie, dass B(R?) die kleinste o-Algebra ist, beziiglich der alle stetigen
Funktionen messbar sind.



