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Bitte legen Sie Thre Ldsungen in das Postfach der Leiterin bzw. des Leiters
Threr Ubungsgruppe (Jonas Jalowy PF 159, Paul Buterus PF 123, Daniel
Altemeier PF 161 (im Kopierraum V3-128)). Heften Sie die Blitter in der
richtigen Reihenfolge zusammen, und schreiben Sie Ihren Namen als auch den
Namen des Ubungsgruppenleiters deutlich sichtbar und gut leserlich oben auf
das erste Blatt Ihrer Abgabe.

Hausaufgabe 6.1
Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

a) Zeigen Sie, dass

d(X,Y):]E[ X — Y] ]

14X Y]

eine Metrik auf dem Raum der Zufallsvariablen definiert; hierzu priifen Sie die Figen-
schaften (i)-(iii) fiir beliebige Zufallsvariablen X,Y, Z:

(i) d(X,Y) =0 genau dann, wenn X =Y P-fs,,
(i) d(X,Y) = d(Y, X),
(i) d(X,Z) < d(X,Y)+d(Y,Z).

b) Zeigen Sie, dass fiir eine Folge (X, )nen gilt:

d(Xp,X) — 0 & X, —— X in Wahrscheinlichkeit.
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c) Zeigen Sie, dass der Raum der Zufallsvariablen unter der Metrik d(-, -), die in Teil a)
definiert wurde, vollstandig ist, d.h., dass aus d(X,, X,,) — 0 folgt, dass eine
,Mm—00

Zufallsvariable X, existiert derart, dass X,, —— X in Wahrscheinlichkeit.
n—oo



Hausaufgabe 6.11
Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X,,)n,en eine Familie von reellwertigen

Zufallsvariablen darauf.

a) Seien die (X, )nen unabhingig und identisch verteilt mit P[X; > z] = exp(—=z) fiir
x > 0 und sei M, = max{Xy,..., X}, n € N. Zeigen Sie, dass

X M,
i) li " _—1 P-fs. i " 31 Pfs.
(i) im sup Tog(n) S (ii) Tog(n) "o s

b) Seien die (X}, )nen unabhingig und identisch verteilt mit Verteilungsfunktion F(x) =
P[X; < z],x € R und sei (Ay)nen eine aufsteigende reelle Folge und

A, = {maX{Xl, ey Xt > /\n} fir alle n € N.

Zeigen Sie, dass

1 fall < (1=F\,)) =
P[A,, unendlich oft] = alls ZZO:I ( ( )) o0,
0 falls 35,7, (1 - F(\)) < oo.

Hausaufgabe 6.111

Sei (Y;)ien eine unabhéngige, identisch verteilte Familie von Zufallsvariablen auf (€2, 7, P)
mit Werten in R2. Fiir alle i € N sei Y; uniform verteilt auf der Kugel B;(0) mit Ra-
dius 1 um den Ursprung. Sei Xy = (1,0) und definieren Sie X,+1 = || Xy||Yny1 fiir alle
n €4{0,1,...}, dh. X;41 wird mit uniformer Verteilung aus der Kugel B x,,(0) gewéhlt.
Zeigen Sie, dass

1
EIOg(HXnH) —c P-fs.

und berechnen Sie die Konstante c.

Hausaufgabe 6.1V

Seien (X;)ien, (Yi)ien Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, ).
Fiir alle ¢ € N sei X; die Zeit, die zwischen dem Einschalten der i-ten Gliithbirne und dem
Ausfall der i-te Glithbirne vergeht, und Y; die Dauer bis sie gegen die (i+ 1)-te Glithbirne
ausgetauscht wird. Eine Gliihbirne leuchtet unmittelbar nachdem sie eingesetzt wird, und
bis sie ausfillt. Wir nehmen an, dass (X;);en und (Y;);en unabhingige Familien von
positiven, unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen sind mit E[X;] < oo und
E[Y1] < co. Fiir t > 0 sei R; die Gesamtzeit bis zum Zeitpunkt ¢, wihrend der unsere
Lampe gebrannt hat. Definieren Sie R; und zeigen Sie, dass

R, B[]

P-f.s.
t o0 E[X,;] + E[Y]] i




