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Hausaufgabe 9.I (Konvergenz von Maxima)

Sei (Xi)i∈N eine Familie unabhängiger, identisch verteilter Zufallsvariablen und sei F (·)
die Verteilungsfunktion von X1. De�niere Mn := max{X1, . . . , Xn}, n ∈ N.

a) Sei α > 0 und

F (x) =

{
1− x−α falls x ≥ 1,

0 sonst.

Zeigen Sie, dass für y > 0

P

[
Mn

n
1
α

≤ y
]
−−−→
n→∞

exp
(
−y−α

)
.

b) Sei β > 0 und

F (x) =


1− |x|β falls x ∈ [−1, 0],
1 falls x > 0,

0 sonst.

Zeigen Sie, dass für y < 0 gilt:

P

[
n

1
βMn ≤ y

]
−−−→
n→∞

exp
(
−|y|β

)
.

c) Sei

F (x) =

{
1− exp(−x) falls x ≥ 0,

0 sonst.

Zeigen Sie, dass für alle y ∈ R

P [Mn − log(n) ≤ y] −−−→
n→∞

exp
(
− exp

(
− y
))
.



Hausaufgabe 9.II

a) Zeigen Sie, dass die Gleichverteilung auf { 1n ,
2
n , . . . ,

n−1
n , 1} für n→∞ schwach gegen

die uniforme Verteilung auf [0, 1] konvergiert.

b) Es seien α > 0 und (Xi)i∈N eine Folge unabhängiger, uniform auf [0, α] verteilter
Zufallsvariablen sowie Yn := max{X1, . . . , Xn} und Zn := n(α−Yn) für n ∈ N. Zeigen
Sie, dass die Verteilung von Zn für n→∞ schwach gegen die Exponentialverteilung
mit Parameter 1/α konvergiert.

Hausaufgabe 9.III

Seien F und G Verteilungsfunktionen auf R. De�niere

ρ(F,G) := inf
{
ε : F (x− ε)− ε ≤ G(x) ≤ F (x+ ε) + ε für alle x ∈ R

}
.

a) Zeigen Sie, dass ρ(·, ·) eine Metrik auf dem Raum der Verteilungsfunktionen de�niert.

b) Zeigen Sie, dass für eine Familie (Fn)n∈N von Verteilungsfunktionen gilt

ρ(Fn, F ) −−−→
n→∞

0 genau dann, wenn Fn −−−→
n→∞

F schwach.

Hausaufgabe 9.IV

Sei (Xi)i∈N eine Familie unabhängiger, identisch verteilter Zufallsvariablen und sei X1

standard-normalverteilt. De�niere Mn := max{X1, . . . , Xn}, n ∈ N.

a) Wir wissen aus Satz 1.2.3, dass

P
[
Xi > x

]
∼ 1√

2πx
exp

(
−x

2

2

)
mit x→∞.

Zeigen Sie, dass für alle θ ∈ R

P
[
X1 > x+ θ

x

]
P
[
X1 > x

] −−−→
x→∞

exp(−θ).

b) De�niere bn derart, dass P
[
X1 > bn

]
= 1

n , n ∈ N. Zeigen Sie, dass

P [bn(Mn − bn) ≤ x] −−−→
n→∞

exp
(
− e−x

)
.

c) Zeigen Sie, dass bn ∼
(
2 log(n)

) 1
2 und zeigen Sie, dass

Mn√
2 log(n)

−−−→
n→∞

1 in Wahrscheinlichkeit.


