Wahrscheinlichkeitstheorie Il Christian Wiesel

1. Martingale, Stoppzeiten und Filtrierungen

1.1 Stochastische Prozesse und o-Algebren

1.2 Stoppzeiten

1.3 Martingale in stetiger Zeit

0. Zufallsvariablen
Sei im Folgenden (£, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Betrachte eine R%-wertige ZV
X;:Q > RY,  Abbild
X1: (0, F, P) - (R%, B(RY), PX{Y), dhd "t e
o(Xy) € F, d.h.X; ist F- messbar

A
:= o{{X, € B}|B € B(R?
BildmaR PX; != Verteilung von X ol € Bl (R}

Seien analog X, und X3 ebenfalls R%-wertige ZV auf dem gleichen W'Raum (Q, F, IP)
Vergleich zweier ZV‘en

P-f.s. X, =X, Pfs. :o PX, =X,]=1

in Verteilung  X; £ X, o PX, = Px,?

Gemeinsame Verteilung

«— Vorlesung vom 17.04.

Betrachte die ,zusammengesetzte’ ZV (X1, X5, X3) : (O, F,P) - (]R3d,B(]R3d),]P’(Xl,XZ,X3)_1)

Falls X1, X, und X5 unabhdngige ZV'en sind, so gilt:  IP(X1, X5, X3) "L PX, 'QPX, '@PX;*

'\1/'

1-dimensionale Randverteilungen von (X3, X5, X3)




1.1a Stochastische Prozesse (1/2)

Definition (1.6)

Ein stochastischer Prozess X

ist eine Familie X = (X,);so von R%-wertigen ZV'en X: (Q,F,P) > (R4, B(R4), PX;1),Vt =0
w = X (w) (messbare Abbildung!)

Ein stochastischer Prozess X heil’st messbar, falls die Abbildung

X: ([0,00) X Q,B([0,0)) ® F) - (]Rd,‘.B(]Rd)), messbar ist.
(t, w) = X (w)

feste ,Zeitpunkte’: ZV‘en, Verteilungen, (Messbarkeit) i festes ,Sample‘w € Q:  Pfade
festest > 0 :
Xt ,FP) - (Rd; B(Rd), ]PXt_l), R%-wertige ZV ([0, ), IB([O, 00)) - (Rd, B(]Rd)),
w _)Xt((l)) =1V H t _>Xt(w)

= 1-dim. Randverteilungen v . .
& t mégliche Pfadeigenschaften:

feste0 <1 <t < <t, < = R"-wertige ZV : i Stetigkeit

X, o X, ): nd nd _1\! RCLL (cadlag) :=rechtsstetig und
Xz, ) (Q,F,P) > (R 'B(R )'\P(th’ Xe,) })’ linke Limiten existieren

I LA
= n-dim. Randverteilungen v .. = Vty,tn 5 qu\,\/

1.1a Stochastische Prozesse (2/2)

Vergleich zweier stochastischer Prozesse X = (X;)tso und Y = (Yi)¢s0
(auf dem gleichen W'Raum (Q, F, IP) definiert)

Definition (1.3, 1.1, 1.29)

X und Y heilRen ununterscheidbar, falls IP)[Xt =Y, V0 <t< o] =1
I )
Y heiRt Modifikation von X, falls PX, =Y ]=1 vo<t<ow
[}

X und Y haben gleiche Randverteilungen, falls  P(X;_, ...,th)_l = P(Y;,, .., Ytn)_l
VREN, VO<t <t,<- <t, <o

(*) Gegenbeispiel (1.4)
Sei eine T eine nichtnegative ZV fur die eine Dichtefunktion bzgl. des LebesguemaRes existiert.

Insbesondere gilt also furallet > 0: P(T=1t)=0

Beobachtung
Setzenun X, :=0 Vi =0, A Y Modifikation von X:
0, t+T vt: PX; =Y |=P[T #t]=1
e R T

Aber: ]P[Xt = Yt, VO <t< OO]= 0




1.1b Filtrierungen (1/9)

Idee:

X1, X, und X3 R? wertige ZV‘en auf dem gleichen W'Raum (Q, F, IP)

Alle Ereignisse, (iber die man
— d 7 7
o(X1) = o{{X, € B}|B € B(RY)} bei Kenntnis von X (w)
immer entscheiden kann,
ob sie eingetreten sind oder nicht”
Bsp: X, =37 konstant! = 0X1) ={0,Q}

X, =idg: (Q:=1[0,1],F = B([0,1]),P = 1)~ ([0,1], B([0,1])) = o(X;) =B([0,1]) =F

w — W

Minzwurf mit rotem und blauem Wiirfel Xy == Augensumme X, = Differenz

Q:={1,..,6}x{1,..,6} (LD} € o(Xy)

Aber: (X{,X,) =F
F = P(Q) (Potenzmenge) {(34)} ¢ a(Xy) er: 0(X1,X2)

Es gilt aligemein:  0(X;) € 0(X;,X;) € 0(X1,X2,X3) C F

(i.A. keine strikten Inklusionen)

1.1b Filtrierungen (2/9)

Definition

Eine aufsteigende Familie (F;);so von Teil-a-Algebren von F heilt Filtrierung von F.
Fir eine Filtrierung (F¢)¢so giltalso: F,cF,cF VO<s<t

Sei nun wieder X = (X;);s0 ein stochastischer Prozess auf dem W‘Raum (Q, F, IP).
Fir jeden Zeitpunkt t > 0 ist also die ZV X; messbar bzgl. F, d.h.o(X;) cF vt =0

Definition

Definiere fur jedes t = 0 die vom Prozess X erzeugte c-Algebra :FtX =0X;|s<t)cF

Die Familie (F) ;>0 heilt die vom Prozess X erzeugte Filtrierung.

Beobachtung
Es gilt offensichtlich FX ¢ F¥ c F fiuralle0 < s <,

es handelt sich bei (F¥);s0 also tatsdchlich um eine Filtrierung.

Definition (1.9)

Sei nun eine beliebige Filtrierung (F;)ss¢ von F gegeben.

Der stoch. Prozess X heiBt (F;)-o-adaptiert, falls fiir alle t > 0 gilt: X, ist F,- messbar
d.h.o(X;) c F;

Beobachtung | ¥ ist (F,);s0-adapt. < FX c F,Vt =0




1.1b Filtrierungen (3/9)

Fir eine Filtrierung (F¢)¢so 8ilt: F,cF,cF VO0<s<t
Ff=0Xs<t)cF

(F¥)¢s0 heiRt die vom Prozess X erzeugte Filtrierung.

X ist (Fe)eo-adapt.: & X, ist Fi-mbVt >0 & c(X;) cF,Vt20 & FXcF vt=>0

Definition Sei eine Filtrierung (F;) o gegeben.

Foo = 0(Ugzo Ft) - (Ft)ezo heiBt

Fit+ =Ngso Frie rechtsstetig, falls  F.+ = F, vVt =0

S {TO, t = 0}
T lo(Uger F), t>0

Definition (1.11)

linksstetig, falls  F;- = Fy, Vt=0

Ein stochastischer Prozess X heilt progressiv messbar bzgl. (F,);so, falls Vt > 0 die Abb.
Xl[O,t]xQ: ([0,t] x Q,B([0,t]) ® F;) — (Rd,B(Rd)), messbar ist.

(s,w) = X;(w)

1.1b Filtrierungen (4/9)

Ein stochastischer Prozess X heilt progressiv messbar bzgl. (F,);s¢, falls Vt = 0 die Abb.

Xljo,qxa: ([0,2] x Q, B([0,t]) ® F;) — (Rd,B(Rd)), messbar ist.

Vergleich: ~U' 3 Modifikation

Ein stochastischer Prozess X heilst messbar, falls die Abbildung

X: ([0,0) X Q,B([0,0)) ® F) — (Rd,B(Rd)), messbar ist.

X ist (Fp)e=0-adaptiert : & X, ist Fi- messbar Vt = 0

Beobachtung

X progressiv messbar bzgl. (F;)tso = X messbar und (F;):>o-adaptiert




1.1b Filtrierungen (5/9)

Ein stochastischer Prozess X heilt progressiv messbar bzgl. (F,);s¢, falls Vt = 0 die Abb.

Xljoxa: (10,£] x Q,B(0,6) @ F) > (R4, B(R?)),  messbar st

Beobachtung

X progressiv messbar bzgl. (F¢)¢so = X messbar und (F;)>o-adaptiert

z.zZ.: X ist Fi-messbar!

x|
Nt [0,t]xQ
X @F)~ (0,x0B0)®F) - (REB(RY)) mb!
w - (t, w) - X, ()
messbar messbhar

X progressiv messbar bzgl. (F¢)¢so

1.1b Filtrierungen (6/9)

Ein stochastischer Prozess X heilt progressiv messbar bzgl. (F,);s¢, falls Vt = 0 die Abb.

Xljo,qxa: ([0,2] x Q, B([0,t]) ® F;) — (Rd,B(Rd)), messbar ist.

Vergleich: ~U' 3 Modifikation

Ein stochastischer Prozess X heilst messbar, falls die Abbildung

X: ([0,0) X Q,B([0,0)) ® F) — (Rd,B(Rd)), messbar ist.

X ist (Fp)e=0-adaptiert : & X, ist Fi- messbar Vt = 0

Beobachtung
X progressiv messbar bzgl. (F;)tso = X messbar und (F;):>o-adaptiert

Proposition (1.12)

X messbar und (F;)>o-adaptiert = 3 progressiv messbare Modifikation X von X
Beweis: Meyer 1966, 5.68




1.1b Filtrierungen (7/9)

Ein stochastischer Prozess X heilt progressiv messbar bzgl. (F,);s¢, falls Vt = 0 die Abb.

Xljoxa: ([0,£] x &, B(0,]) ® F) — (R%, B(R)),

messbar ist.

Beobachtung

X progressiv messbar bzgl. (F¢)is0 = X messbar und (F;);so-adaptiert

Proposition (1.12)

X messbar und (F;)>o-adaptiert = 3 progressiv messbare Modifikation X von X

Proposition (1.13)

X (F¢)e=0-adaptiert und jeder Pfad t — X, (w) rechtsstetig = X progressiv messbar
(oder alternativ jeder Pfad linksstetig),

Beweis

1.1b Filtrierungen (8/9)

Ein stochastischer Prozess X heillt progressiv messbar bzgl. (F,);s¢, falls Vt > 0 die Abb.

Xljo.gxa: ([0, €] x 0, B([0, £]) ® F) > (R%, B(RY)),

messbar ist.

Proposition (1.13)

X (Fe)eso-adaptiert und jeder Pfad t — X,(w) rechtsstetig = X progressiv messbar
(oder alternativ jeder Pfad linksstetig),

Beweis Sejjeder Pfad t — X(w) rechtsstetig.

1. Schritt: Zeitdiskretisierung

Fixieret > 0 und splitte das Zeitinterval [0, £] in 2" Teilintervalle auf (fiir ein bel. n € N)

_ 1-t 1-t 2t k-t (k+1)t (2"-1)-t
[O;t]—[oyﬁ]u F,;]U U z_n’ = ]U U(T’t]

k=0 k=1 k=2"—-1

und definiere fir s € [0, t]:

Xs(n)(w) = X(k+1)-t(w), wobei % <s< (k;—i)t fur ein geeignetes k € {0,1, ..., 2" — 1}
271




1.1b Filtrierungen (9/9)

Ein stochastischer Prozess X heilRt progressiv messbar bzgl. (F,);so, falls Vt = 0 die Abb.
Xloexa: ([0,8] X @ B0, @ F) > (RLB(RY)),  messhar st

Proposition (1.13)
X (Ft)e=o-adaptiert und jeder Pfad t — X, (w) rechtsstetig = X progressiv messbar

Beweis Seijeder Pfad t > X((w) rechtsstetig.

1. Schritt: Zeitdiskretisierung

firs € [0, t]: Xs(n)(a)) i= Xpern) e (W), Kf < g < ®IDL g geeign. k € {0,1, ...,2" — 1}

o 2N = 2n

2. Schritt: x(™: (]0,t] x Q, B([0,t]) ® F,) - (Rd,B(Rd)), ist messbar!
Sei 0 € B(R?).

-1 k-t k+1-t
o= | (
k=0,..,2"-1

2n 7 2n

-1
X Xgsne (0) €B(0,t)) ®F;
)

L 2n
Y

—= Beh.
Adaptiertheit— € Fk+1)t C F,
271

3. Schritt: Limes n — oo, nutze Rechtsstetigkeit der Pfade!

Fiirs € [0,¢] k)t
undallew € Qgilt lim Xs(n)(w) = X;(w) 2
n—oo

<t, & (F;); Filtrierung!

1.2 Stoppzeiten (1/9)

Definition (1.15)
Eine Zufallszeit ist eine [0, co]-wertige ZV: T:(Q,F,P) — ([0, ], B([0, w0]))

FUr geg. stoch. Prozess X und Zufallszeit T sei ~ Xr(w) = X7(y)(w), fir w € {T < oo}

Beobachtung/Ubung (1.16)

Falls X messbar und T endlich (also Q = {T < oo}), dannist X7 eine ZV,
d.h. @ = X7(,)(w) ist messbar.

Falls Xo (@) = th_glo X:(w)  furalle w € Q existiert,
kann X7 auf ganz Q0 definiert werden: X (@) = X1(w) (@), fur w € {T < oo}
T T X (), fur w € {T = oo}

Seinun (Q,F, (F)¢=o) ein filtrierter Raum, d.h. (F;);s¢ ist eine Filtrierung von F.

(F)eso-Stoppzeit & {T<t}€F, Vt=>0

Definition (2.1)
Eine Zufallszeit T ist eine ‘[

(Fe)t=0-Optionszeit : & {T <t} EF, Vt >0




1.2 Stoppzeiten (2/9)
Eine Zufallszeit ist eine [0, 0_0_]:wertige Zv: T:(Q,F,P) - (]0,0],B([0,]))

(F)eso-Stoppzeit & {T<t}€F, Vt=0
Eine Zufallszeit T ist eine

(F.)¢=0-Optionszeit : & {T <t} €F, Vt =0

Proposition (2.3) a) T (F.).-Stoppzeit = T (F.).-Optionszeit

b)| T (F.;);-Optionszeit

T (F;)-St it
und (Fe)e FEChtsstetig} = (Fe)¢-Stoppzei

Beweis Fer =Ngso Frae

b /
neN 5
: £>O Y

1 c Tt /E TH.S (Fy)rechtsstetig

T Stoppzelt T Optionszeit
(Fo)e F|Itr|erung :

Korollar (2.4) T (F¢)¢-Optionszeit < T (F+)-Stoppzeit

Beweis Wie oben. Beachte fir ,< " T(t_%)Jf =Ng>o ?(t_%ﬁg < F

1.2 Stoppzeiten (3/9)
Eine Zufallszeit ist eine [0, oi]:wertige Zv: T:(Q,F,P) - (]0,00],B([0,]))

Eine Zufallszeit T ist eine | (F¢)¢zo-Stoppzeit & {T <t}€F, vVt =0

Beispiel: Ersteintrittszeit als Optionszeit/Stoppzeit

Definition (2.4)

Fur einen gegebenen (F,);-adaptierten stochastischen Prozess X mit rechtsstetigen Pfaden
definieren wir fiir eine messbare Teilmenge I' € B(Rd) die Ersteintrittszeit Hy als :

’{
Hp(w) =inf{t > 0; X,(w) € T} A &
Ubung (2.6, 2.7) A
I' € R? offen = Hp (F.);-Optionszeit 5
d )
cR qbgesc:hlossen Hy (F,),-Stoppzeit l
und X mit stetigen Pfaden

Eigenschaften (2.9, 2.11)
T undS (F;).-Stoppzeiten = T +S, min{T,S}, max{T,S} (F.);-Stoppzeiten
(Th)n=1 Folge von (Fy) -Stoppzeiten = supps1{Ty} (F¢)¢-Stoppzeit

..und falls (F,), rechtsstetig =  limsupps1{Ty,}, liminf,51{T,,} (Fe)-Stoppzeiten




1.2 Stoppzeiten (4/9)
Eine Zufallszeit ist eine [0, 0_0_]:wertige Zv: T:(Q,F,P) - (]0,0],B([0,]))

Eine Zufallszeit T ist eine | (Ft)e=o-Stoppzeit < {T <t} €F, vVt =0

Eigenschaften (2.9, 2.11)
T und S (F;)-Stoppzeiten = T +S, min{T,S}, max{T,S} (F.);-Stoppzeiten
(T,,)ns1 Folge von (F;);-Stoppzeiten = supp>11Tn} (F:)¢-Stoppzeit

..und falls (F,), rechtsstetig =  limsupps1{Ty}, liminf,5,{T,,} (Fe)-Stoppzeiten

Beweis
{T+S<t}={T+S >t} = nurzz. {T+S>t}eF, t>0
{T+S>t}={T=O,S>t}U{0<T<t,T+S>t}U{T>t,S=0}UiT2t,S>O}ETt
\_Y_“_Y_} Y l—Y—}
— <0 ={S<t) —(s>t-1y €% ={T<t)¥eF,
T Stoppzeit EF A
e€Foc T v\tS Stoppzeit T Stoppzeit

= insb. Optionszeit

(0<T<t T+S>t}= U€O<T<T<t, S>t—1} €F,
Y J Y

reQt
o<r<t ={T>7r}n{T <t} EFrr CF;

EF CcF;

1.2 Stoppzeiten (5/9)
Eine Zufallszeit ist eine [0, co]-wertige ZV:  T: (Q,F,P) - ([0, ], B([0, «0]))

Eine Zufallszeit T ist eine | (F¢)¢zo-Stoppzeit & {T <t}€F, vVt =0

Definition (2.12) (Die o-Algebra der T-Vergangenheit)
Fur eine gegebene (F;);so-Stoppzeit T setze: Fr={A€F|AN{T <t} e F, vt >0}

Beobachtung / Ubung (2.13)
Fr definiert eine o-Algebra und T ist Fr-messbar.

Im Spezialfall einer konstanten Stoppzeit T(w) :=tVw € Q gilt: Fp =F;

Lemma (2.15)
Fur zwei (F;)¢=o-Stoppzeiten T und S gilt: AEF; = AnN{S<T}eFr

Insbesondere gilt also: S <TaufQ = Fs c Fr
Beweis

Sei A € Fsund t = 0 beliebig. Dann gilt:
[AN{S<THN{T<t}=[An{S<Nn{T<tIn{S<T}

=[An{sst}]n:{Tst}ln{IS/\tST/\tl:}e?t

Y Y
AeFs — €F; € F; € Fr«<SAtund T A tsind Fi-mb.




1.2 Stoppzeiten (6/9)
Eine Zufallszeit ist eine [0, 0_0_]:wertige Zv: T:(Q,F,P) - (]0,0],B([0,]))

Eine Zufallszeit T ist eine | (Ft)e=o-Stoppzeit < {T <t} €F, vVt =0

Definition (2.12) (Die o-Algebra der T-Vergangenheit)

Fur eine gegebene (F;);so-Stoppzeit T setze: Fr={A€EF|AN{T <t} e F, vt >0}

Lemma (2.15)
Fur zwei (F;)¢=o-Stoppzeiten T und S gilt: AeEFs = An{S<T}eFr

Insbesondere gilt also: | S < T aufQ = Fs € Fr

Lemma (2.16)
Fur zwei (F;)¢=o-Stoppzeiten T und S gilt: Fras = Fr N Fg

Fr N Fg beinhaltet u.a. die Mengen {T < S}, {T<S}L{S<TL{SZT}{T =S5}

Beweis Verwende vorheriges Lemma...

Proposition (2.18)

Sei X ein bzgl. (F;); progressiv messbarer stochastischer Prozess und T eine (F;);-Stoppzeit.
Dann ist die auf {T' < oo} definierte ZV X7 (w) = Xr(y) (@) Fr-messsbar

und der ,gestoppte Prozess” (Xra¢)eso ist bzgl. (F.); progressiv messbar.

1.2 Stoppzeiten (7/9)

Ein stochastischer Prozess X heillt progressiv messbar bzgl. (F,);s¢, falls vVt = 0 die Abb.

Xlioexa: ([0,6] X ,B((0,£]) ® F) - (R%B(RY)),  messbar st
(s, w) = X5(w)

Proposition (2.18)

Sei X ein bzgl. (F;); progressiv messbarer stochastischer Prozess und T eine (F;);-Stoppzeit.
Dann ist die auf {T' < oo} definierte ZV X7 (w) = Xr(y)(w) Fr-messsbar
und der ,gestoppte Prozess” (Xra¢)eso ist bzgl. (F.); progressiv messbar.

Beweis Y:= (X7,s)s: ([0,00) x Q,B([0,0) ® F) - (Rd,B(Rd))'

] (5, w) = Xpps(w):= XT(w)/\s(w)
Y progressiv messbar:

Ylogxa: ([0,8] xQ,B([0,t]) ® F) - (Rd,B(Rd)), messbar?
(S: (U) - XT(w)/\s(w)




1.2 Stoppzeiten (8/9)

Ein stochastischer Prozess X heillt progressiv messbar bzgl. (F,);so, falls vVt = 0 die Abb.

Xljo,6x0: ([0, 2] X Q, B([0, t]) ®§—> (Rd, B(]Rd)), messbar ist.
(s, w) = Xs(w)

Yloexa:r ([0,2] x Q,B([0,t]) ® F;) - (Rd;B(Rd)), messbar?

(s, 0) = Xr(w)rs(®)
Zerlege Y in:

(10,61 x Q,B((0,t]) ® F) - ([0,¢] x 2, B([0,6) ® F) - (R%,B(RY)),

(s, w) N X1(w)ns(@) messbar!

(s5,w) = (T(w) As,w)

messbar, . (t', w) = X (w)
da T Stoppzeit ~ - . )
messbar,

da X progressive messbar

1.2 Stoppzeiten (9/9)

Ein stochastischer Prozess X heillt progressiv messbar bzgl. (F,);so, falls vVt = 0 die Abb.

Xlioexa: ([0,6] X ,B((0,£]) ® F) - (R%B(RY)),  messbar st
(s, w) = X5(w)

Proposition (2.18)

Sei X ein bzgl. (F;); progressiv messbarer stochastischer Prozess und T eine (F;);-Stoppzeit.
Dann ist die auf {T' < oo} definierte ZV X7 (w) = Xr(y)(w) Fr-messsbar
und der ,gestoppte Prozess” (Xra¢)eso ist bzgl. (F.); progressiv messbar.

Beweis Y:= (X7,s)s: ([0,00) x Q,B([0,0) ® F) - (Rd,B(Rd))'

(s, w) = Xpps(w):= XT(w)/\s(w)
Y progressiv messbar:  gezeigt!

Def.
Noch z.z.: X ist Fr messbar & VB € B(R%) gilt: {Xr€ B} € Fr

Def.
S VB eB(RY),Vt >0 gilt: (Xr€BIN{T <t}€F,

Esgilt: {Xr€ B}N{T <t} = {X7,€E B} N{T <t} eF,

Da X1 ,¢ progressiv messbar! — € F, € F,




