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1. Martingale, Stoppzeiten und Filtrierungen
1.1 Stochastische Prozesse und o-Algebren
Zusammenfassung

«—— & Vergleich mit
zeitdiskretem Fall auf

1.2 Stoppzeiten néichsten drei Folien

1.3 Martingale in stetiger Zeit

Zusammenfassung: Stochastische Prozesse & Messbarkeit

Ein stochastischer Prozess X heilt progressiv messbar bzgl. (F;)so, falls Yt = 0 die Abb.

Xljorxa: ([0,£] X Q,B([0,t]) ® F,) - (]Rd,B(IRd)), messbar ist.

) 3 /\(ﬂfi’g;fkation Mfalls Pfade t — X, (w) rechtsstetig (1.13)

Ein stochastischer Prozess X heildt messbar, falls die Abbildung
X: ([0,0) X Q,B([0,0)) ® F) — (Rd,B(Rd)), messbar ist.
(¢, w) = X (w)
X ist (F;)=0-adaptiert : & X, ist F,- messbarVt >0 © Ff cF, vt =0

T Stoppzeit

(2.18) | Der ,gestoppter Prozess” (Xra:)e=o €rbt die progressive Messbarkeit
und die auf {T < oo} definierte ZV Xr(w) = X7()(w) ist Fr-messsbar




Zusammenfassung:

Stoppzeiten

Eine Zufallszeit T ist eine

(Fp) e>0-Stoppzeit

U

F)e=0-Optionszeit : & {T <t} €F, Vt =0

o {T<t)eF, vt=0

T (F.)¢-Optionszeit & T (F,+).-Stoppzeit

Ersteintrittszeit Hy

Hr(w) =inf{t = 0; X;(w) € T’}

(X adaptiert und rechtsstetig)

I' ¢ R4 abgeschlossen
und X mit stetigen Pfaden

I' c R4 offen

Hr (F;)¢-Stoppzeit

= Hp (F;):-Optionszeit

T,S, (T)ns1 (Fe)-Stoppzeiten =
... und falls (F;); rechtsstetig —

T+S,

limsupn1{T},

T/\Sr TVS; suPnZl{Tn}
liminf,>1{T,}

(F;).-Stoppzeiten
(F:)-Stoppzeiten

o-Algebra
der T-Vergangenheit

Fr={A€eF|IAN{T <t} e F, VvVt >0}

Fras = FrNFs

insbesondere:

S<TaufQ = ?SC?T

3 {T<S}L{T<S}L{T =S5}

Stochastische Prozesse, Filtrierungen und Stoppzeiten N vs. R*

X;: (Q,F,P) > (RY,B(RY), PX; 1)

stochastischer Prozess X

Diskrete Zeit N = N,

X = (Xn)neN

Stetige Zeit R™

X = (X0

Filtrierung

von stoch. Prozess X
erzeugte Filtrierung

X an Filtrierung adaptiert, falls

(?n)neN
F,€Fni1 €F VneN

Fr=0Xlk<n)cF

Xy istF,-mb Vn € N

g
FXcF,vt=0

(Fe=0
F,cF,cF VO<s<t

Ff=0Xss<t)cF
XiistFe-mb YVt =0

)

FXcF,vt=0

Zufallszeit
Zufallszeit T ist Stoppzeit
Optionszeit
o-Algebra
der T-Vergangenheit Fr =

T:(Q,F) » (N U {0}, )

o ({T<n}eF, vneN
< {T<n}eF vneN
{AEFIAN{T <n}eF,VvneN}

T: (Q,F) - ([0, ], B([0, 0]))
{T<t}eF, vt=0
{T<ti}eF, vVt=0

{AEFIAN{T <t} e F. VvVt =0}
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Wdhl.: Bedingte Erwartungen und Filtrierungen

Y:(Q,F,P) - (RE,B(R?) ) SeiF; c F.

X, = E(Y | F;) P-fs. definiert durch folgende Bedingungen:
Interpretation

i) Xy istF;-mb X, ist beste Approx. von Y bei Kenntnis von F;

L2(F1)
T
Spezialfall:  o-Algebra endlich erzeugt: EQY | %)
0
_ - o Projektion von Y auf den
0= Ul disj. Fy = 0(Q1, 0y, -.) Unterraum der F;-mb. ZV‘en
E(1q,Y)

=>|E(Y|F) = — =1 _— \Vergréb ‘ Y auf F
(Y Fy) i Pl ergroberung’ von Y auf

Konvention: ,IP —f.s.” Mehrdeutigkeit wird nicht mehr explizit in Notation erwahnt

Beispiel 1: Minzwurf mit rotem und blauem Wiirfel

1
F = :P(,Q) IP)((,()) = ng e

Y =idg:(a,b) — (a,b)

Q={1,..,6}x{1,..,6} » R2
6 * o & e e e 6| (o v e le e R
5 . o . . . . 5 o o« o o ) . . Augensumme 12
4 e e e e e . 4 eyt 0 L(ab)=a+b
. O . 3l - - @
2 ° ° ° ° ° ° 2 ° ° : ° ° o °
O 1 o 2

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

o(Z1) \ Augensumme 3

Augensumme 2

= {aD}eo)
QZ = {(1,2), (2'1)} € O-(Zl) ]E( Y I O-(Zl)) =7
o-Algebra endlich erzeugt! — _ E(lﬂiy) )
e o = BIF)=0C0) =) S5t




Beispiel 2 : Q = [0,1]

Spezialfall:  o-Algebra endlich erzeugt:

0= Uka d|SJ Tn = G(Ql,ﬂz,...)

Y = idq: (Q = [0,1],F, 1) = (R, B(R))

E(1oY)
=> | X, =E(Y|F, W= w
(V1% = Z P(Q,) Lo,
> oY) =B([01]) = F
1A Y
Xz
X1 Fo={0,Q}=E(Y|G)=EY)=0.5
0.5 Xo
F1 = 0(Q1,9Q2)
?2 -
» 0 =1[01]
0 2, 05 2, 1
Beobachtungen [E(X;) = E(X,) = E(X3) = - = E(Y)
E(X2|Fy) = X3
Motivation:

1.3a Martingale in diskreter Zeit (1)

Vergréberung/Approximation einer nicht direkt zugénglichen ZV

Seieine ZVY € L1(F) gegeben: Y:(Q,F,P) = (R, B(R) /

Sei weiterhin (F;) > eine Filtrierung von F. dh.Fyc F,c--cF,cF

Definiere nun einen stoch. Prozess X = (X,,),, durch:

Xy = E(Y | )

Vergréberung von Y auf F,
Beste Approx. von Y bei Kenntnis von F,

Beobachtung

i) X, €L'(F), dh.X istadaptiert und es gilt E(|X,,]) < o, Vn

i) E(X, | Fp) = EE(Y | F) 1 Fp) =E(Y1Fp) =Xnm vn=m

Definition (Martingale)

Ein (F,),,- adaptierter stoch. Prozess (X;,),, mit E(|X,|) < oo,Vn heift

Martingal bzgl. (%)), :o

E(X, | Fn) = Xm Yn=m =>EX,) = E(Xy) Vn
konstant

Beobachtung

E()

Flr ein Martingal X gilt vn>m: EX,|F,) = Xm = EEX,|E,)) = E(Xn)
\ J

= E(X,)




1.3a Martingale in diskreter Zeit (2)

Definition (Martingale)
Ein (F,),- adaptierter stoch. Prozess (X;,),, mit E(|X,|) < o,Vn heilt

Martingal bzgl. (F,), o | EX, |1 E,) = Xm Vn=>=m = E(X,) = E(Xp)Vn

< konst. Erwartungswert

g
Charakterisierung [E(X_L_) = E(Xy) Erwartungswert konstant
fiir alle beschréinkten Stoppzeiten T in ,starkem*Sinne
Beweis
myr Sei T-S_Tl ‘eiﬁe b/eschrdnkte Stoppzeit. F), — mb.
y/ n n n 1
E(X:) = E (Z L= Xk> = z E(1gr=py Xx) = Z E(1p=iyE(Xn | Fi))
k=0 k=0 T k=0 \ - - ‘,4
S Xi=E(X | F)
- z ( {r=k} n) = E(Xp) (dak <n)
k=0
= E(Xo)

1.3a Martingale in diskreter Zeit (3)

Definition
Ein (F,),- adaptierter stoch. Prozess (X;,),, mit E(|X,|) < o,Vn heilt

Martingal bzgl. (%), :o | E(X, | Fy) = Xm vn=m |7 E(Xn) = E(Xo)vn

< konst. Erwartungswert

Charakterisierung IE(X.L.) = E(Xyp) Erwartungswert konstant
Beweis fiir alle beschrénkten Stoppzeiten T | i"-starkem’Sinne
""" Seienn = m gegeben.

1.Schritt:  fiir A € F, definiert T:=m-14c+ n-1, eine (beschrinkte) (F;,),-Stoppzeit

denn 0} 0<k<m-1
ft<k}=— A€F,cF, m<k<n—1 LEF
Q, n<k Inkrement = ,Zuwachs’

2.schritt:  E(X, | Fp) = EXpy + (X = X)) | Ep) = X+ EX — X | Fr) = X

IE(XT)z]EW‘i‘Xn.lA) zz. =00 _
Vor. |l N

E(Xo) = |E((Xn—Xm) 14)=0 VAEF, |~

Vor. I
Bm) = E(X e + X 1)




1.3a Martingale in diskreter Zeit (4) Xp: (Q,F,P) > (R,B(R))
Seinun X = (X,,),,»1 ein zeitdiskreter, reellwertiger stoch. Prozess auf (Q, F, IP).

Sei weiterhin eine Filtrierung (F,),»1 von F gegeben.

Definition (,Smartingale’)

Ein (F,),,- adaptierter stoch. Prozess (X,,),, mit E(|X,|) < o,Vn heilt Vn>m

Submartingal bzgl. (F,), :© |EX,|Fy) = Xm Vn=>m => E(X,) = E(Xpn)
wachsend

Supermartingal bzgl. (F,);, .o EX, | Fp) < Xm Vn=>m |2 EX) < E(Xp)

fallend

& (—X,,), ist Submartingal bzgl. (F,),

~—» Martingal bzgl. (F)), e |EX,|F) = Xm vnz=m | = E@Xy) = E(X,)

konstant
Beobachtung EC)
Fir ein Submartingal X gilt Vn 2 m:  E(X, | Fn) = Xm = E(EWX, | Fn)) = E(X,,)
\ )
Y
= E(Xy)
1.3a Martingale in diskreter Zeit (5) Xn: (QF,P) > (R,B(R))

Definition

Ein (F,),,- adaptierter stoch. Prozess (X,,),, mit E(]X,|) < o,Vn heiRt vn >m

Submartingal bzgl. (F), :© |EX,|Fn) = Xm Vn=>m => E(X,) = E(Xn)
wachsend

Supermartingal bzgl. (), .o EX, | Fp) < Xm Vn=>m |2 EX) < E(Xp)

fallend
wr Martingal bzgl. (F)yn o |EXp|Fp) = Xm Vn=>m = E(Xyn) = E(Xo)
konstant
g
Charakterisierung E(X;) = E(Xo) )
fur alle beschréinkten Stoppzeiten T
Bemerkung
Die Charakterisierung (*) kann verallgemeinert werden zu: X Martingalundt < n
Ein (F,),- adaptierter stoch. Prozess (X,,),, mit E(|X,|) < oo Vn st ein E(X;) = = EX,)
] = E(Xo)
Submartingal <
Martingal - bzgl. (F,), & IE(X,L_) = ]E(XTmax) fur alle beschréinkten Stoppzeiten T
Supermartingal = d.h. T ey = max{r(w) | w € Q} € R*




1.3a Martingale in diskreter Zeit (6) Submartingal: E(Xy | Fp)= Xm Vn =m

Beispiel: Verallgemeinerter Random Walk als Smartingal

Sei X, eine rellwertige, integrierbare ZV (,zufalliger Startpunkt’, z.B. X, := x konst.)und sei
(Z,,)n, eine Folge reellwertiger, integrierbarer uiv ZV‘en, unabhangig von X,

Setze u := E(Z;) und definiere X := (X,,)n>1 durch

n
X, =Xy + Z Zk Setze  F, = F = 0(Xo, Xy, ..., X)) © F
k=1

Behauptung

Submartingal u=0

Der (E¥),,-adaptierte und integrierbare Prozess X ist ein Martingal o1 u=0

Supermartingal u<so
Beweis

Inkrement =Z 1 + -+ Z, 1L Fp
»
=
E(Xn | Fp) = E(Xm + (X — X)) | F) = X+ H?(Xn — X | Tm)’ = Xp+t(n—m)-u

=E(Zmn1 + -+ Zp)
2B: 1=P(Z; =+ +P(Z; = -1) =n—-m)-u
=:p =1 —-p

S =D pH+(-D-(1-p) =2p-1=0 e p=1/2

1.3a Martingale in diskreter Zeit (7) t

xo"".o ° >
Beispiel: Random Walk ,Flucht aus Intervall” ¢ o

atb—e

Sei xy € Z. ein beliebiger Startpunkt, (Z,,),, eine {+1}-wertige Folge, integrierbarer uiv ZV'‘en.

n
Wir verlangen nun u :=[E(Z;) =0, d.h. X, :=x, + Z Z, definiert ein (F),-Martingal.

=) !
Seien a,b € Z mita < xy < b gegeben. E(X,) = E(X,) (%)
) =

fir alle beschréinkten Stoppzeiten T

Frage: Mit welcher Wkt. trifft X := (X, ),, zuerst auf die rechte Grenze b? p := P (XTab = b) ?
Losung: Definiere die Stoppzeit Tap = min{n | X, € {a, b}},

Annahme: SeiZ s.d. 74 (w) < © Vw € Q

= 0= U{Ta,b < M}

MEN
Auf {T,, < M} lasst sich nun (x) mit 7 := 7, ;, < M anwenden:

..und dannlimes M — oo
E(Xe,,)= P(Xe,,=0a)-a+P(X,,=b)-b=p-(b-a)+a

) ~1-p) s =22
E(Xo) = xo

(unabhangig von M!)




1.3a Martingale in diskreter Zeit (8)
Sei (X)), ein (F,),-Martingal, d.h. es gilt

EXp | Fn) = Xm Vnz=m < E(X;) = E(Xo)
#) fur alle beschréinkten Stoppzeiten T (%)

Wir zeigen nun, dass die Eigenschaft (#) sogar allgemeiner fir beschrankte Stoppzeiten gilt:
Doob’s optionaler Stoppsatz

Falls (X)), ein (F)y - Martingal = | E(X, | F,) =X, VOSTS M < o
~ y (F)n - Stoppzeiten

7

Beweis

. o . Kandidat fur Bed. Erwartung auf L.S.
1. Schritt: X, und X,; sind integrierbar:

M M
|Xz| = Z Xk Loy < z | X| € Ll(T), da alle X} nach Voraussetzung intbar
k=0 k=0
2. Schritt: X ist F;- messbar

3.8chritt: E(14X,) =E(14X,;) VAEF,

1.3a Martingale in diskreter Zeit (9) Doob’s optionaler Stoppsatz

X )n (F)n - Martingal = | E(X, | F,)= X, YOSTSM< o
(%), - Stoppzeiten

Beweis
1. Schritt: X, und X, sind integrierbar!

2. Schritt: X, ist F;- messbar: (Vergleich (2.18): Xy ist Fy messbar fiir progr. mb. (X¢) =0 )
Def. F;
dh:VCEBR) {X,€C}€F, & {X,elC}n{oc<n}eF,vneN
M MAnN
XU=ZXk L=k} = {X,eC}n{oc<n} = {X,ecin{k=nin{o =k} €F,
k=0 L D —
Q= U{U =k} Frc F, o Stoppzeitl € Fj, C F,
k=0

X adaptiert! Beachte: /"
{o=k}={o<k}n{o <k}

3.5chritt: E(14X,) =E(14X;) VAE€EF;

SeiAeEF,. = |R=14-0 + 1yc-1 ebenfalls beschrankte (< M) Stoppzeit:

o<t-—" {R<k}= (An{o <kphu (A°n{r < k}eF;
i AeF,—EF, Acefr/vE'Tk
(Xn)n (F)n - Martingal: IE(I)I(R) =E(1y - Xy - +1pc-X7)
E(X;) =E(X,) E(Xo) > E(1y - X, — X)) =0

fiir beschrénkte Stoppzeiten © [E(I)I(T) — IE(lA 'XT ) M VAEF
o




