Wahrscheinlichkeitstheorie Il Christian Wiesel
Vorlesung vom 24.04. V5-109

1. Martingale, Stoppzeiten und Filtrierungen
1.1 Stochastische Prozesse und o-Algebren
1.2 Stoppzeiten

1.3 Martingale

1.3a Martingale in diskreter Zeit

1.3b Martingal-Ungleichungen

Wdhl. (1): Definition und Charakterisierung von Martingalen x,:(Q,F,P) - (R,B(R))
Definition

Ein (F,),,- adaptierter stoch. Prozess (X,,),, mit E(]X,|) < o,Vn heiRt vn >m

Submartingal bzgl. (F), :© |EX,|Fn) = Xm Vn=>m => E(X,) = E(Xn)

wachsend

Supermartingal bzgl. (), .o EX, | Fp) < Xm Vn=>m |2 EX) < E(Xp)

fallend
~» Martingal bzgl. (F)n o |EX,|Fp) = Xm Vn>m = E(X,) = E(X,)
konstant
Beispiel ()
Y € LY(F),
= (X,,),, Martingal E(X;) = E(Xo) )
X, =EYI|F) fir alle beschrénkten Stoppzeiten T

Charakterisierung
Ein (F,),- adaptierter stoch. Prozess (X,,),, mit E(|X,|) < oo Vn st ein

Submartingal <
Martingal | bzgl. (F,), < E(X;)1= ]E(XTmax) fur alle beschrénkten Stoppzeiten T
Supermartingal = d.h. Tpay = max{t(w) | w € Q} € R*




Wdhl. (2): Relation zwischen Submartingalen und Martingalen

Xn: (Q,F,P) - (R,B(R))
Definition

Ein (F,),,- adaptierter stoch. Prozess (X;,),, mit E(|X,|) < o,Vn heilt vn>m

Submartingal bzgl. (), :© |EX,|F) =>Xm Vn=>m | = E(Xy) = E(Xy)

wachsend

Supermartingal bzgl. (F,);, .o EX, | Fp) < Xm Vn=>m |2 EX,) < E(Xp)

fallend
> Martingal bzgl. (F,), o |EX,|1F,) = Xm vn=>m | = E@Xn) =EXo)
konstant
Beispiel 0
Y € L1(F),
= (X)n Martingal E(X;) = E(Xo) ()
Xn = EQV 1 Fn) fur alle beschréinkten Stoppzeiten T

Doob‘sche Martingalzerlegung Martjngal wachsend, (Fp_1)n - adaptiert
P-f.s.

v 4
X;Dn (Fy)y - Submartingal = Xp=Xo+M,+A4,
eindeutig

(Mg = Ap =0)

1.3a Martingale in diskreter Zeit (10)

Sei (X,,),, ein (F,),-Submartingal, d.h. es gilt | EXy | Fp) = Xm Vnz=m

Jedes Submartingal lasst sich eindeutig zerlegen in ein Martingal und einen wachsenden Prozess:
Doob‘sche Martingalzerlegung

(X,)n (F)y - Submartingal ® 3 (F,), - Martingal (M,,),,

3 (F,,_1),, - adaptierten, wachsenden stoch. Prozess (4,),

(A ist Fp,_1 - mb.) (Apy1 = A4, PAfs)

sd.: | Xy =Xo+ My + A4, | My =4,=0)

Diese Zerlegung ist IP-f.s. eindeutig!

Beweis
1. Schritt: Existenz i1 Pfs Pt
Definiere (4,), durch: Ag:=0,  Ap.q:= Z E(Xy, — Xy | Froy) = A, =0
! k=1 T : .
F_;-mb. >0 & Apy1istFH, -m.b.!

(X,,),, Submartingal! =~
= A, ist F,,_1 - mb. und wachsend

Noch z.z.. M, ==X, — X¢ — A,, definiert ein Martingal!




1.3a Martingale in diskreter Zeit (11)

Sei (X)), ein (F,),-Submartingal, d.h. es gilt

EXy | Fn) 2

Xm Vn>m

Doob’sche Martingalzerlegung Martingal wachsend, (F,,_;), - adaptiert
P-f.s. v v
(X )n (Fn - Submartingal = [ X, =X, + M, + 4, | (M, =4, =0)
eindeutig
Beweis
1. Schritt: Existenz n+1 P-f.s.

Definiere (4,), durch: Ay:=0,

Ani: —ZE(XR—XR L1 Fir) 24, 20

= A, ist F,_1 - mb. und wachsend

Noch z.z.:

M, =X, — Xo— A,

definiert ein Martingal!

n Mb.

i)

ii) Martingaleigenschaft: [E(M, %‘2 [EI(/XD/Wn/_l)

= EMp | Fro1)=Myy Vn=1 (%)

iterieren:

Frn_1 mb.

n-1

=  EWMy | Fn-2) = E(E(My, | Freq )| Fn 2) IE(Mn
= EWM, | Fy) =M, Vn>m

X )n Submartmgal!/ =

Y

Lo &An+1|sti7-" -m.b.!

= My ist F,, - mb. (..und integrierbar)

—Xo —Ay = Xn-1—Xo—An-1= Mp_4
= An—1+‘IE(Xn —Xp-1 | j:n—l),
Y
- E(}Mﬂ»{l ) = Xnoa
1|Tn 2) - n 2

1.3a Martingale in diskreter Zeit (12)

Sei (X)), ein (F,),-Submartingal, d.h. es gilt

EXn | Fn) = Xm

vyvn=zm

Doob‘sche Martingalzerlegung

o Martingal wachsend, (F,_1), - adaptiert
-T.S. v v
(Xp)n (Fn - Submartingal = [ X, =X, + M, + A, | (M, =4, =0)
eindeutig
Beweis
1. Schritt: Existenz n+1 P-f.s.

Definiere (4,), durch: Ay:= 0,

Aniri= ZIE(Xk

Xi—1 | Fre- 1) =24, 20

= A, ist F,_1 - mb. und wachsend

> M, =X, — Xo — A, n =0 definiert ein Martingal!

2. Schritt: Eindeutigkeit

Angenommen es gelte

>0

Martjngal wachsend, (F,,_1), - adaptiert

Xn = X0+ My + Ay =Xo+ Ly +Cy ¥n

= M,—L,=C,—A, Fnp_q-mb! vn

/Martlngall
= My—Ly =EMp =Ly | Fpg) =My g —Lypg="=My—Lo=0 P —fs.
= M,=L, C,=4, P—fs.




1.3a Martingale in diskreter Zeit (13) ,Erhalt der Submartingaleigenschaft*

Beobachtung (X)), adaptiert, integrierbar und wachsend = (X,), Submartingal
(Xny1 = Xy, P-fs. Vn)

Beweis n>m = X, =X, Pfs = EX,|F)=EXy,|Fn)=Xn

Proposition 1 (M,,),, Martingal

@:R > R konvex, mb., ¢(M,,) intbar Vn } = (‘P(Mn))n Submartingal

Beweis Adaptierheit und Integrierbarkeit folgen unmittelbar aus Voraussetzungen an 0]

Submartingaleigenschaft: E(@(M,) | %) > @(EWM, | F,)) = oMy)

,Jensen’‘sche Ungleichung (M),
fur bedingte Erwartungen”: Martingal/'

m

Proposition 2 (Xn)n Submartingal
@:R = R konvex, mon. wachsend, mb., ¢ (M,,) intbar Vn

} = ((p(Xn))n Submartingal
@ mon. wachsend!

Beweis Submartingaleigenschaft: [E(@(X;,) | F )Je';e”(p EX, | Fn)) =ZoeXn)
: n m) = n m = m
Submartingal > X,

Beispiele p
rop.1 Beob. .
(M,,),, Martingal = (|My|),, Submartingal = (M;), Submartingal, mit My := iup | M|
<n

) ) ) Prop.1 wachsend!
(My)n Martingal mit My, € L°(F,) = (M2),, Submartingal
@ (x) = x? konvexe Abbildung
1.3a Martingale in diskreter Zeit (14) ,Erhalt der Submartingaleigenschaft”
Beobachtung (X)), adaptiert, integrierbar und wachsend = (X,), Submartingal

Proposition 1 (M,,),, Martingal

:R > R konvex, mb., ¢(M,,) intbar vn } = (‘P(Mn))n Submartingal

Proposition 2 (X;,)5, Submartingal

- = X martingal
¢@:R = R konvex, mon. wachsend, mb., ¢(M,,) intbar ¥n ((p( n))n Submartinga

Proposition 3 (X,)),, Submartingal N (Xnac)n Submartingal
T Stoppzeit ] gestopptes Submartingal
Beweis wieder Submartingal“
Submartingaleigenschaft: E(X41)ar | Fn) = E(X * Lirans) + Xnt1* Lz niyl %)
nMob.  =—f{r<n}eF  ={r>n}
auf {t < n} — {1 <n) €T,
iterieren: = X; Lizen) + Lzsny "]E(Xn+1 |Tn)‘ D
= IE(Xn/\T | Tm) = XmAr Vn=m - Xn/\r > Xn = Xn/\‘r
Korollar (X,,)5, Submartingal
= EX;) < EX
o < 7 < N beschrankte Stoppzeiten (Xo) = E(X)

Beweis Charakterisierung von Submartingalen

(Y)n = (Xnre)n Submartingal = E(X,) = E(X,ne) = E(Y,) € E(Yy) = EXnar) = E(Xr)




. 1
1.3b Martingal-Ungleichungen (1) Markov —Ungleichung = P(IMy| 2 h) < 3 E(IMy])

1. Doob’sche Martingal-Ungleichung Il:I;;
v
(M,,),, Martingal oder positives Submartingal = | P (sup M| = h) < lIE(IMnI) Vh >0
ksn h
Beweis
Prop.1

1. Schritt: (M), Martingal oder positives Submartingal = (X,)),, = (|M,]|),, Submartingal

Sei h > 0 gegeben.

2.Schritt: g := min{k € N | X;, = h} € NU {00} (F,),-Stoppzeit! = |t: =g An

Tmax <N

denn: {0 <n}={X; = hfireink<n}=| |{X, <h}® €F, beschrankte Stoppzeit!

\—'—J

k=n
c
(X1)x adaptiert —€ Tk C T

3. Schritt:  (X,,),, Submartingal
siehe Charakterisierung: ,, Erwartungswert wachsend im starken Sinne”

E(IM:]) = E(X;) < E(Xp) = E(IMy])

4. Schritt: t=ocauf{o <n} 3.Schritt
P (sup [My| = k) = P(c <n) < E(1 -lM—"l) = E(1 -lM’|)< l1E(|M |)<1IE M
(R ) osn ) = Bl - 50 = 3 EAMDS (M)
Sy
1.3b Martingal-Ungleichungen (2)
) ) M, := sup |M,|
1. Doob‘sche Martingal-Ungleichung ksn

(M,,),, Martingal
oder positives Submartingal

1
P(My = h) = P(iup | M| = h) = EIE(anD Vh >0
=N

2. Doob‘sche Martingal-Ungleichung

(M,,),, Martingal
oder positives Submartingal = E((M,’;)p) < - E(|M,|?)
My, = sup|My| € L? firein1 <p < oo \
ke<n fir ein geeignetes ¢, > 0, z.B. p%
Beweis

Prop.
1. Schritt: (M), Martingal oder positives Submartingal =  (|M,,|),, Submartingal
Sein € N fix.

undh>0. Yyi= M, 1{|M 8¢ LY(F) = (X,E”))k =E(Y, | F,) Martingal V fix. n
nl=3

. (n) h SUP)<
2.Schritt: M, == sup |My| < sup|X, " [+ = < Piksn

k<n ks<n 2 ‘
Submartingaleigenschaft

s ksn = Myl £ B 17| = [E(YatMa- L, ) F)| < x4

2
3. Schritt: IP)(M;; = h) < EIE(lynl)




2. Doob‘sche Martingal-Ungleichung
(M,,),, Martingal

oder positives Submartingal = [E((Mr*l)p) < ¢p - E(|My|P)
My, == sup|My| € L? firein1 <p < o A P
ksn fir ein geeignetes ¢, > 0, z.B. —
Beweis P

Prop.
1. Schritt:  (M,,),, Martingal oder positives Submartingal = (|M,,|),, Submartingal
Sein € N fix.

Fois Myl me LY(F) = (X(”)) =E(Y, | F) Martingal V fix. n

Vol > h <1 _
4 (g =) =
2
3.schritt: P(M > h) < P(sup x| > >_ E1E(|X(")|) = —E(|Y,])
— h Vo h
=IE(Yn|Tn) =Y,

E((M;)P) = f p AP~ P(M;, >,1 dl <2pf P2 E |M |M,,|> |)dA

<< IE(IY D

2. Schritt: M = Sup M| < sup |X(")| _|_ -

4. Schritt:

2M,,|
Fubini

_ 14
=2pIE<|Mn|- [ 7 Ay dﬁ) < T2 E(m|)
Qo )

1
= — p_l
7@MD

1.3b Martingal-Ungleichungen (4)
, , , M;, = sup |My|
1. Doob’sche Martingal-Ungleichung ksn
(M,,),, Martingal
oder positives Submartingal

1
P(Mp = h) = P(iup | M| = h) = EIE(anD Vh >0
=N

2. Doob‘sche Martingal-Ungleichung
(M,,),, Martingal ]

oder positives Submartingal L = E((M,’;)p) < - E(|M,|?)
My, = sup|My| € L? firein1 <p < oo | \
ke<n fir ein geeignetes ¢, > 0, z.B. 2
p—1
Doob’sches Upcrossing-Lemma
(Xn)n Submartingal | _, E(Uy) 1 CE[(Xy — )]
a<b, NE€EN b—a
R
N Uy == max{k | t, < N}
b 2 = # Upcrossings bis Zeit N
X (@) To =0
./.\.\ /./0\ 0, =min{k > 14 | X;, < a}
a © ‘e ¥ 7, :=min{k > oy | X} = b}
| | | .
' Y : ' neN Oj+1 =min{k > 7; | X} < a}
To 0y Upcrossing 71 N oy

Tj+1 =m1n{k > O'j+1 | Xk = b}




1.3b Martingal-Ungleichungen (5) (Xn)n Submartingal 1 _
L o TS o) B W) < By - @)']

bt . o Uy == max{k | 7, < N}

= # Upcrossings bis Zeit N
X
‘/.\o\ 4 7o =20
a ] ¢

0j41 = minfk > 7; | Xj < a}

.' e
T

v

Tjy1 = minfk > 0,4 | X} = b}

. N N n€N
To 04 Upcrossing 7, 0y Ty
I Il I
Beweis Tuy Ouy+1 Tuy+1
1. Schritt:  (X,,),, Submartingal Prop.2
o(x) = (x—-a)?t = Y, = (X, — a)* definiert Submartingal
Konvex & monoton wachsend
YTkZb Yak=0 = Y, YakZb—a
kSUNﬂngTkSN k>UN :N<Tk
2. Schritt:
N Uy N
D= Z(YTkAN - YO'k/\N) = ZQYT’CAN - YO'k/\N)’ + z (Y‘L'k/\N - YO'k/\N)
k=1 k=1 ! k=Uyn+1 ' >—Y—
YTk Yo-k l = YN— OY € {0, YN}}
>0
Z( V) 2 Uy (b= @)
> b —a

1.3b Martingal-Ungleichungen (6) (Xn)n Smearti”ga}

1
=| E(Un) < Ta']E[(XN_a)+]

a<b, NEN b
Beweis Uy = max{k | T, < N}

1.Schritt: 'y .= (X, — a)* definiert Submartingal = # Upcrossings bis Zeit N

A

. |

2. Schritt: UN . (b - a) < D:= Z(YTkAN - YO'k/\N) :

= :

klar: oyyq > N Teleskop N ::

3. Schritt: - — - _ >~

chrl YN YO']_/\N YO'N+1/\N YO'1/\N - Z(Yo-k-l_l/\]v - YO'k/\N) g :

k=1 >

N N < :

al

= Z(YO']H_I/\N - YTk/\N) + E(YT](AN - YO'k/\N) :

k=1 k=1 ) :

| 1

=D !

N N :

= D= ¥y Yot = ) Uoart = Vo) < Yoy = ) (Yoo = ¥ :

k+1 TkANJ = I'y ( Ok+1AN TkAN) |

<0 k=1 k=1 |

4. Schritt: :

2) 1 3) 1
EUn) < 5—ED) < ;—

Ok+1AN — YTk/\N)) = b—a
Y> 0

(¥,)), Submartingal ./
%= Tk/\NS Uk+1AN =0 = E(Ya) S [E(Y:L")




1.3b Martingal-Ungleichungen (7)
. . . M, = sup |M,|
1. Doob’sche Martingal-Ungleichung ksn

. I'1
(M) Martingal = |POf 2 h) =P (sup|My| = h) < G E(My]) whz 0
oder positives Submartingal k<n h

2. Doob’sche Martingal-Ungleichung
(M,,),, Martingal

oder positives Submartingal = E((M;z)p) < ¢p- E(|M,|?)

My, == sup|My| € LP fireinl <p < oo

ksn

. . P
fir ein geeignetes ¢, > 0, z.B. —

Doob’sches Upcrossing-Lemma

. 1 1

() Submartingal | | E(Uy) < 7— E[(Xy = @)*] < -—— () + la])
a<b, NEN —a b—a

]1‘%} Uy = max{k | 7, < N}

= # Upcrossings bis Zeit N

A
To=0
Xn
./.\.\ O-j+1 :=min{k > Tj | Xk < Cl}
° °

Tj+1 =m1n{k > O'j+1 | Xk > b}

b

a

| e
Y

To 0 Upcrossing 71 N oy

neN

1.3¢ Martingal-Konvergenzsatze (1)

Satz

n— oo

(X,,),, Submartingal mit ¢ :=supE(X;) < o = X, = Xo P-s.,| firein X, € L1(F)
n

Beweis

fur Konvergenz nurz.z.: limsup X,, < liminfX, P-fs., ("> "giltimmer!)
n—oo n-—-oo

1. Schritt: A = {limsup X,, > liminfX,,} = U Agp = z2: P(Agp) =0
n—->oo

n—-oo b VYa<b; a,b€eQ
a,beQ
Pfade mit unendlich vielen Upcrossings!
fira<b Agp :={limsupX, =b & liminf X, <a} ={w € Q| U(a,b) = oo}
n—-oo n-—-oo
U(a,b) == 1\111—{20 7 Uy(a,b) Anzahlder (a, b) - Upcrossings fiir den gesamten Pfad
aufsteigende Folge!

2. Schritt:  Seiena, b € Q, a < b beliebig.

Beppo-Levi 1 1
/ . < _ i + <—
’ : < (c+lal) <o
E(U(a,b)) = lim E(Uy) S5 (\lllr\}ljgp IE(XN))+ lal) <=3—-(c+lal)
Doob‘sches Upcrossing-Lemma YSC < o = U(a, b) < oo P-fs.

1
E(Uy) < " (E(XR) + lal) = P(Agp) =0




1.3c Martingal-Konvergenzsatze (2)

Satz

n —> oo

(X,,),, Submartingal mit ¢ :=supE(X;) < »© = X, = X, P-fs.,| firein X, € L1(F)
n

Beweis

1. Schritt n—=o L
2. Schritt = Xn - Xy P-Afs., fireinezZV X, d.h.: ,fur P-f.a. Pfade existiert der Grenzwert”
. Schri

|
3.Schritt nochz.z: X,:= lim X, € L1(F)
n—oo

Fatou

E(1Xeo) = E(lim [Xp]) = E(l;rryogf|xn|)‘snnrgglfm<gﬂ> < liminf 2ECGH) — E(Xn))

< XY+ X, Submartingal!
< =2X} - X,

< 2c — E(Xp)




