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Diskrete Zeit N
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Charakterisierung E(M,) = E(M,) VT beschr.
Optional Stopping EM, | F;) = M, VT = o beschr.
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. , 1
Martingal-Ungleichungen 1.3b 1. Martingal-Ungl. P(Mp 2 h) < - E(IMn]) VR >0
2. Martingal-Ungl. E((M;)P) < ¢ - E(IM,|P)
I1<p<o
, 1
Upcrossing-Lemma E(Uy) < =a’ E[(Xy —a)*]
—a
Martingal-Konvergenzsiitze 1.3c Sub-MKS

MKS

supE(X;) <00 = X = Xo PAfs,
" fur ein X, € L1(F)




Erganzung1 1.3a Martingale in diskreter Zeit (7) b

Beispiel: Random Walk ,Flucht aus Intervall” °

a ———n—

Sei xy € Z. ein beliebiger Startpunkt, (Z,,),, eine {+1}- wertige Folge, integrierbarer uiv ZV‘en.

Wir verlangen nun p:=E(Z;) =0, d.h. X, :=x, + Z Z, definiert ein (F{),-Martingal.

k=1 E(X,) = E(X) * ™

fiir alle beschréinkten Stoppzeiten T
Frage: Mit welcher Wkt. trifft X := (X, ),, zuerst auf die rechte Grenze b? p := P (XTab = b) ?

Lésung: Definiere die Stoppzeit 74, = min{n | X,, € {a, b}},

0= U{Tab<M} d.h.: Qy 7 Q

MEN =: Q)

Seien a,b € Z mita < xy < b gegeben.

Es gilt: Ta,b(w) < oo P-fs OBdA

N
Beweis mit Kombinatorik: (1 — 0.5“’_‘1)) -0, N> oo
Auf T:=1,, AM lasstsich nun (*) anwenden!

%0 = EC)PE(X) = E (Xeay - Tay) + E (Xar - 1ag,)

=a- P({Xra,b = a} NQy) +b- P({X,a_b = b} nQy) +E (XM : 1954)

‘Q'M 70 M — o
& MaRstetigkeit — a° ]P)({Xfa,b = a}) +b- IP({X‘fa,b = b}) +0 Dominierte Konvergenz
_ Xy - 1ge. > 0, P-fs.
=a-(1-p)+b- _%—4a Mo
( P) P = p= b—a |XM “1ge | < max{lal, |b]} € Lt

Erganzung 2 1.3a Martingale in diskreter Zeit (7) bt

xo"".o ° >
Beispiel: Random Walk »Flucht aus Intervall” al—* *e

Sei xy € Z. ein beliebiger Startpunkt, (Z,,),, eine {+1}- wertige Folge, integrierbarer uiv ZV‘en.

Wir verlangen nun u :=[E(Z;) =0, d.h. X, :=x, + Z Z, definiert ein (FX),- Martlngal
k= V
T EXD) = EX) )

fur alle beschréinkten Stoppzeiten T

Seien a,b € Z mita < xy < b gegeben.

Frage: Mit welcher Wkt. trifft X := (X, ),, zuerst auf die rechte Grenze b? p := P (Xrab = b) ?

Xg —a
b—a

Losung: p=

Interpretation:

Zwei Spieler mit Startkapital K;, K, € N

In Schritt k andert sich das Kapital von Spieler 1 um Z,
d.h. mit jeweils 50% Wkt gewinnt/verliert er eine Geldeinheit.

Das Spiel endet, wenn ein Spieler ein Kapital von K; + K, hat und der andere somit pleite ist.

Frage: Mit welcher Wkt. erreicht Spieler 1 das Kapital von K; + K, und beendet damit das Spiel?

Losung: a:=0, b=K; +K,, > p= L
xo = Kj, Ky + K,




Erganzung 3 1.3b Martingal-Ungleichungen (4)

1. Doob‘sche Martingal-Ungleichung <—— Variante fur beliebige Submartingale

(M,,),, Martingal N . _ 1
oder positives Submartingal P(Mp 2 h) = P(?{EE M| = h) = EIE(anD Vh >0

2. Doob‘sche Martingal-Ungleichung <—— =, Doob‘sche Maximalungleichung”
(M,,),, Martingal

oder positives Submartingal = E((M:l)p) < ¢p- E(|M,|?)

My, = sup|My| € LP firein1 <p < oo

ksn

. . P
fir ein geeignetes ¢, > 0, z.B. —

Doob’sches Upcrossing-Lemma

(X,,)n, Submartingal N E(Uy) < 1 CE[(Xy — a)*t]
a<bh, NEN b—a
R
4 Uy == max{k | 7, < N}
b 2 = # Upcrossings bis Zeit N
Xn(@) %o =0
/./Q\ o1 =min{k > 7y | X} < a}
a C ™4 ¥ 7, :=min{k > oy | X} = b}
| | | .
' [ : ' neN Oj+1 =min{k > 7; | X} < a}
To o1 Upcrossing 74 N oy

Tj4q =min{k > ;1 | X} = b}

Erganzung4 1.3b Martingal-Ungleichungen

_ _ M;, = sup My
1. Doob’‘sche Martingal-Ungleichung ksn

(M,,),, Martingal
oder positives Submartingal

1
P(My = h) = P(iup My | = h) <7 E(Mul)  vh >0
=n

Variante fiir beliebige Submartingale

Doob‘sche Submartingal-Ungleichung

1
(Xp)n Submartingal = P(supXy = +h) < EIE(X;{) Vh >0

ksn

Beweis:

= (M), = (X;), positives Submartingal

(X)), Submartingal
@(x) = x* konvex, mon. wachsend }

|

1 1
P(supXy = h) = P(supX;y = h) = P(sup| X;| = h)< -E(X,f|) = EIE(X,J{)
k=n k<n k<n h




1.3b Martingal-Ungleichungen - Zusammenfassung

Doob‘sche Submartingal-Ungleichung

. 1
(Xn)n Submartingal = | PGupXye=+h) <TEXD) Vh>0

ksn

Doob’sche Maximal-Ungleichung

(M,,),, Martingal
oder positives Submartingal = ]E((M,*;)p) <cp- E(|M,|?)
M, == sup|M, | € LP flireinl <p <
" ksrll)l Kl P \fUr ein geeignetes ¢, > 0

Doob’sches Upcrossing-Lemma

. 1 1
() Submartingal | | E(Uy) < 7— E[(Xy = @)*] < -—— () + la])
a<b, NEN —a b—a

]1‘%} Uy = max{k | 7, < N}
= # Upcrossings bis Zeit N

.
To=0
o/.\.\ v 0j+1 = min{k > 7; | X, < a}
[ ¥ Tjyq = min{k > gj,1 | X = b}

| | | .
{ ] »
Y "'neN

To 0y Upcrossing 71 N oy

b

a

1.3¢ Martingal-Konvergenzsatze (1)

Submartingal-Konvergenzsatz

n — oo

(X,,),, Submartingal mit ¢ :=supE(X;) < »© = X, = Xo P-s.,| firein X, € L1(F)
n

Beweis
fir IP-f.s. Konvergenz nur z.z.: linmiann > limsup X,, P-fs., (" <"giltimmer!)
—00 n—oo
1. Schritt: A == {liminfX,, < limsup X,,} = U A = 22: P(Agp) =0
: n n a,b Z
n-o n—oo b Ya<b; a,b€eQ
a,beQ

Pfade mit unendlich vielen Upcrossings!
fira<b Agp ={liminf X, <a <b <limsupX,,} ={w € Q| U(a,b) = oo}
n—oo n—oco
U(a,b) = 1\111—r>lgo 7 Uy(a,b) Anzahlder (a, b) - Upcrossings fiir den gesamten Pfad
aufsteigende Folge!

2. Schritt:  Seiena, b € Q, a < b beliebig.

Beppo-Levi 1 1
/. - y .
= s E(Xy) + <——- (c+af) <
E(U(a b)) £ lim B(Uy) <= (imsup EQGGY) + lal) <g—- (¢ + lal)
Doob’sches Upcrossing-Lemma YS Cc < oo = U(a, b) < oo P-fs.

1
E(Uy) < 5—— (E(XR) + lal) = P(Agp) =0




1.3c Martingal-Konvergenzsatze (2)

Submartingal-Konvergenzsatz

n — oo

(X,,),, Submartingal mit ¢ :=supE(X;) < © = X, = Xo P-fs.,| firein X, € L1(F)
n

Beweis

1. Schritt n—=o L
2. Schritt = Xn - Xy P-Afs., fireinezZV X, d.h.: ,fur P-f.a. Pfade existiert der Grenzwert”
. Schri

|
3.Schritt nochz.z: X,:= lim X, € L1(F)
n—oo
Fatou

E(1Xeo) = E(lim [X,]) = E(lminf|X, )% liminf E(|1X,]) = liminf (2ECG)) — E(X,)

< 2c — E(Xp) Xn = Xn — X5 N L pt Submartingal!
= 2X+Y — X,
<
1.3¢ Martingal-Konvergenzsatze (3)
Submartingal-Konvergenzsatz
n — oo

(X,,),, Submartingal mit ¢ :=supE(X;) < »© = X, = Xo P-s.,| firein X, € L1(F)
n

Definition z.B.. H = {X,|n € N}
Eine Menge von ZV'en H c L1(F)

heiRt gleichgradig integrierbar :< sup E(|X] - 1{|X|>L}) —) 0
XEH

Proposition a) sup E(]X|P) < oo firein1 <p <o = H gleichgradig integrierbar
XeH
b) I X|<Y VXeH 27 sleicheradie integrierb
=

fur ein festesY > 0,Y € £ gieichgradig Integrierbar

Beweis uniformin X € H!
XeH = E(X|1ixspy) < < —E(XI? —>OVp>1

a) (IX11gx2y) IE(IXl /UH/}) (X17)

<c:= sup [E(|X|p)
XeH

Y e L!
by Xed = IXI<SY = IX|- Lgxpy < V- Igxpy < V- Lgypy 2, 0 Pfs. —

= sup E(IX|-1gx=) < E(Y - 1gyisy) — 0 <
XeH L 3 Ll-ow Majorisierte

<Yer?! Konvergenz




1.3c Martingal-Konvergenzsatze (4)

Submartingal-Konvergenzsatz

n — oo

(X,,),, Submartingal mit ¢ :=supE(X;) < © = X, = Xo P-fs.,| firein X, € L1(F)
n

Definition 2.B..H = {X,|n € N}
Eine Menge von ZV'en H c L1(F)

heiRt gleichgradig integrierbar :< sup E(|X] - 1{|X|2L}) - 0
XeH L — oo

Proposition a) sup E(|X|P) < o fireinl < p <o = H gleichgradig integrierbar
XeH

b) I X|<Y VXeH

fiir ein festes ¥ > 0.7 € Ll} = H gleichgradig integrierbar

Martingal-Konvergenzsatz

a) (M,)),, Martingal,
{M,, | n € N} gleichgradig integrierbar

n — oo

i) M, - My P-fs., fiirein M, € L1(F)
ii) E(|[M, —My|) —» 0, L-Konvergenz!
iii) M, = E(My, | F,),Vn (P-fs)

b) vye LYF), M,=EYIF) = {M, | n € N} gleichgradig integrierbar

1.3¢ Martingal-Konvergenzsatze (5)

Submartingal-Konvergenzsatz

n — oo

(X,,),, Submartingal mit ¢ :=supE(X;) < © = X, = Xo P-s.,| firein X, € L1(F)
n

Definition ~ H c L'(F) gleichgradig integrierbar : < sup E(|X|- 1qxs1})) — O
XeH L > o

Martingal-Konvergenzsatz n - o
i) M, - My P-fs., fiirein M, € L1(F)
a) (M,,),, Martingal, }
-

.. n — oo
{M,, | n € N} gleichgradig integrierba ii) E(|My, — M) - 0, L'-Konvergenz!

i) M, = E(My | F,),Vn (P-fs)

b) ve LY(F), M, =EXYI|F) = {M, | n € N} gleichgradig integrierbar

Beweis

a)

i) Nurzz.,dass c:=sup [E(Mf{) < 00, Dann folgt die Behauptung aus vorherigem Satz!
n

{M, | n € N} gleichgr. intbar = Ve >03Ls.d.: sup E(|My|- Lyu, =) < €
neN

= EM;}) < E(Mu)) = E(IMyl - Lgmysry) + E(IMal - Lpari<ny) < e+ L
l Y : unabhangig von n € N!
<e&g <L = i)




Martingal-Konvergenzsatz (6)

a) (M,,),, Martingal,
{M,, | n € N} gleichgradig integrierbar =

n — oo

i) M, - My P-fs., fiirein My, € L1(F)
ii) E(|M,, — Moo|)ni>ooO, L1-Konvergenz!
iiit) M, = E(My | Fy),¥n  (P-fs)

b) ve LYF), M,=EYIF) = {M, | n € N} gleichgradig integrierbar
BeWEiS ‘Cutoff’ A X
a) ii) Fur L > 0 sei L, x>1L T ' 60
fL(x) = X, —L<x<L
_LI x < —L o
= f} stetig und beschrénkt! o =L

E(IMy — Mo|) = E(IMn — fL(My) + fL(My) = fL(Moo) + f1,(Ms) = Mool)

< E(Mn — (M) + E(f (M) = (M) + E(f(Mer) = Moo )

T

an ﬁn Yn

an: E(|My — f(Mp)]) = EUMn — (=D)| - Lipp<—1p) + 0 + E(IMp — L] - Liar,>41))

< M|+ L <2|M,y| < |Mp|+ L <2|My|
{M,, | n € N} gleichgr. intbar:

sup E(|My| - 1ym, =) = 0
neN L — oo

&
< 2ZE(IMyul - 1gmy>1y) < 3 fir L>L, uniforminn €N

Martingal-Konvergenzsatz (7)

a) (M), Martingal,
{M,, | n € N} gleichgradig integrierbar

n — oo

i) M, » My P-fs., fiirein My, € L1(F)
ii) E(|M,, — Moo|51 70, L1-Konvergenz!
(i) M, =EMy | %), ¥n (Ps)

b) verl(F), M,=EYI|E) = {M, | n € N} gleichgradig integrierbar

Beweis X
e huri>0se o A—f
a il .
b
A

fo(x) =x - Ly<ry + L - Lx>L) = f; stetig und beschrinkt!
E(IMy, — Mo|) = E(IMy, — fL(My) + fL(My,) — fL(Mo) + f1(Me,) — M)

< B(My — fi(MD) + E(f (M) = fi(Mo)]) + E(fu(Meo) = Moo])

an Bn Vn
Seie >0 Gesucht: L. >0 N.EN sd.: a, 6, by, —c Nn=N

) . :
an: E(|M, — fL(M,)]) < 3 fir L>L. uniforminneN <« |{Mn|n € Njgleichgr. intbar:
sup E(|My| - 1gpm, =) = 0
neN L —> o

analog
€
Ynt E(lf(Me) — Moo |) < 2 E(|Moo| - 1(jeo|>1}) < 3 fir L> LY | M, integrierbar

2¢
= fur Lg = max{L}, Ly} gilt an, +y, < 3 vneN




Martingal-Konvergenzsatz (8) 0= GO
i) M, - M, P-fs., firein M, € L1(F)
a) (M,,),, Martingal, }
-

.. n - ©
{M,, | n € N} gleichgradig integrierba ii) E(|[Mn —Ms|) - 0, L'-Konvergenz!
iii) My, = E(Ms | ),V (P-fs)

b) ve LYF), M,=EYIF) = {M, | n € N} gleichgradig integrierbar

frlx) =x- 1<ty + L - 1x|>1} = f; stetig und beschrénkt!

Beweis ‘[ X
a) ) Far L > 0 sei +L fi(x)
ii .
9
S

E(IMy — Maol) = E(Mn = (M) + fu (M) = fo(Mer) + £(M) = Mar])
< E(My — i(MD + E(f (M) = fi(Me)]) + E(f(Meo) = Moo])

an ﬁn Vn
Seie>0. Gesucht: I, ~0 M €N sd:a,+p,+y,<e Vn=N, +«
A Vn: 2¢ —_
fur L, == max{L}, Ly} gilt an+y, < 3 vneN
. 1
.Bn- n - oo fLstetig n - oo |fL(Mn)|SLEL "o oo
D= My > My Pfs, = fi(My) = fi(Ms) P-fs.,, = E(fL(My)) - E(f,(M))
Majorisierte
€ K
= E(lf,(My) — i(Mo)]) <= vn >N, onversenz 3 )
3 = ii)
Martingal-Konvergenzsatz (9) o

i) M, » My P-fs., firein M, € L1(F)

n— oo
ii) E(|JM,, — My|) —» 0, L'-Konvergenz!

a) (M), Martingal,
{M,, | n € N} gleichgradig integrierbar

iii) My, = E(Ms | F,),Vn  (P-f.s)
b) vyve LYF), M,=EYIF) = {M, | n € N} gleichgradig integrierbar

Beweis
a) iii) Fasse M, auf als Kandidat fiir die bedingte Wkt. E(M,, | F,).
Da M,, F,,-mb. ist, bleibt nur z.z.,, dass E(M,, - 14,) = E(My - 14,) VA € F,.
Sei A € F,,. Danngilt fir alle N > n:
[E(My, - 14) — E(Mo - 1,)] < |\IE(Mn 1) — E(My - 1A)}| +\ [E(My - 14) — E(Mc - 1A)|}

! Y
(My)n Martingal &= 0 < E(|My — Mo | '/1{4)
LS unabhangig von N My, = E(My | ) < E(|My — M) E)) 0,
N (o)
= |E(Mp-1) —E(Mo - 1) =0 VAEF,. = iii) -
b) z.z.: {M, | n € N} gleichgr. intbar, d.h.:  sup E(|M,,] - 1{|Mn|2L})L_) 0 F,-mb.!
neN 522 29 -

T
neNL>0 = E(IMpul- Lguyony) = E(EQY | F)l; Lgmiony) < E(EAYITE) - Lguyisry)
<E(YI1F) = E(Y] - 1gm,=1})




Martingal-Konvergenzsatz (10) 0= GO
i) M, - M, P-fs., firein M, € L1(F)
a) (M,,),, Martingal, }
-

.. n = €9
{M,, | n € N} gleichgradig integrierba ii) E(|M,, —My|) - 0, L'-Konvergenz!
i) M, = E(M | %),V (P-fs)
b) ve LYF), M,=EYIF) = {M, | n € N} gleichgradig integrierbar

Beweis p) z2.: (M, |n e Nj}gleichgrintbar,d.h: sup E(IMy|- Ly, s2p) = O
neN L — oo

Ziel: findezue > 0einlL,, s.d.: sup IE(IMnI . 1{|Mn|2L}) e
VneNL>0 -
E(IMy| - Lguysy) S E(EQ 1 F)l - Lgmyjeny) < E(E(Y] 1/Tn) 1{|Mn|>L}) = E(Y| - 1yp,51))
< E(Y|I1F)
T gy v
=E(Y| -1 =1} Lavizry) +EAY| - gm0y 1 )
Ltz Lavixg 1 Tty i
<K
< E(Y| - 1gyzx3) +K- E(Lm,|213) Markov — Ungleichung
1 1
= P(|M,| = L) S — E(|My]) < I E(IY])
K
< IE(lYl 1{|y|>1(}) + - E(lyl) obere Schranke uniform = |E(Y|j:n)|
E - fiir allen < [E( Y] | j-"n)
<5 K=K, < Lzl S i)

1.3c¢ Martingal-Konvergenzsatze (11)

Martingal-Konvergenzsatz n— o
i) M, - My P-fs., firein M, € L1(F)
a) (M,,),, Martingal, }
.

- n— o
{M,, | n € N} gleichgradig integrierba it) E(|M,, —My|) — 0, L'-Konvergenz!
(i) M, =EMy | %), ¥n (P-s)
b) vye LYF), M, =EYIF) = {M, | n € N} gleichgradig integrierbar

Definition Analog zum zeitstetigen Fall sei F, = 0(Upen Fn)-

Korollar zum MKS

n — oo
FiralleY € L1(F) gilt: M, =E{Y |F) » EYI|F,) P-fs.
und falls Y sogar F,-messbar, folgt: M, == E(Y | Tn)n 3%y P-f.s.
Beweis MKS b) MKS a),i) n - oo

M, =EY |F,) = {M,},, gleichgr. intbar = M, —» M, P-fs., firein M, € L1(F)

z.z.istnur.dass M= E(Y | F.) '«
Jedes M,, ist F,, C F,, messbar. = M, ist als P-f.s. Limes von F.,-mb. Fkten auch F.,-messbar!

Nach MKS a),iii) gilt fir My: EYI|F)=M,=EWM,|F,) P-fs, vn
Def. bed. Erwartung

> E(Y 1)) = EMw 1) VAEF, Yo dh.VAE Unen T
= [E(Y ¢ 1A) - ]E(Moo : 1,4) VA € Too N-stabiler Erzeuger von F,_|




Uberblick

Martingale

Diskrete Zeit N

1.3a Definition
Charakterisierung

Optional Stopping

Martingalzerlegung

E(Mp | Fn) = X YR Zm
E(M,) = E(M,) VT beschr.
E(M; | F;) = M, YT = ¢ beschr.
X, =Xo+ M, +4,

S
Submartingal Martingal wachsend

Martingal-Ungleichungen

1.3b 1. Martingal-Ungl.

2. Martingal-Ungl.

Upcrossing-Lemma

1
P(M; 2 h) < ZE(Ma])  VA>0

E((M;)P) < ¢, - E(IM,[P)
I1<p<o

1
E(Uy) < —a E[(Xy — a)*]

Martingal-Konvergenzsiitze

1.3¢c Sub-MKS

MKS

supE(X;) <o o Xp = X Pfs,
" fiir ein X, € L1(F)

M)y - {Mn - My P-fis. & in L1
glgr.intbar | M, = E(My, | F,), Vn

M, =EYI|F) = (M
glgr. intbar

Uberblick

Martingale

Martingal-Ungleichungen

Martingal-Konvergenzsiitze

Diskrete Zeit N

Stetige Zeit R™

1.3b v |:> 1.3d




X;: (O, F,P) -» (R, B(R), PX{ ") Diskrete Zeit N = N, Stetige Zeit R

Filtrierung (F)nen (Fe)ezo
FoCFp1c€F VneN FcF,cF vV0ss<t
stochastischer Prozess X X = (Xp)nen X = (Xp)eso
Annahmen an X (F,)nen -adaptiert (Fo) =0 -adaptiert
E(|X,|) < o vn € N E(|X,]) < o VE > 0
X Submartingal S EXy | Fp) =Xy YV Z2m EX; | F5) = Xs VE=s
X Martingal = EX, | Fp) =X, Y 2=2m EX; | F) =X, Vt=s
X Martingal } ’e"sg'“he ((p(Xn))n Submartingal, ((p(Xt))t Submartingal,
@:R > R konvex, mb. | ungleichung falls E(lo(X,)|) < o Vn € N falls E(|o (X,)|) < o0 Vt =0

(X¢)¢ nun mit rechtsstetigen Pfaden

Doob’sche Submartingal-Ungleichung = P(sup X, = 1) < = 1 [E(X"') P(sup X, = 1) <= 1 ]E(X;-)

X Submartingal vA>0 ksn 0<s<t
Doob‘sche Maximal-Ungleichung » »
X Martingal oder = E <(Sup|Xk|) ) <cpe E(|X,[P) E (( Sup |Xs|) ) <¢p- E(1X:|?)
. 1<p< oo ksn 0ssst
pos. Submartingal p
falls sup|X,| € LP falls sup | X| € LP
ksn 0ssst
Doob’sches Upcrossing-Lemma = E(Uy) < 1 E[(Xy — a)*] E(U,) < 1 E[(X, — a)*]
X Submartingal ab€eR N =p_q b YV =p_qa ¢
a<b N € N Uy = # Upcrossings bisZeit N~ t = 0 U, = # Upcrossings bis Zeit t

Doob’sche Submartingal-Ungleichung Aquivalente Formulierung
1

Sei (X,,),, ein Submartingal. Dann gilt fir alle N € N P(sup X, = 1) <— ]E(X ) Vv1>0

k<N l_Y_J

B — =tc

1
» bzw. dquivalent dazu: P(sup X, > 1) < - IE(X ) V1>0

k<N

Beobachtung . 1
> <--
Sei Z eine reellwertige ZV und ¢ = 0. ) Hre s A ¢ vA>0
Dann sind folgende Aussagen aquivalent: i) P(Z > 1) < 1 c VY1>0
Beweis
[) = ii): Wihlezu A > 0 eine fallende Folge A,, N 4, A, > A4
n C n Z 2 A f" H
= (Z2A4)7{Z>2 dh:u,{Z=2,}={Z>2} denn: m>4  fireinm
N 1 "D"Z>AZ = Ay, fireinm
= P(Z = 21,) < C
Am
MaRBstetigkeit \L I\L
von unten IP)(Z > A) < z . = ll)

"D"Z>1 > A, Vm
= {Z>A3N{Z 224} dhenp {Z>24,)={Z =41} denn:
i) "c"Z>A,Vm =7 >1lim4,,

m

= P(Z >, < A_'C I

. c =)

[i) = i): Wahle zu A > 0 eine aufsteigende Folge A,, 7 A, 4,, < A |

MaRBstetigkeit \L

1
von oben P(Z=>1) < Z




1.3d Martingale in stetiger Zeit (1)

Doob‘sche Submartingal-Ungleichung (in diskreter Zeit)
1
(X,,),, Submartingal = P(supXy=1) <- IE(X[\',') VA>0 (*1)
NEeN k<N
U ,Stetigkeitsargument”
Doob’sche Submartingal-Ungleichung (in stetiger Zeit)
X:)iso0 (Ft)eso-Submartingal 1
Xt)tz0 Fedezo g N P(sup X, > +1) <= [E(Xt'") V1> 0
Pfade von (X;); rechtstetig |t > 0 0<s<t
Beweis Seit > 0.
Sei (X¢)¢=0 €in (Fr)eso-Submartingal mit rechtsstetigen Pfaden.
Zeitdiskretisierung Sein € N,
Definiere zeitdiskreten stoch. Prozess (Y}, durch Vi = Xk .¢
2" = (Yi)x (Fr)r-Submartingal
Definiere zeitdiskrete Filtrierung durch ~ Fy := FY == a(Y,, ..., Y})
(*1) 1 +
A>0 = P(sup Xi.¢ > 1) = ]P’(squk>/1)_ 1E(YN+)=—1E(Xt) vneN
N :=2" k<2n @ /r\ A
Beobachtung ‘ Yy =Y;n=X, ‘
Doob‘sche Submartingal-Ungleichung (in stetiger Zeit)
X F -Submartingal 1
Xt)e=0 Fedeso 8 N P(sup X, > +1) <= [E(Xt-'") V1> 0
Pfade von (X,); rechtstetig |t > 0 0ss<t
Beweis Seit > 0. Sei (X;);s0 €in (Fp)eso-Submartingal mit rechtsstetigen Pfaden.
Zeitdiskretisierung Sein € N,
Definiere zeitdiskreten stoch. Prozess (Y,,), durch Vi = Xk - ¢
2n = (V)i (Fr)i-Submartingal
Definiere zeitdiskrete Filtrierung durch ~ Fy == FY == a(Y,, ..., Y})
(1)
A>0 = P(sup Xy > A) =P(sup Xk.¢ > A) =P(sup ¥, > ,1) < IE(Y )= —IE(X?) vn €N

N := 27 SIEFy, k<2n @ k<N
1.t 2"t o
b ={0— =t} 2F= U F, dichtin [0, t]
n=1
Limes n — o Maﬁstetigkeit von unten

(R.S. unabhangig von n)

F, 7F ={sup Xs,>/1}f{sup Xs,>/1}—{supX > 1} =>1P>(sup Xs,>/1)—>]P>( sup X; > 1)

SIEFE, sel0,t]
rechtsstetlge Pfade

Vs €e[0,t] 3(s;"); € F mits;' \vs

SIEF,

1
:[P(supX >/1)< EX}) vi>0

r-st.
s€[0,t] = X,(w) = llim Xsl,(w) < sup Xy (w)
-0 s'eF
Beob. 1 X < X
s ]P( sup Xs = /1) < E[E(X;) VAi>0 - selod] s(w) = o (@)
selo,t] " > "klar

selo,t]




