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Einleitung

Auch wenn man den Begriff eines Mosaiks eher mit den Glasfenstern alter Kirchen oder den
Boden antiker Baderdume in Verbindung bringt, so finden sich dhnliche Strukturen eben-
falls in der Natur (vergleiche [OBS92] S. 278), z.B. als Muster auf der Haut (Abbildung 0.1)
und tieferliegend sogar als Struktur der Hautzellen, aber auch in technischen Anwendun-

gen, wie der Computergrafik (siehe z.B. [Wik]). In den entsprechenden Modellierungen dieser

Abbildung 0.1.: Hier erkennt man mit etwas Wohlwollen die Mosaikstruktur der menschlichen Haut
(Quelle: http://commons.wikimedia.org/wiki/Image:Human_skin_structure. jpg. Dieses Bild steht unter

der GNU-Lizenz fiir freie Dokumentation, Fotograf: XenonR)

Phé&nomene geht es darum, einen Raum, eine Fliche oder allgemein ein geometrisches Objekt
in einer geeigneten Weise mit vielen einfacheren oder kleineren Objekten zu iiberdecken, zu
beschreiben oder gar darzustellen, so wie versucht wurde, den gesamten Boden eines antiken
Baderaums mit Keramik-Scherben zu pflastern. Selbst unabhéingig von ,echten Anwendun-
gen* finden sich in der Mathematik Fragen und Problemstellungen, die man mit Modellen
untersuchen kann, die in vielerlei Hinsicht solchen Pflasterungen dhneln.

So widmen sich Mathematiker vieler Fachgebiete der Konstruktion mathematischer Modelle
fiir Mosaike, immer angepasst an ihre spezifischen Bediirfnisse. Topologen interessiert z.B. die
Triangulisierung von Mannigfaltigkeiten (vergleiche z.B.[Blo97] S. 135), Spezialisten auf dem
Gebiet der konvexen oder diskreten Geometrie beschéftigen sich mit Komplezen ([Grii67])
oder Parkettierungen ([Sch93b]).
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Einleitung

Viele Anwendungen legen nahe, den Zufall mit ins Spiel zu bringen. Und so beschéftigt sich
die stochastische Geometrie unter anderem mit zufdlligen Mosaiken (sieche [SWO00] ab S. 232).
Die Elemente dieser Mosaike sind konvexe Polytope. Der iibliche Zugang zu diesen zufélligen
Mosaiken basiert auf Punktprozessen.

Dabei nutzt man Verfahren, bestimmte diskrete Punktkonfigurationen in eine Kollektion
von konvexen Polytopen umzuwandeln. Im Idealfall bilden diese dann ein Mosaik. Beispiels-
weise bilden die zu einer diskreten Punktkonfiguration im R? gehérigen Voronoi-Zellen eine
bekannte Kollektion solcher Polytope. So gehort zu jedem Punkt ¢ der Konfiguration ein Po-
lytop, das genau aus den Punkten des R? besteht, die niher an ¢ liegen als an allen anderen
Punkten der Konfiguration. In diesem Kontext ist ebenfalls die dazu duale Kollektion der
Delaunay-Zellen zu nennen.

In [Sch93a] wird eine Moglichkeit prisentiert, aus Punktkonfigurationen mit gewissen Ei-
genschaften Polytope zu erzeugen. Das angewandte Verfahren ist gestiitzt auf die Konstrukti-
on von Voronoi-Zellen, erweitert diese aber in einem gewissen Sinne. Dabei wird die Euklidi-
sche Metrik, die die Voronoi-Zellen formt, durch Gewichtung der Punkte in der Konfiguration
deformiert. Den Voronoi-Zellen entsprechen dann so genannte Laguerresche Bereiche. Diese
bilden analog zu den Voronoi-Zellen ein Mosaik. Ebenso wird der Begriff der Dualitdt in
[Sch93a] anders gepriagt und fithrt uns zu weiteren Mosaiken, die aber wiederum mit den
Delaunay-Mosaiken in Verbindung gebracht werden kénnen.

Fine zufillige Version dieser Laguerreschen Mosaike wurde bisher jedoch noch nicht unter-

sucht.

Zur Struktur und den Zielen dieser Diplomarbeit

Die Grundlagen der Theorie von Punktprozessen und Mosaiken in [SW00] beruhen auf to-
pologischen Konstruktionen, die in [Mat75] entwickelt wurden. Ein Ziel dieser Arbeit ist es,
die zugehorige Theorie auf ein rein mafitheoretisches Fundament, wie es in [Rip76] eingefiihrt
wird, zu stellen. Dieses wird in Kapitel 1 présentiert. Die bereitgestellte Theorie umfasst
Zihlmafle auf Phasenrdumen genauso wie eine Theorie von zufdilligen Maflen bzw. Punktpro-
zessen. Insbesondere beschreibt Abschnitt 1.4 einen Phasenraum, basierend auf den endlichen
Punktkonfigurationen M f: (E) in einem euklidischen Raum F, der in spéteren Kapiteln einen
Rahmen fiir die Diskretisierung von Polytopen und Mosaiken bereitstellt.

In Kapitel 2 wird dann in Anlehnung an [Zes05a] mit den Cluster-Eigenschaften ein Begriff
eingefiihrt, der messbare Beziehungen zwischen lokal endlichen Punktmafien und (Kollektio-
nen von) endlichen Punktkonfigurationen, den Clustern, beschreibt. Dies ermdoglicht dhnliche
Konstruktionen wie Voronoi-Mosaike, bei denen eben eine Verbindungen zwischen Punktkon-

figurationen und Polytopen besteht. Das Null-Unendlich-Gesetz der stochastischen Geometrie
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wird ebenfalls in diesem Kapitel angepasst an Cluster-Eigenschaften bewiesen. Damit steht
dann ein Mittel zur Analyse von speziellen Cluster-Prozessen zur Verfiigung, die in Kapitel
5 zur Konstruktion einer Klasse zufilliger Mosaike benutzt werden.

In Kapitel 3 werden die Definitionen der klassischen geometrischen Objekte, die fiir die
Konstruktion von Mosaiken benotigt werden, diskretisiert und damit fiir den Kontext der
Cluster-Eigenschaften vorbereitet.

In Kapitel 4 werden dann die ersten beiden Klassen von zufélligen Mosaiken konkret
konstruiert. Dazu wird die in [Sch93a] présentierte Theorie iiber Laguerresche Bereiche fiir
die maftheoretischen Bediirfnisse, vor allem Messbarkeitsfragen, angepasst und in diesem
Kontext vollstdndig entwickelt. Dazu wird unter anderem zum bekannten messbaren Raum
(R? x R, B(R? x R)) ein besonderes System beschréinkter Mengen konstruiert, so dass die
geometrischen Konstruktionen aus [Sch93a] funktionieren und vorgestellt werden konnen.
Im Anschluss wird dann eine Cluster-Eigenschaft definiert, mit deren Hilfe eine Klasse von
Cluster-Prozessen konstruiert wird. Mit diesen wird ein Hauptziel dieser Arbeit erreicht,
namlich zufillige Laguerresche Mosaike zu realisieren. Genutzt werden dazu bestimmte Potis-
sonsche Punktprozesse. In Abschnitt 4.3 wird dann ein weiteres zufilliges Mosaik entwickelt,
aufbauend auf einer Abbildung, die einem passenden Punktmaf sein duales im Sinne von
[Sch93a] zuordnet.

Die mit Hilfe der Laguerreschen Bereiche definierten zufilligen Mosaike werden den R?
komplett iiberdecken. Von einem topologischen Standpunkt aus gesehen sind aber auch Mo-
saike mit Liicken bzw. Lochern interessant. So besteht das letzte Ziel dieser Arbeit dar-
in, ebenfalls ein solches zu konstruieren. In Kapitel 5 wird durch eine Erweiterung der
Delaunay-Figenschaft ein zufélliges simpliziales Mosaik mit Lochern erzeugt. Dazu werden
eine translations-invariante Cluster-Eigenschaft, die die Bedingungen des Null-Unendlich-

Gesetzes erfiillt und ein zugehoriger Cluster-Prozess benutzt.
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Konventionen und Schreibweisen

Um Verwirrungen und Unklarheiten durch unbekannte Konventionen und Schreibweisen zu
vermeiden, wollen wir zunéchst festhalten, was vorausgesetzt und welche wohl bekannten
mathematischen Konstrukte wie bezeichnet werden.

Die disjunkte Vereinigung zweier Mengen A und B sei mit AUB symbolisiert. Das Kom-
plement (im Bezug auf eine bekannte Grundmenge) zu einer Menge A sei mit AL bezeichnet.
Weiter sei fiir zwei Mengen A, B die Differenz A\ B := AN B,

In der Arbeit bewegen wir uns oft im euklidischen Vektorraum R¢. Die analytischen Ei-
genschaften und Schreibweisen sind dabei [For99a; For99b] entnommen. Abweichend davon
benutzen wir sowohl fiir den Betrag |r| einer Zahl € R als auch fiir die euklidische Norm |v|
eines Vektors v € R? die gleiche Symbolik. Die jeweilige Bedeutung von || sollte aber aus dem
Zusammenhang klar werden. Als Symbol fiir die rein positiven reellen Zahlen sei R™ gewiihlt.
Weiter sei R := RT U{0} und analog Ny = NU{0} die natiirlichen Zahlen zusammen mit der
0. Eine Klammer der Art ,,[“ bzw. ,,|“ bestimmt eine abgeschlossene, Klammern vom Typ ,, (¢
bzw. ,,)“ eine offene Intervalgrenze, sprich ob die jeweiligen Grenzpunkte mit zum Intervall
gehoren oder nicht. Die abgeschlossene Kugel in R? mit Mittelpunkt in @ € R? und Radius
r € R sei mit B,(a), dic entsprechende offene mit B,(a) bezeichnet. Weiter sei die punktierte
abgeschlossene Kugel B,(a) um a mit Radius r gegeben durch B,(a) ~ {a}. Ist (S,d) ein
metrischer Raum und B eine metrisch beschrdnkte Menge, dann sei der Durchmesser von B
gegeben durch diam B := sup {d(b1,b2) | b1, b2 € B}. Die (d — 1)-dimensionale Einheitssphére
in R? ist gegeben durch S4~1(RY) := {6 € RY|[d] = 1}.

Der offene Kern, also die Menge der inneren Punkte einer Menge M in einem topologischen
Raum seien generell mit M bezeichnet. Der Rand von M sei mit M bezeichnet.

Grundsétzliches Vorwissen, das fiir die lineare Algebra in dieser Arbeit benttigt wird, findet
sich in [Fis97]. Das euklidische Skalarprodukt zweier Vektoren wird hier durch das Zeichen
- gekennzeichnet. Das Skalarprodukt eines Vektors v mit sich selber wird teilweise mit v?
abgekiirzt.

Die fiir diese Diplomarbeit sehr wichtigen Grundlagen der Maf}- und Integrationstheorie
sind in [Bau92] nachzulesen. Die Bezeichnungen und Schreibweisen werden mit kleinen Abwei-
chungen bzw. Ergédnzungen iibernommen. Der Darstellungsatz von Riesz ermdoglicht es uns,

MafBe iiber einem messbaren Raum (X, .«7) durch Funktionale I auf .#,(X), den positiven



Konventionen und Schreibweisen

o/-messbaren Funktionen auf X, zu beschreiben und direkt mit den zugehorigen Maflen zu
identifzieren. In diesem Sinne sind dann Wendungen wie I(A), A € &/ zu verstehen. Um-
gekehrt gehort zu einem Mafl p eben ein Funktional, so dass u(f), f € Z#4(X) mit Sinn
versehen ist. Indikatorfunktionen zu einer Menge B seien mit 15 bezeichnet. Das Bild eines
Mafles p unter einer messbaren Transformation 7', werden wir sowohl mit Ty als auch mit
po T~ bezeichnen.

Wir betrachten auch oft Tensorprodukte von Abbildungen, d.h.sind f: X - Rundg:Y —
R zwei Abbildungen, so bezeichnet f®g: X xY — R die vermoge X XY > (z,y) — f(x)-g(y)
definierte Abbildung. Natiirlich kann R durch beliebige Mengen, auf denen eine Multiplikation

definiert ist, ersetzt werden.



1. Zufdllige Malle

Wesentliche Teile dieser Diplomarbeit beschéftigen sich mit zufillig realisierten geometrischen
Objekten und Punktkonfigurationen. In diesem Kapitel werden wir ein sicheres theoretisches
Fundament fiir solche Ideen bereitstellen.

Angelehnt an [Rip76] verzichten wir dabei weitgehend auf topologische Grundlagen und
benutzen vornehmlich mafitheoretische Methoden. Viele Standardwerke der stochastischen
Geometrie (siehe z.B. [SWO00]) gehen einen anderen Weg und deswegen wird an markanten
Stellen versucht werden, den ,topologischen Weg® als einen Sonderfall des hier gew&hlten
Zuganges zu kennzeichnen. Die Ideen entstammen der Theorie zufélliger Mafle auf lokal kom-
pakten Rdumen mit abzihlbarer (topologischer) Basis. Und solche (besonders den R™) sollte
man sich bei der folgenden abstrakten Betrachtung vorstellen.

Da dieser Zugang nur wenig oder gar nicht in Werken der stochastischen Geometrie be-
schrieben wird, werden wir der Vollstdndigkeit halber Aussagen beweisen, die im topologi-
schen Spezialfall als bekannt vorausgesetzt werden kénnen. Die Ideen und Beweise entstam-
men groftenteils [Zes05b] und [Zes06].

1.1. Phasenraume

Grundlage der folgenden Uberlegungen bildet eine spezielle Klasse von messbaren Raumen
(X, ), wobei X eine beliebige Menge darstellt und <7 eine o-Algebra in X ist, die zumindest
alle einelementigen Teilmengen von X enthélt.

Unser erster Schritt besteht darin, so etwas wie Lokalitdt zu definieren. Angelehnt an

metrische Rdume erreichen wir das durch die Angabe der beschrdinkten Mengen. Genauer:

Definition 1.1.1. Sei (X, .o), wie oben, gegeben, also sei insbesondere {z} € &7 fiir alle
x € X. Weiter gebe es ein Teilmengensystem B(X) von X, genannt die beschrinkten Mengen

von X, das die folgenden Bedingungen erfiillt:
(B1) Ist B € B(X) und C C B, dann ist auch C € B(X) (, d.h. B(X) ist hereditdr).

(B2) B(X) ist abgeschlossen unter endlichen Vereinigungen. (Wir sagen B(X) ist U-abge-

schlossen.)



1. Zufillige Mafie

(B3) Es existiert eine Folge (B;),c, von Mengen aus B(X) N &/ =: By(X), so dass X =
Uiewn Bi-

(B4) Fiir jedes B € B(X) gibt es ein By € By(X) mit B C By.
In diesem Fall nennen wir das Tripel (X,.o7, B(X)) einen o-beschrinkten messbaren Raum!.

Wiéhrend die ersten beiden geforderten Eigenschaften offensichtlich der iiblichen Vorstel-
lung von Beschranktheit entsprechen, bediirfen die Letzteren einer Erlduterung.

So erlaubt (Bs3) immer eine Lokalisierung, insbesondere bei Fragen der Messbarkeit von
Mengen und Abbildungen. Mit anderen Worten: Es reicht dank dieser Bedingung meist,
Eigenschaften lokal, d.h. innerhalb einer beschriinkten Menge, zu iiberpriifen. (Bs) impliziert
némlich, dass es eine gegen X aufsteigende Folge (B;)ien in Bo(X) gibt, d.h. X = Uien B;
und B; C Bj fiir 4 < j. (Wir schreiben dann B; T X, i — o0.)? Per Ubergang i — oo erhilt
man dann die Eigenschaft global, d.h. in ganz X. Wir wollen eine solche Folge Lokalisierung
von X nennen.

Die Eigenschaft (Bj) gestattet es, lokale Betrachtungen immer ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit in messbaren Bereichen durchzufiihren.

Bevor wir eine weitere von uns benottigte Eigenschaft einfithren, seien hier ein paar Beispiele

fiir o-beschréinkte messbare Rdume gegeben:

Beispiele 1.1.2. (i) Sei (X, <7, 1) ein o-endlicher Mafiraum, so dass alle einpunktigen Men-
gen messbar sind. Wihlt man als beschréinkte Mengen, die Mengen die in solchen von

endlichem Maf} enthalten sind, also
B:={ACX|3Be & : u(B) < +oo und A C B}.

Dann ist (X, <7, B) offensichtlich ein o-beschriankter messbarer Raum.

(ii) Da wir uns im Rahmen der Arbeit meist mit dem euklidischen R? beschiftigen, ist fiir
uns dieses Beispiel wichtig: Sei (S,d) ein metrischer Raum, versehen mit der Borel-
o-Algebra, bzgl. der von der Metrik induzierten Topologie. Die beschrinkten Mengen
seien die metrisch beschrankten Mengen. Da diese Menge alle Kugeln enthélt, reicht es

fiir (Bs), dass die Topologie eine abzihlbare Basis besitzt.

Nun kommen wir zu der bereits angekiindigten weiteren Eigenschaft. Sie entspricht ei-
nem Trennungs-Axiom in der Topologie und ist eng verwandt mit der Hausdorff-FEigenschaft

topologischer Rdume:

st klar, um welchen Grundraum X es sich handelt, so seien die beschrinkten Mengen auch kurz nur mit B
bezeichnet. _
*Wihle zum Beispiel fiir B; := |J/_, B;.



1.1. Phasenrdume

Definition 1.1.3. Ein o-beschrinkter messbarer Raum heif3t abzdhlbar separiert, wenn es
eine abzihlbare und unter endlichen Schnitten abgeschlossene Teilmenge By C By gibt, die
die Punkte von X im folgenden Sinne trennt:

Sei {x1,...,zn} , x; # x; fir ¢ # j, eine endliche Teilmenge von X. Dann gibt es
Bi,...,B, € Bo, paarweise disjunkt, so dass x; € B; furi=1,...,n.

Wir wollen dann B, die separierenden Mengen nennen. Einen o-beschrinkten abzidhlbar

separierten Raum wollen wir einfach kurz Phasenraum nennen.

Auch hierfiir gibt es prominente Beispiele:

Beispiele 1.1.4. (i) Im weiteren Verlauf der Arbeit wird uns der Raum (R?, Z(R%), B(RY))
als Grundlage dienen, wobei %(R?) die Borelmengen von R? bzgl. der von der euklidi-
schen Metrik erzeugten Topologie und B(R?) die metrisch beschréinkten Mengen des R?
sind. Eine mogliche Wahl fiir die separierenden Mengen sind dann die verallgemeinerten
offenen Intervalle bzw. Rechtecke (a1,b1) X el (a4, bg) mit rationalen Eckpunkten
ai,...,aq,b1,...,bg € Q und somit ist (R%, B(R?),B) ein o-beschriinkter messbarer
Raum, der abzéhlbar separiert ist.

Dies ist ein Spezialfall dessen, was Grundlage der stochastischen Geometrie z.B. fiir [SW00]

und [Mat75] ist:

(ii) Es sei (T,.7) ein lokal kompakter? topologischer Raum mit abzihlbarer Basis?. Wiihlt
man als beschrinkte Mengen die relativ kompakten Mengen, als o-Algebra die Borel-

o-Algebra beziiglich .7, so ergeben sich die Eigenschaften eines Phasenraums aus Satz
2.1.1, S. 35, in [SWO00] und der Hausdorff-Eigenschaft.

(iii) Recht offensichtlich aber dennoch erwihnenswert ist folgender abzdhlbar separierter

o-beschriankter messbarer Raum:

Seien (X;, <%, B(X;)) Phasenrdume fiiri = 1,...,d. Dannist fiir X = Xy x---x Xy, & =
®f:1 o; das Tripel (X, .o/, B(X)) wieder ein Phasenraum, wenn man als beschrinkte
Mengen

B(X) ::{BCXlX~~'XXd|BCBl><'--XBd, BlEB(Xl),...,BdEB(Xd)}

withlt. Dies ist im Prinzip die analoge Bildung zu (R% %(R?%), B(R?)) und auch die

separierenden Mengen erhélt man dann genauso durch ,,verallgemeinerte Rechtecke®.

3Ein topologischer Raum heifit lokal kompakt, wenn er Hausdorffsch ist und jeder seiner Punkte mindestens
eine kompakte Umgebung besitzt. Eine Menge heifit dann relativ kompakt, wenn ihre abgeschlossene Hiille
kompakt ist.(Vergleiche [tD91], S. 372.)

“Ein solcher Raum ist metrisierbar, siche [SW00], S. 34.
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(iv) Damit wir bekannte Phasenrdume an unsere Bediirfnisse anpassen kénnen, ist folgende
Konstruktion wichtig: Sei (X,.4, B(X)) ein o-beschréankter messbarer Raum und Xo C
X. Dann ist leicht einzusehen, dass auch (X, .7 N Xo, B(X) N X() ein Phasenraum ist,
wobei o/ N Xy die Spur-o-Algebra von o7 bzgl. Xy und analog

B(X)N Xy :={BnNXy|BeBX)}

bezeichne. Wir werden diesen Phasenraum den Spur-Phasenraum von (X, A, B(X))

bzgl. X nennen.

Wir bené6tigen nun noch eine Konstruktion, die es uns erlaubt verschiedene Systeme be-

schréinkter Mengen zu kombinieren:

Lemma 1.1.5. Es sein € N und firi=1,...,n seien (X, o/, B;) Phasenrdume. Ist

B::{BQX

n

FEs gibt B; € B;,i=1,...,n, so dass B C UBZ} ,
=1

dann ist auch (X, e/ ,B) ein Phasenraum.

Beweis. Zu (By): Ist B € Bund C C B, dann gibt es nach Definition B; € B;, i = 1,...,n,
so dass B C |J!"; B;. Aber dann gilt auch automatisch C' C |J;_; B; und somit C' € B.

Zu (By): Es sei B = U;nzl BJ, BY € B. Dann gibt es B{ € Bi,...,B) € B), so dass
BI C UL, B!. Weiter ist dann B; := U;":l Bf € B; firi=1,...,n,da jedes Tupel (X, <7, ;)
Phasenraum ist, und damit die 3; abgeschlossen unter endlichen Vereinigungen. Aber dann
ist BC Ui, B;, also ebenfalls beschriinkt.

Zu (Bs): Offensichtlich ist jede beschréinkte Menge z.B. aus B; auch in B. Da aber schon
(X, o7, B1) Phasenraum ist, gibt es schon dort eine Folge (By)ren von messbaren beschriankten
Mengen, deren Vereinigung ganz X ist. Damit hat trivialer Weise auch (X, <7, B) diese Ei-

genschaft.
Zu (By): Essei B € B, also B C |J; | B; mit B; € B, fiir i = 1,...,n. Wieder da (X, <7, B;)
Phasenrdume sind, gibt es messbare Mengen B; € B;, so dass B; C B, fir i = 1,...,n. Dann

ist B = Ui, B; nach Konstruktion in B, ebenfalls messbar, da o-Algebren abgeschlossen
unter endlichen Vereinigungen sind, und es gilt B C B.

Um zu zeigen, dass (X, <7, B) abzidhlbar separiert ist, reicht es analog zum Beweis der
Eigenschaft (By4), darauf hinzuweisen, dass schon jedes System B; eine separierende Folge
enthélt, die damit ebenfalls in B liegt.

Also ist (X, o/, B) ein Phasenraum. O
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Definition 1.1.6. Wir bezeichnen die wie in Lemma 1.1.5 konstruierten beschrinkten Men-
gen B als die durch die Systeme B;, i = 1,...,n erzeugten beschrdinkten Mengen. Wir wollen

sie mit B(B;,i = 1,...,n) bezeichnen .

1.2. Lokal endliche MaBe

In diesem Abschnitt beschéiftigen wir uns mit speziellen Mengen von Maflen. Inspiriert sind
diese von der Theorie von RadonmaBen auf lokal kompakten Rdumen, siche [Bau92] ab S. 191,
und von Rdumen von Z&hlmaflen, wie sie in [KMM74], S. 1-2, definiert sind.

Als Grundraum sei in diesem Abschnitt ein Phasenraum (X, &7, B(X)) fixiert.

Definition 1.2.1. Ein Mafl p auf (X, A) heifle lokal endliches Maf$ (auf X ), wenn fiir alle
beschrénkten messbaren Mengen B € By(X) gilt, dass p(B) < +o0o. Die Menge der lokal
endlichen Mafle auf X sei mit .# (X) bezeichnet, bzw. mit .#, wenn klar ist, um welchen
messbaren Raum es sich handelt.

Fiir einige maftheoretische Uberlegungen ist folgende Bemerkung von Bedeutung:

Bemerkung 1.2.2. Ein lokal endliches Maf ist o-endlich.

Beweis. Dank Bedingung (B3) reicht die lokale Endlichkeit von Maflen auch fiir die o-End-
lichkeit. =

Die lokal endlichen Mafle bieten eine natiirliche Erweiterung eines Phasenraums:

Bemerkung 1.2.3. Sei (X, <7, B(X)) ein Phasenraum. Sei aulerdem

B'(X):={BC X|Es gibt A€ &, sodass BC A und u(A) <oo,Vue .#(X)}.
Dann ist (X, o7, B'(X)) ebenfalls ein Phasenraum mit B(X) C B'(X).
Beweis. Dies folgt aus den Eigenschaften von Maflen. O

Auch das Ma8, das allen messbaren Mengen den Wert 0 zuweist, ist natiirlich lokal endlich.
Da es spiter noch vorkommt, sei es mit puy bezeichnet?.

Wir wollen nun auf intuitive Weise .# (X) mit einer o-Algebra versehen. Dazu brauchen
wir eine Klasse von Abbildungen, die dank der lokalen Endlichkeit auf .# (X) wohldefiniert

ist:

5Dieses Mafl wird auch oft Nullmafl genannt.
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Es sei B € By(X). Dann definieren wir

(g: M (X) — RT,
po — u(B).

Wir versehen nun .# (X) mit der o-Algebra .#(X), die von allen diesen Funktionen erzeugt
wird, d.h.
F(X):=0((p; BeByX)) . (1.1)

Damit haben wir nun einen messbaren Raum (.7 (X),.#(X)). Wir werden uns im folgen-

den Abschnitt etwas genauer mit Teilmengen dieses Raumes beschéftigen.

1.2.1. ZahlmaBe

Die hier behandelten Klassen von lokal endlichen Maflen, die Zdhlmaje, bilden den Kern der

Theorie dieser Arbeit. Es ist hilfreich, sie sich mehr als Punktfolgen, denn als Mafie vorstellen.

Definitionen 1.2.4. Sei p € .# (X). Dann hei$t u Zdhlmaf (auf X ) oder synonym Punkt-
maf, wenn p(B) € Nob fiir alle B € By(X). Gilt zusitzlich u({x}) € {0,1} fiir alle z € X,
dann heifit pu einfaches Zihl- oder Paunktmaf$ (auf X ). Die Menge der Zahlmafle auf X sei
mit .#" (X), die der einfachen Zdhlmafle mit .#" (X). Letztere bezeichnen wir auch einfach
als Punktkonf igurationen”.

Der Vollstandigkeit halber sei auch noch folgende Klasse von lokal endlichen Maflen er-
wihnt: Ein Mal u € .# (X) heifle diffus oder auch atomfrei, wenn einzelne Punkte keine
»Masse® besitzen, d.h. pu({z}) = 0 fiir alle x € X. Die Menge der diffusen Mafie sei mit

A°(X) bezeichnet.

Auch diese Teilmengen wollen wir jeweils mit einer o-Algebra versehen und wihlen die

jeweiligen Spur-o-Algebren. So seien

und
F(X) =4 NF(X).

Da wir spéter noch Wahrscheinlichkeiten auf diesen messbaren Raumen betrachten wollen,
ist es wichtig fiir uns, die Messbarkeit der Mengen .#Z" (X), .# (X) und .#Z°(X) bzgl. 7 (X)

5Deswegen nennen wir in diesem Fall die Funktionen ¢ auch Zihlfunktionen, da sie die ,, Punkte® /»Atome*
eines Mafles in B zéhlen.
"Der Name ist so zu verstehen, dass man die Punkte mit u(z) = 1 betrachtet.
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zu betrachten. So kénnte eine auf .# (X) konstruierte Wahrscheinlichkeit schon in sinnvoller

Weise auf Eigenschaften bzgl. unserer Teilmengen hin iiberpriift werden.

Lemma 1.2.5. Sei (X, o7, B(X)) ein abzihlbar separierter o-beschrinkter messbarer Raum.

Dann qult:

(i) Ist uw € A (X), dann gibt es eine abzihlbare Teilmenge supp p von X, die lokal endlich
ist, d.h. card ((supp u) N B) < +oo fiir alle B € By(X), und Zahlen ny € N indiziert
durch supp u, derart dass

= Z N0y (1.2)

xESUpp U

Hierbei sind die 0, x € supp p, die Dirac-MajSe in den entsprechenden Punkten. (In

dieser Situation nennen wir supp p den Triager von p.)
(ii)) A (X) e F(X).

Beweis. Sei By = {B1, Ba, ...} die Familie der separierenden Mengen von X. Und seien

Nj:={pe#(X)|¢, (1) € No}

fiir j € N. Diese N; sind offensichtlich messbar. Ebenso ist dann

N:= [N

jeN

messbar. Wir werden nun zeigen, dass N = .Z" (X).

Fiir den weiteren Beweis brauchen wir nun noch ein paar zusétzliche Hilfskonstruktionen.

p,= |J B

BeBo,u(B)=0

Es sei fiir p e N

Da By abzihlbar ist und jedes B € By messbar ist, ist auch D, € & und aufgrund der
Konstruktion p(D,,) = 0.

Sei nun weiter fiir ein gegebenes x € X

Cp(z) := ﬂ B;.

1<j<m,z€B;

Wegen der Schnittstabilitéit von By ist dann auch C,(x) € By. Aus der Trennungs-Eigenschaft
von By folgt nun, dass C,(z) mit steigendem m gegen die einpunktige Menge {z} absteigt
und damit aufgrund der Stetigkeit von p von oben auch u (Ch,(x)) fmar u({x}) gilt.

Sei nun p € N fixiert.
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Fiir z € X gibt es B € By, so dass p ({z}) = u(B) und = € B. Denn: p(Cy,(z)) € N fiir
jedes m € N. Nun konvergiert p(Cp,(z)) gegen p ({z}), d.h. insbesondere existiert mg € N,
so dass fiir alle m > mg gilt |p ({z}) — p (Cp(z))| < 1. Somit ist p ({z}) = p (Cp,(z)) fiir alle
m > mg. Mit anderen Worten: Cp,,(z) erfiillt unsere Anforderungen.

Ist x € DE = X \ D, dann gilt p({z}) > 1, denn: Angenommen p ({z}) = 0, dann
existiert nach eben Gezeigtem ein B € By mit p(B) = 0 und « € B. Aber dann wére x € D,,.

Wir setzen nun supp p := DE. Nach Bemerkung 1.2.2 ist pu o-endlich. Also gibt es eine
Folge (A, )nen messbarer Mengen, so dass A, T X fiir n — +oo und u(A,) < +oo fir alle
n € N. Damit ist aber auch card A,, N supp p < 4o0:

Angenommen A,, Nsupp p ist eine unendlich-elementige Menge. Sei dann A eine abzéhlbar

unendliche Teilmenge davon. Somit

und es ergibt sich ein Widerspruch.
Daraus folgt dann, dass supp u eine hochstens abzahlbar unendliche Menge ist, da supp p =
Unen An Nsupp p, also abzdhlbare Vereinigung endlicher Mengen. Somit ist die Darstellung

p= 3 n({z))d.

xrESUPp U

moglich, da aulerdem p({z}) = 0 fiir alle z € D,. Und es ist p({z}) € N fiir alle z € DC.
Nun zeigen wir die Aussage (i) des Lemmas fiir 4 € N, d.h., dass supp u eine lokal endliche
Menge ist: Sei B € By(X). Dann ist

card ((supp ) N B) = Z 1< Z ({z}) 0,(B) = pu(B) < 400,
resupp uNB TESUPD K
da p lokal endlich ist.

Nun miissen wir natiirlich noch zeigen, dass eben N = . (X) ist: Sei

) " n4d,, C C X lokal endlich,n, € NVz € C} .
zeC

//“::{MEJ//(X) =

Wir haben bisher N C .7 gezeigt. Andererseits ist M C M (X), denn fiir B € By(X)
und =Y o Neds € M gilt

Z ng € Ng.

zeCNB

10
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Ebenso gilt .#~ (X) C N, denn aus p € .#" (X) folgt auch direkt nach Definition, dass
¢B(p) € Ny fiir alle B € By. Somit ist .7~ (X) = N € .Z(X). O

Natiirlich haben wir damit auch direkt eine Darstellung der einfachen ZahlmagBe:

Korollar 1.2.6. Ist u € 4 (X), dann besitzt es eine Darstellung der Form

= Z oz,

TESUpp U
wobei supp u eine eindeutig bestimmte lokal endliche Teilmenge von X ist.

Beweis. Dass sich p in dieser Art darstellen ldsst, erhalten wir direkt aus dem Beweis von
Lemma 1.2.5. Die Eindeutigkeit ist direkt ersichtlich, wenn man sich klarmacht, dass p ein-

deutig durch seine Werte auf den Mengen {z} festgelegt ist. O

Dieses Korollar gibt uns eine Rechtfertigung fiir eine Schreibweise, die wir im Folgenden be-
nutzen werden: Wir identifizieren ein (einfaches oder nicht einfaches) Punktmaf p direkt mit
seinem Tréger supp u. Diese Identifikation zwischen einer lokalendlichen Menge und Punkt-
maflen ist in beide Richtungen messbar und im Falle einfacher Punktmafle sogar bijektiv,
vergleiche [KMM74], S. 2. In diesem Sinne soll von nun an ,z € p“ bedeuten, dass = € supp p
ist. Ebenso erkléren sich natiirlich dann auch y € A und A C p fiir eine Menge A C X. Unsere
Vorstellung von Punktmaflen als Punktfolgen findet damit auch insofern eine Rechtfertigung,
als der Triger wie oben gezeigt eine abzihlbare® Teilmenge von X ist.

Die Messbarkeit der Mengen .#" (X), .#°(X) beziiglich der o-Algebra .# benétigt noch

etwas Vorbereitung. Dazu halten wir zunéchst fest, dass die Abbildung

®@: MX)x M(X) — M (X xX),
(1, v) —pev
messbar ist (siehe Lemma A.1.3 im Anhang). Ebenso ist die Diagonale D := {(z,z) |z € X}

eine messbare Menge (siehe Bemerkung A.2.1 im Anhang). Der Einfachheit halber sei p ® u

mit z? bezeichnet.

Lemma 1.2.7. (Krickeberg) Wenn u € # (X) ist, dann gilt fiir A, B € <

POAAxB)= Y u{a})? (13)

z€ANB, pu({z})>0

Wenn A, B € By, dann ist diese Summe sogar endlich.

8Nach [KMMT74], S. 109, lasst sich dieses ,,Abzéhlen® in bestimmten Fillen von Phasenrdumen sogar messbar
durchfiihren.

11
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Beweis. Sei C:= DN (Ax B)={(z,z)|x € AN B}.

Nun ist
Lyy(7), wenmnye€ ANDB

0, wenny & AN B.

lo(z,y) = (1.4)

Und nach dem Satz von Tonnelli (siehe z.B. [Bau92|, Satz 23.6 auf S. 157) gilt

_ / / 1o (2, y) p(de)u(dy)
X JX
(L8 /X1AmB(ZJ)/X1{y}($)“(dx)“(dy)

_ / Lans(y)i ({y}) p(dy)
X

(e

Um nun z2(C) als Summe darstellen zu kénnen, brauchen wir noch, dass die Menge M := {y €
X | n({y}) > 0} eine hochstens abzéhlbar unendliche Menge ist.(Insbesondere ist die Menge
dann messbar als abzidhlbare Vereinigung von messbaren Mengen des Typs {y}, y € X.) Der
Beweis dhnelt dem des Lemmas 1.2.5. Wir iibernehmen daher auch die Definitionen von D,

und Cp,(x) und fithren zusétzlich noch folgende D,, approximierende Menge ein:

Due):= |J B,

BeBo, u(B)<e

Dann ist D,(e) € & und aus x ¢ D,(e) folgt, dass pu({z}) > €, da man jede Menge {z}
durch die C,,(z) € By approximieren kann. Aus der lokalen Endlichkeit von u folgt dann
wieder, dass Du(s)[J hochstens abzihlbar ist fiir jedes £ > 0. Nun ist DE = Unen DM(%)C, also
ebenfalls abzidhlbar. Offensichtlich ist DE C M. Andererseits ist M C DE, denn p({z}) >0
impliziert, dass « € D, (u({z})/ 2)0, da man {z} durch die Cp,(z) approximieren kann.

Mit der Abzéhlbarkeit von M wissen wir nun, dass

PO = > (u({y))?=13.

yeANBNM

Sind nun A, B € By(X), dann ist diese Summe endlich, da in diesem Fall (AN B) < 4o0:

Seien

Ty = > (1 ({y})?

yeANBNMN{yeX | n({y})>1}

und

<p({y})
—_—~

DEES ) (1 ({y1)? .

YEANBAMN{yeX | u({y})<1}

12
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Dann ist
Y=Y +X_.

Nun ist trivialer Weise ¥_ < u(A N B) < +00. Und ¥4 kann nur endlich viele Summanden
haben, da sonst ebenfalls u(AN B) = +oo, also gilt auch ¥ < +00. Somit kann auch ¥ nur

endlich sein. O

Die Tragweite dieses Lemmas von Krickeberg wird an den néchsten beiden Korollaren
deutlich. Sie liefern Charakterisierungen der Punktmafle und der diffusen Mafle, basierend

auf eben dieser Figenschaft lokal endlicher Mafle, die das Lemma beschreibt.

Korollar 1.2.8. Sei € .# (X). Dann gilt
peM(X) <= 1p-p*=0.

D.h. ein lokal endliches Maf ist genau dann diffus, wenn das Maf auf X x X, das durch p?
versehen mit der Indikatorfunktion auf der Diagonalen als Dichte gegeben ist, das Nullmaj

18t.
Beweis. Sei p € #°(X). Dann gilt fiir Mengen A, B € & direkt nach Lemma 1.2.7, dass

=0, da p diffus

b W2(Ax B) = ADNAXB)= Y a{@)? —o.
z€ANB, u({z})>0

Da die Mengen vom Typ A x B die Produkt-o-Algebra &/ ® ' erzeugen, und die Werte auf
ihnen ein Maf festlegen, gilt 1p - u? = 0.
Gilt andererseits 1p - u? = 0, dann haben wir fiir jedes z € X

0=1p - p*({z} x {z}) = p({z})*.
Dann muss aber auch gelten, dass p({z}) = 0. O

Auf dem Weg zur Beschreibung der einfachen Punktmafle brauchen wir noch eine Eigen-

schaft der Punktmafle im Allgemeinen, die aus Krickebergs Lemma folgt.
Korollar 1.2.9. Sei x: X — D, v — (x,x), und sei p € 4" (X). Dann gilt

1p-p?>pox b,

Beweis. Wir bemerken zuerst, dass die Abbildung x offensichtlich bijektiv ist. Ebenso ist sie
selbst, wie ihre Umkehrung messbar. Und damit ist das Bildmaf p o ! definiert.

13



1. Zufillige Mafie

Ist nun p € # (X), dann gilt fiir alle x € X

p({z})? = u({z}). (1.5)

Aber dann wissen wir, dass fiir A, B € A

Ip-pf(Ax B) PRI R p({a})?
z€ANB, p({z})>0
> > u({z})

z€ANB, u({z})>0
= p(ANB) =pox '(AxB).

Die Ungleichung fiir die Mafle ergibt sich erneut daraus, dass die Mengen A x B die Produkt-

o-Algebra erzeugen. O

Wir werden nun sehen, dass die Gleichheit in (1.5) genau dann gilt, wenn p ein einfaches
Punktmaf ist:

Satz 1.2.10. Sei p € # (X), dann gilt
pe M (X) <— 1p-p?>=poxt. (1.6)

Beweis. Ist p € 4 (X), dann gilt fir z € X, dass u({x})? = p({z}), da p({z}) € {0,1}.
Somit gilt nach Krickebergs Lemma fiir A, B € «:

1p-u2(Ax B) = > p(f{z})?

z€ANB,u({z})>0

= > p({a}) =uAnB)=pox (Ax B)
z€ANB,u({z})>0

Gilt nun andererseits 1p - 2 = p o x ™!, dann gilt insbesondere fiir A = B = {z} nach
Lemma 1.2.7

p({2})? = 1p - p* ({2} x {z}) = pox '({a} x {a}) = p({z}).
Aber dann muss fiir alle x € X gelten, dass u({z}) € {0,1}, also u € #" (X). O

Damit haben wir alles, was wir fiir die Messbarkeit der diffusen Mafle und der einfachen

Zahlmafle brauchen.

Korollar 1.2.11. Die Mengen .# (X) und #°(X) sind Elemente der o-Algebra F(X).

14
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Beweis. Mit Korollar 1.2.8 haben wir direkt die Darstellung
M°(X)={pe.#(X)|1p-p® =0}
und aus Satz 1.2.10 gewinnen wir die Darstellung
M(X)={ped(X)|1p-p*=pox'}.

Aus der Messbarkeit der Abbildungen p +— 1p - 2 und p — po x~! folgt dann sofort die
Messbarkeit der Mengen . (X) und .#°(X). O

1.3. Zufdllige MaBe und Punktprozesse

Die néchste Stufe in unserer Konstruktion sind nun Wahrscheinlichkeiten auf dem messbaren
Raum (& (X), 7 (X)):
Definition 1.3.1. Eine Wahrscheinlichkeit P auf (/7 (X),.7 (X)) heifle zufdilliges MafS auf
X . Eine Wahrscheinlichkeit auf (.Z" (X),.#" (X)) nennen wir Punktprozess in X. Ebenso
wollen wir ein zufilliges MaB, das auf .#" (X) konzentriert ist, so nennen. Ist nun P eine
Wahrscheinlichkeit auf (" (X),.# (X)), oder eben konzentriert auf .#" (X), so nennen wir
sie einfachen Punktprozess in X.

Die jeweiligen Mengen dieser Wahrscheinlichkeiten seien mit Z.# (X), P4 (X) und
P (X) bezeichnet.

FEine wichtige Grofle fiir diese ist die folgende:

Definition 1.3.2. Es sei P € Z.# (X). Dann definiert

vp: A —>|R3'

4 — //W) Ca(p) P(dp)

ein MaB auf (X, .«)?, genannt das Intensititsmaf von P oder einfach die Intensitit von P.
In anderem Kontext wird dieses Mafl auch das erste Momentenmajf$ von P genannt. Hier ist
wieder (4 : A (X) — Ry, u— pu(A), die zu A gehérende Zéhlfunktion.

Ist P € P4 (X) derart, dass vp wieder lokal endlich ist, so nennen wir P ein Mafl von

erster Ordnung.

Zur Bedeutung dieses Mafles: Ist z.B. P ein einfacher Punktprozess, so gibt das zugehdorige

Intensitatsmaf} die zu erwartende Anzahl von Punkten in dieser Menge an.

9Die Eigenschaften eines MaBes lassen sich leicht durch die Linearitéit des Integrals und den Eigenschaften
der (4 zeigen.
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1. Zufillige Mafie

1.3.1. Stationare zufillige MaBe

Invarianz-Eigenschaften von Maflen sind fiir diverse mathematische Gebiete von grofiem In-
teresse. So ist das Lebesgue-Ma8 z.B. als Haarsches MaB bzgl. der Gruppe (R?, +) invariant
unter rdumlichen Translationen (vergleiche [Bau92], S. 44). Eine solche Translations-Invarianz
kann man auch fiir zufillige Mafle formulieren. Dazu sei (X, &/, B(X)) ein Phasenraum und
(X, +) eine abelsche Gruppe. Weiter seien die Abbildungen T, : X — X, y +— y + x fiir alle
x € X messbar.

Sei nun A C X und z € X. Dann bezeichne
A+z:={a+z|ac A}
die um x verschobene Menge A.

Definition 1.3.3. Wir nennen p € .# (X) translations-invariant, wenn Ty = p fiir alle
reX.

Es ist Tyu(A) = p({a—x|a€ A}) fir A € &, also insbesondere fiir p € A", p =
Zyesupppnyéy ist

Top = Z NyOy—z -

yEsupp
Wir schreiben deswegen intuitiv T, =: g—x. Die Abbildung T, induziert damit offensichtlich
eine Abbildung T, : # (E) — # (E), p — p — x. Die Messbarkeit folgt mit einfachen
Uberlegungen aus der Messbarkeit der Translationen in X.

Damit kénnen wir nun den Begriff der Translations-Invarianz auf zufillige Mafle ausdehnen:

Definition 1.3.4. Ein zufiilliges Mal P € Z.# (X) heifit translations-invariant oder sta-
tiondr, wenn das Bild von P unter den Abbildungen T,, z € X wieder P selbst ist, also

T,P = P fir alle z € X. Die Mengen der stationéren zufilligen Mafle, Punktprozesse, einfa-
chen Punktprozesse seien mit Py.# (X), Po.#" (X) baw. Py (X) bezeichnet.

Wir werden in Abschnitt 1.3.3 Beispiele fiir stationdre Punktprozesse kennenlernen.

1.3.2. Die Methode des Campbell-MaBes

In diesem Abschnitt werden wir uns mit einer wichtigen Methode zur Analyse von zufélligen

Maflen beschéftigen. Diese basiert auf der folgenden Konstruktion:

Definition 1.3.5. Es sei P € Z.# (X). Wir definieren das so genannte Campbell-Maf§ zu P
auf (X x . (X), o ®.F (X)) vermoge des folgenden Funktionals auf den positiven messbaren
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1.3. Zufillige Mafle und Punktprozesse

Funktionen auf X x . (X):

Cp: F(X xM(X) — RS

h — /%(X) /X h(z, ) p(dz) P(dp)

Dies ist wohldefiniert, da die Abbildung y — [ h(z, p) p(dz) fiir alle h € Fo (X x A4 (X))
messbar ist (siche A.1.5).

Ist nun P ein Prozess erster Ordnung, dann l&sst dieser sich eindeutig mit seinem Campbell-

Maf identifizieren. Dazu brauchen wir noch eine kleine Voriiberlegung;:

Bemerkung 1.3.6. Ist P € 2.4 (X) von erster Ordnung, dann ist fiir B € By(X)
vp(B) = 6p(B x M (X))
Beweis. Es ist
B x4 () = [ [ el uide) P
(X)X

- / w(B) P(dp) = / ¢a(p) P(dp)
M(X)

M(X)
= vp(B).

Die angekiindigte Methode basiert auf dem folgenden Satz:

Satz 1.3.7. FEin zufilliges Maf§ P € P (X) ist durch sein Campbell-Mafi €p eindeutig

bestimmdt.

Beweis. Sei zunéchst B € By und f € #, (4 (X)). Dann ist

Gr(lp e f) = /%(X)u(B)f(u)P(du)
— / Co () /() P(dps). (1.7)
M(X)

%p bestimmt nun P auf allen Ereignissen des Typs {u € .# (X)|(p(n) >0} N F, wobei
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1. Zufillige Mafie

BeByund F € .7 (X):

P({pe.#(X)|(p(n) >0}NF)

B /.///(X) e (x)) ¢ (w>0ynr (1) P(dp)

Integration nur iiber CB U
r //// - Lpe.n (x| ¢s(wy>0ynr (1) Pdp)

{net(X)[s>0} ) a(x) ¢B(1)

(1.7) 1
= “p <1B ® C; 1{ue/f/(X)<B(u)>0}ﬂF> :

Fir F = # (X) erhalten wir so die Werte P ({u € 4 (X)|{p(n) > 0}). Ebenso finden wir

anhand einer Lokalisierung (By,)nen den Wert

P{pe #(X)|(x(n) >0}) = Sgﬁp({” €. (X)|¢B, (1) > 0}) .

Nun ist aber

M (X) ={p e A (X)[Cx(n) >0} U{n e . (X)|(x(n) =0}

und damit gilt
Py:=P({pe #(X)|Cx(n)=0}) =1-P({pe.#(X)|Cx(n)>0}).

Aber es ist {u € 4 (X)|{x(n) =0} = {un}, d.h. die Menge besteht nur aus dem NullmasB.
Somit gilt fiir eine beliebige Menge F € # (X), dass

PF) = Suppen Cp <1Bn ® 1{u6//l(X)|CBn(p)>0}mF> + Py, wenn puy € F,

SUPpen CP <1Bn ® o Lpe.s (%) o (u)>0}ﬂF> : wenn uy & F.

O

In vielen Situationen ist es viel einfacher bei zwei zufélligen Maflen deren Campbell-Mafle
zu vergleichen, um eine vermeintliche Gleichheit zu {iberpriifen. Besonders gut gelingt dies

beim Poissonschen Punktprozess, der Gegenstand des néichsten Abschnittes ist.

1.3.3. Der Poissonsche Punktprozess

Wir kommen nun zu der Klasse der zufilligen Mafle, bzw. Punktprozesse, denen vielleicht
die grofite Bedeutung in der Mathematik wie auch den Anwendungen zugemessen werden

kann: den Poissonschen Punktprozessen. So lassen sich damit Gase zu fixen Zeitpunkten
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1.3. Zufillige Mafle und Punktprozesse

beschreiben (siehe z.B. [Hee72], S. 449) oder ankommende Telefonanrufe in einer Auskunft
(siehe z.B. [Bil86]).

Unter gewissen Umsténden, auf die wir spéter eingehen, sind diese Prozesse einfache Punkt-
prozesse.

In Biichern wie [KMM78| werden die Konstruktionen und Beweise lediglich fiir den Fall
eines metrischen Raumes mit abzéhlbarer Basis, zusammen mit den metrisch beschréankten
Mengen durchgefiihrt. Diese Beweise bzw. Konstruktionen benutzen aber lediglich die Eigen-
schaften eines Phasenraums, so dass wir fiir die Beweise auf diese Biicher verweisen konnen.
Diese Verallgemeinerung wird z.B. in [Zes05b] vorgenommen.

In beiden Werken wird der Poisson-Punktprozess konkret konstruiert. Wir beschréinken uns

auf das Zitat eines Existenz- und Eindeutigkeits-Satzes:

Satz 1.3.8. Es sei p € # (X). Dann gibt es genau einen Punktprozess P, € .4 (X), so
dass die Zufallsvariablen (g, B € By(X) poissonsch zum Parameter p(B) verteilt sind, d.h.
fiir k € Ng st

p(B)* o—p(B)

k! ’

und fiir paarweise disjunkte Mengen By, Ba, . .. € By(X) sind die zugehdrigen Zufallsvariablen

By({pe 2" (X)|(a(p) = k}) =

(B1,CBys - - - unabhingig bzgl. P,.
Beweis. Siehe [KMMT78], Proposition 1.7.1, auf Seite 57. 0

Dieser Satz liefert uns folgende Definition:

Definition 1.3.9. Es sei p € # (X). Der vermoge Satz 1.3.8 eindeutig definierte Punktpro-

zess P, heif3t der poissonsche Punktprozess mit Intensitit pt0.

Tatséchlich ist p das zugehorige Intensitatsmaf:

Bemerkung 1.3.10. Sei p € .# (X), dann ist vp, = p.

Beweis. Sei B € By(X). Es ist

vp,(B) = /M) o) Ppld) = 3 k- By ({p € " (X) | Co(p) = k)

keNg
k k
- Yk P(f') B =Y. P(ifj) o—p(B)
keNg ' keN ’
B p B (k—1) B p B k
= () P =) Y ).
kEN ’ keNg )
—_———
:eP(B)

10T dieser Arbeit werden wir auch oft synonym vom Poisson-Prozess reden, auch wenn in anderen Werken
damit lediglich der eindimensionale Fall bezeichnet wird.
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1. Zufillige Mafie

Damit ist die Aussage bewiesen. O

Wir kommen nun zu der Bedingung dafiir, dass P, einfach ist:

Bemerkung 1.3.11. Sei p € .# (X). Der Poisson-Punktprozess P, mit Intensitét p ist genau

dann ein einfacher Punktprozess, wenn p diffus ist.

Beweis. Auch hierfiir sei auf [KMMT78] verwiesen. Die Aussage wird dort in Proposition 1.7.6.
auf Seite 58 behandelt. O

Aber der Poisson-Punktprozess P, hat weitere Interessante Eigenschaften, die sich an sei-

nem Intensitatsmafl festmachen lassen:

Bemerkung 1.3.12. Der Poisson-Punktprozess P, ist genau dann stationér, wenn seine Inten-

sitét p translations-invariant ist.
Beweis. Dies lisst sich einer kleinen Bemerkung auf Seite 260 von [KMMT78] entnehmen. [

In [KMMT78] werden Poisson-Prozesse auf bestimmten metrischen Réumen betrachtet. Die
Aussage von Bemerkung 1.3.12 ist eben in dieser allgemeinen Situation richtig.

Im speziellen Fall X = R? sind bekanntlich simtliche translations-invarianten Mafie gegeben
durch das Lebesgue-Maf3 A versehen mit einer konstanten positiven Dichte (siche [Bau92] Satz
8.1, S. 46). Mit anderen Worten: P, ist stationiir fiir alle z € RT.

Wir werden nun das Campbell-Maf eines Poisson-Punktprozesses angeben. Die Berechnung
geht zuriick auf Joseph Mecke (siehe [Mec67]), weswegen wir sie als Mecke-Formel bezeichnen

wollen:

Satz 1.3.13. (Mecke-Formel) Es sei p € # (X). Dann gibt es genau einen Punktprozess
Pe P, sodass fir alle h € F4(X x # (X)) sich das Campbell-Maf$ wie folgt berechnet:

o) = [ [ bl 82 ) Pl
(X)X
Dieser Punktprozess ist der Poisson-Prozess mit Intensitdt p, also P,.

Beweis. Dies folgt aus der Aussage und dem Beweis von Satz 3.1, S. 31, aus [Mec67]. O

Das Campbell-Mafl bestimmt nach Satz 1.3.7 einen Punktprozess eindeutig. Die Mecke-
Formel wird uns deshalb helfen einen Poisson-Prozess auch als solchen zu identifizieren. Das
werden wir nun direkt benutzen: Wir werden nédmlich nun sehen, dass gewisse Bilder von
Poisson-Prozessen ebenfalls wieder poissonsche Punktprozesse sind. Wir brauchen noch eine

kleine Vorbereitung:
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1.3. Zufillige Mafle und Punktprozesse

Lemma 1.3.14. FEs seien (X, o/, B(X)) und (X', o', B(X")) zwei Phasenrdiume und x :
X — X' eine messbare Abbildung, so dass x 1 (B') € By(X) fiir alle B' € By(X'). Dann

induziert x eine messbare Abbildung
T.: #(X) — 4 (X),
po o xp=pox .

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass T, wohldefiniert, also T (u) € 4 (X') ist. Als Bildma$ ist
es sicher ein MaB. Zu zeigen bleibt also die lokale Endlichkeit von xpu: Es ist fiir B’ € By(X’)

Xu(B') = pox H(B) =p(x(B)) < +o0,

da p1 lokal endlich ist und nach Voraussetzung x~!(B’) € By(X).
Zur Messbarkeit der Abbildung: Es reicht nach Satz A.1.2 (S. 97 im Anhang) zu zeigen,

dass die Funktionen
p— Gy o Ty(w), B € By(X'),

messbar sind. Aber es ist

CaroTy(p) =p (X (B) = (-1my(1),

also messbar, wieder da x~!(B’) € By(X) und da die Zihlfunktionen (g, B € By(X), per

Definition messbar sind. O

Sofort ersichtlich ist Folgendes:
Korollar 1.3.15. Ist P € Z.# (X) und T\ wie in Lemma 1.5.14, dann ist T\ P € P4 (X').
Viel interessanter ist, was eine solche Abbildung mit einem Poisson-Punktprozess macht:

Satz 1.3.16. Fs seien (X, o7, B(X)) und (X', /', B(X")) zwei Phasenrdume und x : X — X'
eine messbare Abbildung, so dass x 1 (B') € By(X) fiir alle B' € By(X'). Weiter sei

Tv: #(X) — (X)),
o o xp=pox .

Auferdem sei p € M (X).
Dann ist T\ P, = P,,, d.h. das Bild eines Poisson-Prozesses unter T\ ist wieder ein

Poisson-Prozess.
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1. Zufillige Mafie

Beweis. Wir berechnen das Campbell-Ma$ fiir ) := T, P,: Dazu bemerken wir zunéchst, dass
fir pe # (X),z€ X und A’ € &7’

X(n+6:)(A") = (n+d) (x 1(A))
= w(xNA)) + 6. (x1(A))
= XN(A/) + 5x(x) (A/) : (1'8)

Sei nun h € (X' x 4 (X)), dann

S
z

h(z',v)v(da")Q(dv)

*
T

Transformationssatz

(@', Ty pu) Ty pa(da’) Pp(dp)

~

e

Transformationssatz

h(x (), xp)p(dx) Py(dp)

e

Mecke-Formel

h (x(z), x (1 + 62)) p(dz) Py(dp)

e

D h (x(2), X1 + Oy () p(d) By (dpe)

Transformationssatz

h (@', xp + 0.1)) xp(da") By(dp)

~

e

h (m/’ T\ (1) + 530’)) xp(dz') P,y(dp)

~

e

Transformationssatz

h (2!, v+ 6,)) xp(da') T\ P,(dv)

>
— T TSI T

=
%

Il
——

[ v+ 8.0) xolas)Q(a).
) Jx

(X!

Das heifit, @) erfiillt die Mecke-Formel fiir die Intensitét yp. Nach Satz 1.3.7 gilt damit Q =
P, O

Wir benétigen lediglich einen Spezialfall dieser Aussage.

Korollar 1.3.17. Es seien (X,</,B(X)) und (Y,2,B(Y)) zwei Phasenrdume. Weiter sei
Z =XXY und (Z, 4 R%B,B(Z)) ein Phasenraum, so dass AXY € B(Z) fir alle beschrinkten
A C X. Es bezeichne 7 die Projektion von Z in X und sei

Tp: M (Z) — M (X)

BT
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1.4. Endliche Punktkonfigurationen als Phasenraum

Dann ist T, wohldefiniert. Sind p € M (X), 7€ M (Y), 7(Y) < +00, derart, dass p @1 €
M(Z), dann gilt Tx Ppgr = Pr(y).p-

Beweis. Da wir in Z die Produkt-o-Algebra voraussetzen und die Projektion damit messbar

ist, miissen wir dank Lemma 1.3.14 und Satz 1.3.16 lediglich iiberpriifen, ob
(i) 77 1(A) € By(2) fiir alle A € By(X) und
(ii) w(px 1) =7(Y) - p ist.

Aber es ist 71(A) = A x Y fir A € By(X), also messbar, wegen der Messbarkeit der
Projektion und beschrénkt nach der Voraussetzung an B(Z). Damit gilt (i).
Zu (ii): Sei h € Z#4(X), dann ist

m(p®7)(h)
_ / h(z)m(p x 7)(dz)
X
Transforrrgtionssatz /Z h(ﬁ(z))/) & T(dZ)

Topell /X /Y ()7 (dy) plde)

- [ [ haotaz)
- (V) plh).

Somit gilt die Aussage des Korollars. O

Fiir welche p und 7 in der Situation des Korollars das Produktmaf} p® 7 ein lokal-endliches
ist, hangt stark von der Wahl der beschrinkten Mengen von Z ab. In Kapitel 4 werden wir
sowohl ein Beispiel fiir weitere Klassen beschriinkter Mengen als auch passender Intensitédten
kennenlernen.

Wir werden im Laufe der Arbeit auch noch einige weitere Eigenschaften bestimmter pois-
sonscher Prozesse kennenlernen.

Zunéchst kommen wir jedoch zu dem Grundraum, in dem die Elemente unserer spéateren

Mosaike liegen.

1.4. Endliche Punktkonfigurationen als Phasenraum

Unser Begriff eines Mosaiks wird darauf basieren, dass wir Vielecke, so genannte konvexe

Polytope (siehe Abschnitt 3.1) passend aneinander heften. Diese Polytope beschreiben wir
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1. Zufillige Mafie

durch deren endlich vielen Eckpunkte. Eine solche Konfiguration von Eckpunkten betrachten
wir als Element der endlichen einfachen ZahlmaBe .#; (X).

Zunéchst bemerken wir, dass die Mengen
My (X) i ={pe A (X)|u(X) =k} ={pe a4 (X)|Cx(n) =k},  keNo,
Elemente von %" (X) sind und damit ebenfalls

My (X) = | A (X).

keNg
Als o-Algebren .} (X) bzw. Z (X) seien die Spuren von .7 (X) in .4} (X) bzw. ) (X)

gewihlt. Was wir nun noch brauchen ist das System der beschrinkten Mengen. Bevor wir

dies einwandfrei formulieren kénnen, brauchen wir noch ein paar Vorbereitungen.

Definition 1.4.1. Es sei (X, .o/, B(X)) ein o-beschrankter messbarer Raum. Eine Folge be-
schrinkter Mengen P = (B;)ien, Bi € Bo(X) fiir i € I, heiit Partition von X, wenn die
B; = X gilt.

Mengen B;, i € N paarweise disjunkt sind und J; ¢

So ist z.B. die Folge ([k,k + 1)),z eine Partition von X = R. Eine Verfeinerung dieses

Begriffs im wahrsten Sinne des Wortes ist die folgende:

Definition 1.4.2. Nun sei X zusétzlich ein metrischer Raum und die zugehorige o-Algebra
o/ sei die Borel-o-Algebra bzgl. der von der Metrik induzierten Topologie. Eine Folge von

Partitionen P, = (Apn;);cp, 7 € N, von E heifle verfeinernd, wenn

(i) sich jedes A,; € P, in Mengen aus P, 11 zerlegen lisst, d.h. es gibt i1,...,ix € N, k € N,
so dass Ay = Ule At 1yi, -

(ii) Und es gilt diam Ap; < L fiir alle i € N.

Eine verfeinernde Folge von Partitionen von R wire z.B. gegeben durch A,; = [2%, Z;'—nl),
i € Z. Allgemein ldsst sich feststellen:
Bemerkung 1.4.3. Ist X wie in Definition 1.4.2 und zusétzlich separabel, dann existiert eine
verfeinernde Folge von Partitionen.

Beweis. Siehe [Arv76], Seite 66. O

Wir werden hier lediglich den Fall X = E C R? betrachten, da in diesem Fall all die oben
genannten Voraussetzungen gelten. Wir kénnen nun die o-Algebra % 7 (E) etwas genauer

beschreiben.
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1.4. Endliche Punktkonfigurationen als Phasenraum

Bemerkung 1.4.4. Die Mengen
Fa=A{xe.d;(E)|x(A) >0}, Aed

und
Fhi={ves;(E)|z(A)=0} Ac

sind in der o-Algebra .7} (E); und es gilt sogar F; (E) = o(Fa, A € ).

Beweis. Es gilt
Fa=J {z e #;(E)| ) =k} € F; (E)
keN
und FA = ]—"El also ebenfalls in 7, (E).

Wir miissen also nur noch zeigen, dass die Mengen F4 die o-Algebra % 7 (E) erzeugen.
Dazu reicht es aber, dass wir jedes Ereignis der Form {x € M;(E)|Cs(x) = k}, B e By(E),
k € Ng in geeigneter Weise durch die 4 darstellen konnen. Dazu sei nun P, = (Api);cn,
n € N eine verfeinernde Folge von Partitionen von E. Eine solche existiert nach Bemerkung
1.4.3. Es gilt dann fiir k € N

{x € //lf (E)|¢p(x) = k} = U ﬂ U ﬂ]:BﬁAnj A FUigs BNAwi

NeNn>N JCN,card J=k jeJ
und fiir £ = 0 ist {xe%f (E)](B(x):o}:]:B_ -

Die Symbole F4 und F4 sind in Analogie zur Bildung der so genannten Matheron- Topologie
Ta() (siehe [Mat75]) gebildet. Dies ist eine Topologie auf der Menge A (E) der abgeschlos-
senen Mengen eines lokal kompakten separablen topologischen Raumes E. In diesem Fall
sind

Fp={AcA|BnA+#0

und

FB.={Ac A|BNnA=10},

fiir ein B C E. Die Mengen Fo,n...no,, N FEK mit Oq,...,0, offen und K kompakt bilden
dann eine Basis fiir die Matheron-Topologie. Z.B. in [SW00] (ab Seite 34) wird dann die
dazu zugehorige Borel-o-Algebra o 4y betrachtet. Identifiziert man z € .# 7 (E) mit seinem
Tréger supp x C F, so entsprechen sich die Definitionen, sobald man die Spur in den endlichen

Teilmengen betrachtet. Dies garantiert, dass wir einige Messbarkeitsfragen durch Zitate aus
[SW00] und [Mat75] kliren konnen'!.

"In [Mat75] wird zwar meist Stetigkeit behandelt, aber diese impliziert dann unsere gesuchte Messbarkeit.
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1. Zufillige Mafie

Anhand der Mengen F4 € .7 (E) definieren wir nun die beschréinkten Mengen B(.# (E)):
Fiir eine Teilmenge A von .Z; (E) gilt

A€ B(#;(F)) = AC Fp, fiir mindestens ein B € By(E).

Lemma 1.4.5. Ist B(.#; (E)) wie oben definiert, dann ist (j/f (E), #; (E), B(A; (E)))

etn abzdhlbar separierter, o-beschrinkter messbarer Raum.

Beweis. Zundchst miissen wir priifen, ob die einelementigen Mengen {z}, x € .#; (E), in
F; (E) sind. Aber das ist klar, denn

su IEE
{a:}: m f{e}ﬂ}—(( PP )).

ecsupp

Zur Eigenschaft (By): Sei B € B(#;(FE)) und C C B. Dann gibt es A € By(E) mit
B C F4. Aber dann ist auch C' C F4, also beschrinkt.

Zu (B3): Sind B ..., B, € B(//lf (X)), dann existieren Ay, ..., A, € Bo(E) mit B; C Fa,
j=1,...,n,und es ist Jj_; A; € Bo(E). Nun ist aber

n
U Bi CFyr_, a5
i=1 '

also auch beschrénkt.
Zu (Bs3): Ist (B;)ien eine Lokalisierung von E so ist (g, )ien offensichtlich eine von .#; (E).
Ebenso einfach erhalten wir die Eigenschaft (Bi): Ist B € B(.Z; (E)), so gibt es per
Definition A € By(E), mit B C Fa € Bo(A; (E)).

Nun miissen wir noch nachweisen, dass unser Raum abzéhlbar separiert ist: Dazu sei wieder

Pn = (Ani)ijens @ € N eine verfeinernde Partitionenfolge von E. Weiter seien x1,...,2y, €
AM; (E) und
Ik = {j € N| card(Ap; Nzy) = 1},
fir K =1,...,m. Damit definieren wir
an = U Anj .

jejnk
Dann gibt es wegen der Verfeinerungs-Eigenschaft der Partitionen ein n € N, so dass fiir
k=1,....m

C
2p € () Fa,, NFO.
jeJnk
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1.4. Endliche Punktkonfigurationen als Phasenraum

Fiir festes n sind diese Mengen paarweise disjunkt. Sie trennen also unsere endlichen Punkt-
konfigurationen. Wir kénnen daher als separierende beschrinkte Mengen die folgenden wéh-
len: .
1 Ani
Ln,m = fﬂjeJnAnj OF(UZEJ"L ) y
wobei J,,, J,, endliche Teilmengen von N sind'?. Dieses System ist dank der Schnittstabilitéit
der A,; auch wieder schnittstabil. ]

Wir sind also in der Lage (einfache) Zihlmafle auf (//lf (E), 7; (E),B(A,; (E))) zu be-
trachten, einfach gemé&fl der vorher erlduterten Theorie. Nun bleibt zu klédren, wie wir die
Elemente aus .#; (E) mit ,bekannten geometrischen Objekten identifizieren und wie wir
einfache Zéhlmafle auf diesem Raum zu Mosaiken machen. Damit beschéftigen wir uns Ka-
pitel 3.

12Von solchen Teilmengen gibt es auch nur abzihlbar viele.
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1. Zufillige Mafie
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2. Cluster-Eigenschaften

In diesem Kapitel soll der Begriff der Cluster-FEigenschaft gepréigt werden, den wir spéter zur
Analyse von Punktprozessen benutzen werden. Auflerdem ermdglichen sie uns die Konstruk-
tion von Punktprozessen in .#; (E). Die Begriffsbildung und ein grofler Teil der Beweisideen
entstammen [Zes05a]. Hierbei sind unter Clustern bestimmte endliche Punktkonfigurationen
zu verstehen, die sich in irgendeinem néher zu definierenden Verhiltnis zu einer beliebigen
Punktkonfiguration befinden. Mehr zur Vorstellung und der Motivation wird nach der for-

malen Definition und bei den Beispielen folgen.

2.1. Definitionen und Beispiele

Als Konfigurationsraum sei der euklidische Vektorraum E = R? fixiert'. Zur Vereinfachung
sei deswegen /" (E) als A", M), (E) als A, and 4} (E) als 4 bezeichnet, analog 7, F;
und 7.

Definitionen 2.1.1. Es sei D C .#; x ./ . Dann heifit D eine k-Cluster-Eigenschaft, wenn
D e 7, ® % . Wir nennen x € 4, ein k-Cluster vom Typ D zu der Punktkonfiguration
n € M oder einfach Cluster vom Typ D zu 7, wenn (x,7n) € D. Gilt zusitzlich z C 7, so

nennen wir x einen Cluster in 7).

Dieser Begriff lésst sich noch etwas allgemeiner fassen, indem man auch Cluster verschie-

dener Art, also zu verschiedenen k zulésst:

Definition 2.1.2. Ein Element aus % P ® & heifle Multi-Cluster-Eigenschaft. Die Begriffe

Cluster vom Typ D in bzw. zu n seien analog zu denen bei k-Cluster-Eigenschaften gebildet.

Bemerkung 2.1.3. Offensichtlich ist fiir eine Multi-Cluster-Eigenschaft D die Menge
Dy =D N Ay, x M

eine k-Cluster-Eigenschaft.

In Kapitel 4, Abschnitt 4.2 wird als Grundraum der Raum R? x R betrachtet, der als ein mit Marken
versehener R? aufgefasst werden kann. Dabei handelt es sich um eine nominelle Anderung zum Zwecke der
Anschauung, welche die Theorie jedoch nicht verdndert.
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2. Cluster-Eigenschaften

Wenn aus dem Kontext klar wird oder es keine Rolle spielt, um welchen Typ einer Cluster-
Eigenschaft es sich handelt, so sprechen wir einfach von Cluster-Eigenschaften bzw. Clustern.

Ebenso vereinfachen wir Schreibweisen und Anschauung bei 1-Cluster-Eigenschaften, indem
wir .# "1 mit E identifizieren. Wir schreiben also (a,n) € D synonym fiir (d4,7) € D. So kann
man dann insbesondere die Konfiguration der Cluster in einem einfachen Punktmafl wieder
als einfaches Punktmafl deuten.

Die Cluster in einer Punktkonfiguration sind fiir uns von besonderem Interesse, da sie uns
bei bestimmten Cluster-Eigenschaften gute Analyse-Methoden bereitstellen, um Punktmafe
aus . und vor allem Punktprozesse zu analysieren.

In diesem Zusammenhang hat die folgende Abbildung einen besonderen Stellenwert: Sei D
eine (Multi- oder k-)Cluster-Eigenschaft und

cdp: A —> NU{+o0},
n o — > Ip(x,n).

zCn

Sie zéhlt die Cluster in einer gegebenen Punktkonfiguration 7. Deswegen wird sie im Folgen-
den auch mit Clusterzihlfunktion bezeichnet. (Diese Abbildung ist messbar, vergl. Kor. A.1.9
auf Seite 106.)

Wie so oft, so spielen auch im Kontext der Cluster-Eigenschaften Symmetrien eine wich-
tige Rolle. So wird das erste groflere Ergebnis nur fiir eine bestimmte Klasse von Cluster-

Eigenschaften gelten, ndmlich solche, die unter rdumlichen Translationen invariant sind.

Definition 2.1.4. Eine Cluster-Eigenschaft D heifit translations-invariant oder auch stati-

ondr, wenn aus (x,n) € D folgt, dass auch (x + a,n+ a) € D fiir alle a € E.

Zur Verdeutlichung wollen wir zunichst ein paar Beispiele betrachten:

Beispiele 2.1.5. (i) Die in gewisser Weise einfachste translations-invariante 1-Cluster-Ei-

genschaft ist durch
(a,m)€D <= a€Fundne.#

gegeben, d.h. D = .#"1 x .# . Es ist offensichtlich, dass D eine Cluster-Eigenschaft ist

und ebenso, dass D stationér ist.

(ii) Wieder sei k = 1. Es sei D definiert vermoge
(a,m) €D <= a€kE,n (Br(a)> =0.

Dann ist dieses D eine Cluster-Eigenschaft (siche Bemerkung A.2.2) und translations-
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2.1. Definitionen und Beispiele

invariant: Sei b € E und (a,n) € D. Da (a,n) € D gilt n (Br(a)) = 0 und somit
auch

(1+0) (Brla+ b)) =1 (Br@) =0.

Also ist auch (a 4+ b,n + b) € D. Damit ist D translationsinvariant. Dieses Beispiel ist

besonders dann interessant, wenn man folgende Funktion betrachtet:

op: M — M,

n Z(Sa.

(a,m)€D, acn

(Diese Abbildung ist messbar; vergleiche Bemerkung A.1.11.) In einer Konfiguration
©p(n) besitzen die Punkte einen Mindestabstand von r. Die Punkte dieser Konfi-
guration lielen sich somit als Mittelpunkte harter Kugeln mit Radius § deuten.(Siehe

Abbildung 2.1.) Hat man also einen Punktprozess P, so realisiert das Bild von P unter

Abbildung 2.1.: Die Abbildung ¢p erzeugt ,harte Kugeln“

wp zufillig , harte Kugeln“. Einen solchen Prozess nennt man auch hard core Prozess
(vergleiche z.B. [SKM95], ab S. 162).

In Kapitel 4 werden uns noch weitere, wesentlich komplexere Beispiele von Cluster-Eigen-

schaften begegnen. Die Idee aus dem letzten Beispiel, aus einem einfachen Punktmafl die

Konfiguration der Cluster zu realisieren, l&sst sich noch etwas verallgemeinern:

Definition 2.1.6. Es seien £ C R® und £/ C R™ und

¢: M(BE) — M (M;(E))

eine messbare Abbildung. Weiter sei P € & (E). Dann nennen wir das Bild von P unter
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2. Cluster-Eigenschaften

¢ einen Cluster-Prozess in E'.

Eine Einfiihrung in Cluster-Prozesse findet sich zum Beispiel in [SKM95], ab Seite 150.

2.2. Das Null-Unendlich-Gesetz der stochastischen Geometrie

Uber die Anzahl von Clustern in einer Konfiguration 7 kann man intuitiv wenig sagen. Der
néichste Satz besagt, dass man unter gewissen Voraussetzungen doch eine sehr starke Ein-
grenzung fiir den Wertebereich der Funktion cdp auf zufillig realisierten Konfigurationen
hat. Insbesondere fiir den Poisson-Prozess lassen sich daraus interessante Schliisse ziehen.

Im Folgenden kiirzen wir Aussagen wie ,,x € ///f und x C n“ mit € nN ///f ab.

Bemerkung 2.2.1. Ist D eine translationsinvariante Cluster-Eigenschaft, dann ist auch die

Abbildung cdp translationsinvariant, d.h.
cdp(n—a) =cdp(n), YVae E, Vne 4.

Beweis. Es ist

cdp(n—a) = Z Ip(xz,n—a) D stationdir Z 1p(x +a,n)
we(n—a)NA; z€(n—a)Nd;
=a+
= Y Ip@tan=" D> iy
x—&-aEnl’L///}; yenﬂ//lj;
= cdp(n) .

O

Im Folgenden betrachten wir sehr hiufig die Menge {n € .#" |0 < cdpn < +o0}. Diese sei
abkiirzend als {0 < cdp < 400} bezeichnet.

Nun aber zum angekiindigten Satz:

Satz 2.2.2. (Das Null-Unendlich-Gesetz der stochastischen Geometrie) Es sei D eine sta-
tiondre Cluster-Eigenschaft und P € Py, d.h. ein stationdrer einfacher Punktprozess in
E.
Dann qilt
P({0<cdp < +o0})=0. (2.1)

Beweis. In diesem Beweis betrachten wir lediglich eine k-Cluster-Eigenschaft. Durch leichte
Modifikationen an den Beweisschritten? erhiilt man die Aussage dann fiir Multi-Cluster-

Eigenschaften.

2Meist reicht es die Dy, aus Bemerkung 2.1.3 zu betrachten und dann iiber k zu summieren.
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2.2. Das Null-Unendlich-Gesetz der stochastischen Geometrie

Da cdp messbar ist, ist auch das Ereignis {0 < cdp < 400} ein messbares Ereignis.

Entgegen der Aussage unseres Satzes sei P ({0 < cdp < +o00}) > 0.

Dann ist
P:=P(-|{0<cdp < +00})

ein einfacher Punktprozess in F.
P ist sogar stationér:

Sei A € %, dann
= P(AN{0<cdp < +o0o})

PA) = =50 <edp < 7o0])

und fiir e € E ist

~ P((A—e)n{0<cdp < +o0})
P(A=c) - P{0< cdp < +00})
cdp translationsinvariant P ((A - 6) N ({0 <cdp < +OO} - 6))
B P ({0 <cdp < +o0})
P((ANn({0<cdp < 4+o0}) —e)
P ({0 <cdp < +o0})
P translationsinvariant P(AN {O <cdp < +OO})
B P ({0 <cdp < +o0})
= P(A).

Wir interessieren uns nun fiir das Bild P* von P unter der Abbildung

x: A N{0<cdp <+x} — FE,
1

— dp( Z 1p(z,n)bx .

zeENNA,,

n

. .. 1
Hierbei ist bx = 5= >, @ das Baryzentrum von .

Dieses x ist messbar beziiglich der Spur-o-Algebra # N {0 < cdp < +oo}, siche Anhang,
Korollar A.1.10, Seite 106. Weiterhin ist das Bild P* translationsinvariant:
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2. Cluster-Eigenschaften

Sei A€ A(FE),a€ EFundn € {0<cdp < +oo}. Dann ist

1
x(n—a) = P R 1p(z,n—a)bx
CdD(n N a) xe(nza:)ﬂ///,;

cdp transl.inv. 1 Z
= Ip(z,n—a)bx
cdp (77) z€(n—a)NAj,

ransl.inv. 1
Dta:sl v 5 Z 1D(x+a,77)b$
¢ D(n) z+aennNAj,

_ LS i) by —a)

cdp(n) venid;

by—a

— b Z 1p(y,n) by —a Z 1p(y,n)

CdD ("7) yenn;, yenn;,

x(n) cdp(n)

Und somit ist

X HA—-a) = {ne.#/n{0<cdp < +oo}|x(n) € A—a}
= {ne# n{0<cdp < +oo}|x(n) +ac A}
= {ne# n{0<cdp < +oo}|x(n+a)e A}
= {(n—a)e 4 N{0<cdp < +oo}|x(n) € A}
= x4 -a.

Daraus ergibt sich dann direkt

P*(A—(I) — F)OX_I(A—(Z) —Po (X—l(A) —CL) ﬁtragsl.inv. POX—l(A)
= P*(A).

P* ist also eine translationsinvariante Wahrscheinlichkeit auf £ = R?. Aber eine solche exi-
stiert nicht (vergleiche [Bau92] Satz 8.1, S.46).

Somit ist die Annahme P ({0 < cdp < +00}) > 0 falsch und es muss die Aussage des Satzes
gelten. O

2.3. Anwendungen des Null-Unendlich-Gesetzes

Die Aussagekraft des Satzes 2.2.2 ldsst sich an folgendem Korollar gut nachvollziehen:
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2.3. Anwendungen des Null-Unendlich-Gesetzes

Korollar 2.3.1. Fir einen stationdren Punktprozess P in E qilt
P({ne #|0<nE)<+o0})=0.
D.h. ein stationdrer Punktprozess produziert fast sicher keine oder unendlich viele Punkte.

Beweis. Wahle als Cluster-Eigenschaft D die erste aus Beispiel 2.1.5, d.h. unser Standard-
beispiel. Dann ergibt Satz 2.2.2 die Aussage, da in diesem Fall cdp = (g. O

Wir wollen nun aber Prozesse P konstruieren, die fast sicher Punktkonfigurationen n €
A realisieren, so dass unendlich viele Cluster in 7 existieren, nicht nur unendlich viele
Punkte, d.h. P({n € A4 | cdpn = +o0}) = 1. Wir bezeichnen im Folgenden .#;, := {n €
M| edpn = +oo}. Einen Weg, solche Prozesse zu generieren, bietet das folgende Korollar
zum Null-Unendlich-Gesetz:

Korollar 2.3.2. Sei P € Py.#" und D eine translations-invariante Cluster-Eigenschaft mit
P({ne#|cdpn>1})>0. (2.2)

Dann ist Pp := P (-|{n € .4 | cdpn > 1}) translations-invarianter einfacher Punktprozess
in E, der auf {n € A | cdpn = +o0} konzentriert ist.

Beweis. Wegen P ({n € .# | cdpn>1}) > 0ist

P(-n{ne.#|cdpn>1})
P({ne- [cdpn>1})

PD( . ) =
wohldefiniert. Die Stationaritét von P impliziert sofort die Stationaritédt von Pp. Da
Pp({n€ A | cdpn>1}) =1,

liefert Satz 2.2.2, dass
Pp({n€ A |cdpn<oc})=0,

Die Eigenschaft P ({n € .# | cdpn > 1}) > 0 lisst sich im Allgemeinen einfacher nachwei-
sen als P (.#},) > 0 und das werden wir auch in Kapitel 5 nutzen.

Interessanter Weise verdndert diese Bedingung unseren Standard-Punktprozess, den Pois-
son-Punktprozess, bei bestimmten Clustereigenschaften nicht. Diese Bedingung, die wir nun

einfiihren werden, hat vor allem technische Griinde. Intuitiv ist aber auch klar, dass sie eine
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2. Cluster-Eigenschaften

gewisse Stabilitdt von Cluster-Eigenschaften und deren Punktkonfigurationen unter . kleinen

lokalen Verdnderungen“ bewirkt.

Definition 2.3.3. Eine Cluster-Eigenschaft D heifle von endlicher Reichweite, wenn gilt,
dass
neHMp <= n—0o.€MpVeen. (2.3)

Ist P = P,, der Poisson-Punktprozess mit Intensitdtsmaf p, so sei, sofern definiert, Pp der

Genauigkeit halber mit P, p bezeichnet.

Satz 2.3.4. Es sei p = z\, wobei A das Lebesgue-Maf$ in E, z € RT, und P, der zugehirige
Poisson-Punktprozess. Sei weiterhin D eine translations-invariante Cluster-FEigenschaft von
endlicher Reichweite, derart, dass P, ({n € .# | cdpn > 1}) > 0. Dann gilt

Pp,D = Pp . (24)

Beweis. Zunéchst stellen wir fest, dass, wegen der Definition von p, P, ein stationérer einfa-
cher Punktprozess in E ist. Damit ist P, p wohldefiniert und es gilt per Definition fiir alle

p € Fp(M):

Bpp(p) = /ﬂ (1) Fp,p(dn) = Pp(l///l')) /// p(n)Py(dn). (2:5)

A

Wir werden nun die Methode des Campbell-Mafles benutzen, um die Gleichung (2.4) zu
zeigen. Dazu miissen wir zeigen, dass fiir P, p die Mecke-Formel gilt, d.h. fiir messbares
h:Ex . # — R gilt

o) = [ [ hen+ 60 plde) B picn).

Nun ist
o) = [ [ eaynae Bon)
1

= sy |, [ remnto pan

D
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2.3. Anwendungen des Null-Unendlich-Gesetzes

Da die Mecke-Formel fiir P, gilt, haben wir dann

1
o) = g [, [ 1 b8 pde) Py

(2:3) 1
B M/ﬂ,/]slxﬂb(n) h(e,n + dc) p(de) Pp(dn)

= / / h(e,n + d¢) p(de) P, p(dn).
M JE

Insbesondere haben wir dann:

Korollar 2.3.5. Es seien p und D wie in Satz 2.3.4. Dann gilt
PP(%D) =1 9

d.h. in dieser Situation realisiert der Poisson-Punktprozess fast sicher unendlich viele Cluster

vom Typ D.

37



2. Cluster-Eigenschaften

38



3. Anpassung der geometrischen Begriffe

Die klassischen Definitionen derjenigen geometrischen Objekte, die wir zufillig realisieren
wollen, sind nicht direkt in den Kontext der Punktprozesse einbettbar. Sie besitzen aber
gliicklicherweise hinreichend ,diskrete Struktur“, um sich dennoch an die Bediirfnisse dieser
Arbeit anpassen zu lassen. Um die Begriffe voneinander abzuheben werden wir die ange-
passten Begriffe mit dem Adjektiv ,,diskret“ kennzeichnen, sofern es aus dem Kontext nicht

hervorgeht.

3.1. Konvexe Polytope

Die Definitionen und Eigenschaften der folgenden klassischen geometrischen Begriffe sind
[Grii67] und [Brg83] entnommen. Fiir die rein geometrischen Beweise sei ebenfalls auf diese
Biicher verwiesen, da sie von den Zielen dieser Arbeit ablenken wiirden.

Der Vollstéindigkeit der Begriffsbildung halber werden hier auch viele Definitionen und
Eigenschaften erwéhnt, die unter Mathematikern allgemein bekannt sind:

Es sei £ = R? zusammen mit den Borelmengen bzgl. der von der euklidischen Metrik indu-
zierten Topologie und den metrisch beschrinkten Mengen als zugrundeliegender Phasenraum

fixiert.

Definition 3.1.1. Eine Teilmenge k von E heifit konvezr, wenn zu je zwei Punkten k1, ko aus
k auch die Verbindungslinie {\k; + (1 — A)k2 | A € [0,1]} ganz in k liegt.

Offensichtlich sind beliebige Schnitte von konvexen Mengen wieder konvex und das recht-

fertigt folgende Bezeichnung;:

Definition 3.1.2. Sei @ C E. Dann ist die konvexre Hiille (@) gegeben durch den Schnitt
aller konvexen Teilmengen von F, die a enthalten.
Wie bereits aus den ersten Kapiteln gewohnt, identifizieren wir z € .Z" (E) mit seinem

Trager und somit definieren wir

() == {v|ver}).
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3. Anpassung der geometrischen Begrif fe

In diesem Sinne ist (a) die kleinste konvexe Menge in F, die a enthilt. Einfache Uberle-

gungen zeigen, dass fiir endliche Teilmengen {v1,...,v,} von E gilt, dass

<{U1,...,Un}> = {En:)\zvz )\z‘ Z 0, En:)\z = 1} .
i=1 i=1

Fiir unsere spétere Begriffsbildung ist aulerdem dieses Objekt wichtig:

Definition 3.1.3. Sei k eine konvexe Menge. Ein Punkt v € k heif3t Eztremalpunkt von k,
wenn fir k1, ks € k, 0 < XA < 1 mit z = My + (1 — ko folgt, dass z = k1 = ks.

Die Menge der Extremalpunkte von k sei mit ext k bezeichnet.

Mit anderen Worten: Ein Extremalpunkt ist nicht im relativen Inneren eines Linienseg-
mentes in k enthalten.

Eine bestimmte Klasse konvexer Mengen sind abgeschlossene! Halbrdume H ™. Diese kon-
nen immer in der Form H- = H (a,u) = {v € E|v-u < a} dargestellt werden, wobei
u € F, a € Rund ,,-“ das Standardskalarprodukt in E ist. Umgekehrt ist jede solche Menge
ein Halbraum. Ebenso gilt dies fiir Mengen der Form H* = H (o,u) = {v € E|v-u > a}.
Analog lisst sich auch eine (d — 1)-dimensionale Hyperebene H immer durch H = H(a,u) =
{v € F'|v-u= a} beschreiben. Bei gleichen u,a begrenzt diese Hyperebene dann den ent-
sprechenden Halbraum.

Auflerdem werden folgende Begriffe benotigt:

Definitionen 3.1.4. Sei k eine konvexe Menge.

Eine Hyperebene H heifit Stiitz- Hyperebene von k, wenn H Nk # () und k ganz in einem
der von H begrenzten Halbrdume liegt.

Eine Teilmenge f # () von k heiit Seite von k, wenn es eine Stiitz-Hyperebene H gibt mit
H Nk = f. Man nennt aulerdem k und () die uneigentlichen Seiten von k.

Die Dimension von f ist bestimmt durch die kleinste Dimension von affinen Unterdumen
in denen f enthalten ist. Die 0-dimensionalen Seiten einer konvexen Menge k werden auch
exponierte Punkte der Menge genannt und mit exp k bezeichnet.

FEine Teilmenge von E heifit Polygon, wenn sie der Schnitt von endlich vielen Halbrdumen

ist.
Nun kommen wir zum vielleicht wichtigsten geometrischen Objekt fiir diese Arbeit:

Definition 3.1.5. Eine beschrinkte konvexe Teilmenge p von E heiBt konvexes® Polytop,
wenn p die konvexe Hiille von endlich vielen Punkten aus E ist (siche Abbildung 3.1). Die

Wenn im Folgenden von Halbraumen die Rede ist, dann ist damit immer ein abgeschlossener gemeint, solange
dem nicht explizit widersprochen wird.

2Da in dieser Arbeit lediglich konvexe Polytope behandelt werden, wird im Folgenden nur von Polytopen
gesprochen.
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3.1. Konvexe Polytope

o
VA

Abbildung 3.1.: Eine Kollektion von konvexen Polytopen
exponierten Punkte eines Polytops werden auch Vertizes genannt. Die Menge aller Vertizes
eines Polytops p wird mit vert p bezeichnet.

Um eine gewisse Eindeutigkeit fiir die ,endlich vielen Punkte“ aus FE zu erhalten, stellen

wir fest:

Bemerkung 3.1.6. Ein Polytop ist konvexe Hiille seiner Vertizes.

Beweis. Nach [Brg83] S. 45 ist ein Polytop p die konvexe Hiille seiner extremalen Punkte.
Nach [Grii67], S. 31 gilt aber ext p = exp p = vert p fiir Polytope. O

Auflerdem bemerken wir:

Bemerkung 3.1.7. Ein Polygon ist genau dann ein Polytop, wenn es beschrankt ist.
Beweis. Siehe [Grii67] S. 31f. O
Wir identifizieren nun einfach ein Polytop mit seinen Vertizes:

Definition 3.1.8. Sei x € .#; (E). Dann heifit z diskretes (konvezes) Polytop in E, wenn
a€x = es existiert eine Hyperebene H mit H N (z) = {a} . (3.1)

(Siehe dazu Abbildung 3.2.) Die Menge aller diskreten konvexen Polytope in E sei mit # (E)

bezeichnet.

Eine Rechtfertigung fiir diese Definition bietet folgende Bemerkung:
Bemerkung 3.1.9. Es gilt (vergleiche Abbildung 3.3):

(i) Ist z € # (E), dann ist (x) ein konvexes Polytop (im klassischen Sinne) und

(ii) ist p ein konvexes Polytop, so gibt es eindeutig x € % (E) mit (x) = p.
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3. Anpassung der geometrischen Begrif fe

Hy H,

Abbildung 3.2.: Veranschaulichung der Definition eines diskreten Polytops

Abbildung 3.3.: Beziehung zwischen diskreten und klassischen Polytopen
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3.2. Simplizes

Beweis. Zu (i): Die konvexe Hiille von endlich vielen Punkten ist ein konvexes Polytop per
Definition.

Zu (ii): Definiere z =
x sind die Vertizes des konvexen Polytops (x), also gilt (3.1).

Seinun y = ", d,, € % (E) mit (y) = p. Wegen (3.1) ist y C . Nach [Brg83] S. 45 gilt

aber auch

aevert pOa- Dann ist (z) = p wegen Bem. 3.1.6. Die Elemente von

p={{vi,...,vn}) = extp C {v1,...,v,}.

O]

Bei der Definition der klassischen konvexen Polytope haben wir die leere Menge nicht
ausgeschlossen. Das Analogon unter den diskreten Polytopen ist dann das Nullmaf3 uy.
Zu bemerken bleibt, dass £ (E) € F; (E). (Siehe Anhang A.2.3 auf Seite 112.)

3.2. Simplizes

Die Begriffsbildung, die hier gewahlt wurde richtet sich im Wesentlichen nach den Definitio-
nen von [Blo97]. Der Begriff , Simplex“ basiert dabei mehr auf geometrischen Uberlegungen
und weniger auf topologischen und kombinatorischen. Bei uns ist ein Simplex ein minimales
Polytop in dem Sinne, dass es von moglichst wenig Vertizes aufgespannt ist und dennoch

,volle Dimension“ besitzt.

Definition 3.2.1. Eine endliche Teilmenge {vi,...,vp41} € E, n € N und n < d, heifit
affin unabhdingig, wenn der von vy, ..., v,4+1 aufgespannte affine Unterraum die Dimension n
besitzt?.

Mit dieser Definition sind wir nun auch in der Lage, geometrische und diskrete Simplizes

zu definieren:

Definition 3.2.2. Es sei s C E. Gibt es {v1,...,vp41} € E, n € N und n < d, eine Menge
affin unabhéngiger Punkte, so dass s = ({v1,...,vn4+1}), dann heifit (s) n-Simplex in E oder

einfach Simplex.

So sind 1-Simplizes Liniensegmente, 2-Simplizes Dreiecke und 3-Simplizes Tetraeder (Ab-
bildung 3.4).

Natiirlich sind Simplizes als konvexe Hiillen endlich vieler Punkte wieder Polytope. Nach
[Grii67], S.53 sind die affin unabhéingigen Punkte, die den Simplex aufspannen, genau dessen
Vertizes und so lassen sich angelehnt an Bemerkung 3.1.9 zu den diskreten Polytopen nun

diskrete Simplizes definieren:

3Die hier gegebene Definition ist nicht identisch mit derjenigen in [Blo97]. Sie erweist sich jedoch aus den
Definitionen und Eigenschaften, die in [Blo97] auf den Seiten 381-384 gegeben werden, als dquivalent.
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3. Anpassung der geometrischen Begrif fe

(a) ein 2-dimensionaler Simplex (b) ein 3-dimensionaler Simplex
iiber einem 1-dimensionalen

Abbildung 3.4.: Klassische Simplizes

Definition 3.2.3. © € .# 7 (E) heife diskreter Simplex, wenn der Tréger von x eine Men-
ge affin unabhéingiger Punkte ist. Die Menge der diskreten Simplizes in E sei mit .77 (E)

bezeichnet.

Auch hier ist offensichtlich, dass ein diskreter Simplex ein diskretes Polytop ist. Die Menge
der diskreten Simplizes ist messbar, genauer . (E) € Z; (E). (Siehe Anhang A.2.3 auf Seite
112.)

Eine bei den 2-Simplizes bzw. Dreiecken im R? bekannte Eigenschaft ist, dass es einen
eindeutigen Umkreis gibt, d.h. einen Kreis auf dem die 3 Vertizes des Dreiecks liegen. Diese

Aussage lasst sich verallgemeinern:

Lemma 3.2.4. Sei a := {v1,...,v441} eine Menge affin unabhingiger Punkte in E = RZ.
Dann gibt es genau eine abgeschlossene Kugel K, so dass alle v;, 1 = 1,...,d+ 1 im Rand

von K liegen.

Beweis. Wir werden Induktion iiber die Dimension d anwenden, um die Existenz einer solchen
Kugel zu beweisen: In d = 1 haben wir also zwei Punkte a,b € R, diese sind genau dann affin

unabhingig, wenn sie nicht gleich sind. Aber dann ist Bja_s (“E2) offensichtlich eine solche
2

Kugel.
Ist nun d > 1, so seien ai,...,aq+1 beliebige affin unabhéngige Punkte. Ebenso sind
natiirlich ai,...,aq affin unabhéingig und liegen alle in einer d — 1-dimensionalen Hyper-

ebene H. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir diese mit R?~! identifizieren. Es
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3.3. Lokal endliche Mosaike

gibt also nach Induktionsvoraussetzung eine d — 1-dimensionale Kugel in H, die die Punkte
ai,...,aq in ihrem Rand hat. Es sei b der Mittelpunkt dieser Kugel. Wahlt man nun einen
Punkt ¢ auf der Senkrechten S zu H durch b, so hat er denselben Abstand d. zu allen Punkten
ai,...,aq. Mit anderen Worten alle diese Punkte liegen auf dem Rand der Kugel B, (c). Nun
ist aber R\ H = Uees @Ba.(c) ~ H. Da ay,...,aq41 affin unabhingig sind, liegt a4 aber
nicht in der Hyperebene H, und es gibt ¢ € S, so dass aqy+1 € 0Bg,(c).

Zur Eindeutigkeit der Kugel: Seien ay,...,aq44+1 affin unabhéngig und K; und Ky zwei
Kugeln mit diesen Punkten im Rand. Der Rand der beiden Kugeln sind jeweils (d—1)-Sphéren.
Da die affin unabhéingigen Punkte in beiden Réndern liegen, liegen sie also offensichtlich im
Schnitt der beiden Sphéren. Der Schnitt zweier nichtgleicher solcher Sphéren liegt aber ganz in
einer d— 1-dimensionalen Hyperebene. Dies steht im Widerspruch zur affinen Unabhéngigkeit

der Punkte aq,...,aq:1. Also miissen die Sphéren und damit auch die Kugeln gleich sein. [

Definition 3.2.5. Sei a := {v1,...,v441} eine Menge affin unabhingiger Punkte in E = R?
und s der von diesen Punkten aufgespannte Simplex, dann heifit die nach Lemma 3.2.4
eindeutig definierte Kugel K, die vy,...,v4+1 im Rand hat, die Umkugel von s.

Ist = der zu s gehorige diskrete Simplex, so bezeichnen wir von nun an die Umkugel von s
mit K (z). Der Rand dieser Kugel sei mit S(z) bezeichnet.

Natiirlich liegt wegen der Konvexitdt der Umkugel ein Simplex immer komplett in der
jeweiligen Umkugel.

Und noch eine Eigenschaft von Simplizes werden wir benutzen:

Bemerkung 3.2.6. Sei s ein Simplex und vy, . . ., v, seine Vertizes. Dann ist fiir jede Teilmenge
I C{1,...,n} die affine Hiille ({v;]i € I}) eine Seite von s.

Beweis. Siehe [Brg83], Theorem 12.2., Seite 77. O

3.3. Lokal endliche Mosaike

Wir kommen nun zu den Mosaiken, die wir spéter zufillig realisieren wollen. In Anlehnung an
den Begriff des Mosaiks, den wir z.B. fiir die Kachelung antiker Béden oder fiir kunsvoll mit
Glasstiicken gestaltete Fenster benutzen, handelt es sich dabei um eine Zusammenstellung
von Bruchstiicken, in unserem Falle Polytopen, die geeignet zusammen passen. (Siehe z.B.
Abbildung 3.5.)

Definition 3.3.1. p e .#" (///f (E)) heifle (seitentreues) lokal endliches Mosaik in E, wenn

(M) Elemente von p konvexe Polytope sind, d.h.

vep = azeA(E), (3.2)
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3. Anpassung der geometrischen Begrif fe

<
A4

Abbildung 3.5.: Ein Mosaik, ,,wie man es sich vorstellt®

(Ms) ,,die Polytope sich nur in ganzen Seiten“ schneiden (sieche Abb. 3.6), d.h. sind z,y € py,
x # yund (z) N (y) # 0, dann gibt es eine Hyperebene H, so dass (z) NH = ()N (y) =
(y)NH und (x), (y) ganz in jeweils einem der von H erzeugten Unterrdume liegen. (Mit

anderen Worten ist H eine Stiitzhyperebene von (z) und (y).)
Ein lokal endliches Mosaik p heifle vollstindig, wenn

U@ =E. (3.3)

TEW

Die Menge der lokal endlichen Mosaike in F sei mit M(E) und die der vollsténdigen lokal
endlichen Mosaike mit M, (F) bezeichnet. Die Elemente x eines Mosaiks p nennen wir Zellen
des Mosaiks.

Im Zusammenhang mit der Bedingung (M) ist folgende Bemerkung interessant:

Bemerkung 3.3.2. Sei p ein Polytop und f eine Seite davon. Dann ist f ebenfalls ein Polytop
und ext f = f Nextp.

Beweis. Siehe [Bro83] S. 45%. O

*[Brg83] definiert die Seite einer konvexen Menge etwas anders, als dies in dieser Arbeit geschehen ist. Er
stellt aber ebenfalls fest, dass im Falle von Polytopen unsere und seine Definition zusammenfallen.
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3.3. Lokal endliche Mosaike

H* H H* H

H™ H™
(a) erlaubt in einem Mosaik: (b) ebenfalls erlaubt: Schnitt in ei-
Schnitt in einem Vertex ner 1-Seite

[

(¢) unerlaubt in einem Mosaik: (d) auch wunerlaubt: Vertex des
» Uberlappung* zweier Polytope einen Polytops liegt im relativen In-
neren einer Seite

(y)

(e) ebenfalls unerlaubt: ein Polytop
liegt ganz im Inneren eines anderen

Abbildung 3.6.: Uberlappung von Polytopen
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3. Anpassung der geometrischen Begrif fe

Somit folgt aus Bedingung (Ms) also auch s N H =z Ny =yNH und (x) N (y) = (x Ny).
Wir wollen die Bedingung (Ms) im Folgenden kurz mit Seitentreue betiteln.

Analog zu Mosaiken, die aus konvexen Polytopen bestehen, definieren wir nun fiir Simplizes:

Definition 3.3.3. Ein Konfiguration p € M(E) heifit simpliziales Mosaik in E, wenn fiir
alle z € p gilt, dass * € ¥ (E). Ebenso heifit ein simpliziales Mosaik wvollstindig, wenn
zusétzlich p € M, (F). Die Menge der simplizialen Mosaike in E sei mit M*(E), die Menge der

vollsténdigen simplizialen Mosaike mit M{(E) bezeichnet.

Mit diesen geometrischen Grundbegriffen sind wir nun in der Lage auf der Basis von Punkt-
prozessen zufillige Mosaike zu beschreiben:
Definition 3.3.4. Eine Wahrscheinlichkeit P € 2.4" (///J; (E)) heift zufilliges Mosaik,
wenn fiir jede messbare Menge M C .#" (//f (E)) mit M(E) C M gilt, dass P(M) = 1. Gilt
sogar P(My) = 1 fiir alle My € F- (///f (E)) mit M, (E) C My, so nennen wir P ein zufilliges

vollstindiges Mosaik. Analog bilden wir die Begriffe eines zufilligen simplizialen und eines

zufdlligen vollstindigen und simplizialen Mosaiks.
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4. Zufallige vollstandige Mosaike

Unter einem zufdlligen Mosaik verstehen wir einen Punktprozess in .# 7 (IRd)7 der auf den
lokal endlichen Mosaiken bzw. den vollsténdigen lokal endlichen Mosaiken konzentriert ist.
Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der Konstruktion zweier solcher zufilligen Mosaike, die
zusétzlich noch vollstéindig sind, also gewissermaflen den ganzen Raum iiberdecken. In Kapitel
5 betrachten wir dann im Gegenzug eines, das fast sicher Liicken, also Bereiche ohne Polytope

realisiert.

4.1. Der Laguerresche Phasenraum

Der Phasenraum, den wir zur Konstruktion unserer vollstindigen Mosaike bendtigen, ba-
siert auf dem messbaren Raum (E = R? x R, #(E))!. Der iibliche dazu gehorige Phasenraum
(E,B(E),Bn,(F)), wobei B,,(F) die metrisch beschrinkten Mengen von E sind, reicht fiir

uns jedoch nicht aus. Wir werden ihn deswegen um zwei Konzepte erweitern.

Der erste Unterschied liegt in der Interpretation. So werten wir fir e = (¢,9) € E den
Anteil ¢ € R? als Ort und g € R als Marke. Sogenannte markierte Punktprozesse werden z.B.
in [SWO00] ab Seite 88 betrachtet. Diese Marken kénnen je nach Anwendung beispielsweise als
Radien von Kugeln mit Mittelpunkt in der Ortskoordinate, als Gewicht eines Teilchens am
entsprechenden Ort oder aber als Zeitkoordinate aufgefasst werden. Wir werden im Folgen-
den die Interpretation eines Gewichtes wahlen, da dies zur Veranschaulichung verschiedener

Begriffe hilfreich ist. Wir wollen auch negative Gewichte zulassen.

Der zweite Unterschied liegt in der Wahl der beschriankten Mengen. Diese hat grofle Aus-

wirkungen auf die moéglichen lokal endlichen Mafle und Punktprozesse.

Wir werden die euklidische Struktur samt der euklidischen Metrik aber nicht verwerfen,

sondern das System B,,(F) der metrisch beschrinkten Mengen in E lediglich erweitern.

Zunichst aber brauchen wir noch ein paar Vorbereitungen.

'Hier sind wie iiblich mit P (F) die Borelschen Mengen beziiglich der von der euklidischen Metrik erzeugten
Topologie bezeichnet.
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4. Zufillige vollstindige Mosaike

Es seien

und

=

1]

e=1(49)

die jeweiligen Projektionen auf den Orts- bzw. Gewichts-Anteil eines Punktes in F.

Wir werden bei der Konstruktion der zufilligen Mosaike benétigen, dass die Abbildung
T,: A (E) —>//([Rd),
wo = qu

messbar und wohldefiniert ist, d.h. insbesondere die Bilder lokal endlicher Mafle unter ¢
wieder lokal endlich sind. Dazu ist nach Korollar 1.3.17 (S. 22) erforderlich, dass die Mengen
AxR, A € B(R*)? zu den beschriinkten Mengen von E gehoren. (Diese Mengen, wir wollen sie

Zylinder-Mengen nennen, werden in Abbildung 4.1 veranschaulicht.) Wir hitten also gerne,

J\[R E

AXxR

A
i
\4

v

Abbildung 4.1.: Zylinder-Mengen A x R

2Hier sind mit B(R?) die metrisch beschriankten Mengen des R* gemeint.
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4.1. Der Laguerresche Phasenraum

dass die Menge
Bz(E) = {B C F|es existiert A € B(R?), so dass B C A x [R}

ein Teilsystem der beschrinkten Mengen von E ist. Offensichtlich ist B,,(E) C Bz(E). Um

ein wenig spéter Lemma 1.1.5 (S. 6) benutzen zu kénnen, stellen wir fest:

Bemerkung 4.1.1. Das Tripel (E, #(E),Bz(FE)) ist ein Phasenraum.

Beweis. Da Bz(E) die ,iiblichen beschrinkten Mengen* B,,(FE) enthilt, sind lediglich die
Eigenschaften (Bj), (B2) und (By) (siehe Definition 1.1.1 auf Seite 3) zu zeigen. Zu (Bj): Sei
B € Bz(E) und C C B. Es existiert nach Definition A € B(R?), so dass B C A x R. Aber
dann ist C C B C A x R? und damit gilt C € B(R?).

Zu (Bs): Sind By, By € Bz(E), B € Ay x R, By C Ay x R mit Ay, Ay € B(RY), dann ist
AU Ay € B(RY), da (RY, B(R?), B(R?)) ein Phasenraum ist. Aber dann haben wir B; U By C
(A1 U A2) X R und somit By U By € Bz (E).

Zu (By): Dies ergibt sich daraus, dass fiir kompakte Mengen K C R? die Mengen K x R
abgeschlossen sind und abgeschlossene Mengen Borelmengen sind. Auflerdem gibt es zu jeder

beschriinkten Menge (in R?) eine kompakte Menge, in der diese enthalten ist. O

Nun betrachten wir folgende symmetrische Form auf E x E:

s: ExFE —R,
(e.f) = (ae) = a(f))* — (g(e) +9(f))) -

Diese Form ist offensichtlich keine Metrik, da sie nicht positiv ist. Wir stellen jedoch fest,

dass
S ((QI7O)7 (Q2,0)) = (d(Q1>q2))2 )

wobei d die euklidische Metrik in R? bezeichne. Eingeschrinkt auf R?x {0} entspricht s also der
euklidischen Metrik, da das Quadrieren positiver Zahlen eine monoton wachsende Funktion
ist. Und diese Form wird fiir uns auch die Aufgabe eines Abstandsbegriffes iibernechmen. Die
Stetigkeit von Skalarprodukt und den beteiligten Projektionen sichert die Messbarkeit der
Abbildung s.

Diese Abbildung hilft uns auch bei der Definition der noch fehlenden beschrinkten Mengen.

Wir definieren den Paraboloid zu einem Punkt f € E vermoge

p(f) ={e€ Els(e, f) <0} .

(Siehe Abbilung 4.2.) Sowohl die symmetrische Form als auch die Notwendigkeit dieser wei-
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4. Zufillige vollstindige Mosaike

R Jlg(e) E

A 4

Abbildung 4.2.: Der Paraboloid zu einem Punkt f € E =R! x R

teren beschrinkten Mengen ist inspiriert durch [Sch93a]. Die Bezeichnung ,,Paraboloid“ ver-
dankt p(f) der Tatsache, dass der Rand Op(f) die Form

op(f) = {ee€ E|s(e, f) =0}
= {eeElg(e) = (ale) —a(£)* - 9N}

hat. Fiir d = 1 ist der Rand somit eine einfache, nach oben getffnete Parabel mit Scheitel-
punkt in (g(f), —g(f)). Ebenso leicht sieht man, dass p(f) N (R? x {g}) fiir g > —g(f) eine
d-dimensionale Kugel mit Radius /¢(f) + g und Mittelpunkt (¢(f), g) ist.

Wir mochten, dass diese Paraboloide zu unseren beschrédnkten Mengen gehdren. Es sei
deshalb

Bp(E) = {B CE

n
es existieren n € N und f1,..., f, € E, so dass B C Up(fl)} .
=1

Zunichst stellen wir fest:

Bemerkung 4.1.2. Es ist B,,,(FE) C Bp(E).

Beweis. Wir miissen lediglich zeigen, dass alle Kugeln mit endlichem Radius in Bp(FE) ent-
halten sind. Sei also B;(a), r € R", a € E eine beliebige Kugel in E. (Vergleiche Abbildung
4.3.) Sei nun

g > la| +r 412 (4.1)

52



4.1. Der Laguerresche Phasenraum

g(e)n |R E

A
v

Abbildung 4.3.: Zu jeder metrisch beschrinkten Menge B gibt es f € F, so dass B C p(f).

Dann ist By(a) C p((¢(a),g)): Wir bemerken, dass fiir e € B,(a) gilt, dass
lg(e)| < lal +r (4.2)
und damit
9> lg(e)l +7* = r* = gle),

also
—r* > —(g+g(e)) (4.3)

Es ist aulerdem

e € By(a) < d(a,e) <r < 0> (a—e)? —r?.

Aber dann gilt

= (al0) ~ 4(e)* + {g(a) ~ 9(e))* °
> (gla) — q(e)* —1*

Und damit wissen wir, dass e € p((q(a), g)). O
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4. Zufillige vollstindige Mosaike

Damit haben wir einen weiteren Phasenraum:

Lemma 4.1.3. Das Tripel (E, Z(FE),Bp(FE)) ist ein Phasenraum.

Beweis. Dank Bemerkung 4.1.2 brauchen wir wieder nur die Bedingungen (Bj), (B2) und (By)
zu zeigen. Zu (Bi): Es sei B € Bp(E) und C C B. Dann gibt es nach Definition f1,..., f,
mit B C J;, p(fi). Aber dann gilt ebenfalls C C |J;"_; p(f;) und somit C' € Bp(E).

Zu (B2): Sind B; und By in Bp(E), dann gibt es fi,..., f, und ey, ..., en, so dass By C
Ui, p(fi) und By C U2, p(e;). Sei frntj:=e; fiir j =1,...,m. Dann gilt

n+m

BiUB, C U p(fi)
i—1

also By U By € Bp(E).
Die Eigenschaft (By) ergibt sich daraus, dass offensichtlich p(f) fiir f € E abgeschlossen

ist und somit Borelsch. O

Lemma 1.1.5 (S. 6) liefert uns einen Phasenraum in dem sowohl die Zylindermengen als auch
die Paraboloide zu den beschriankten Mengen gehoren: Es seien By, := B (Bz(E), Bp(E)), die
durch die Systeme Bz(E) und Bp(FE) erzeugten beschréinkten Mengen. Dann ist das Tripel

(E,#B(E),Br) ein Phasenraum, den wir als Laguerreschen Phasenraum bezeichnen wollen.

Bevor wir jedoch zu der Konstruktion der Mosaike kommen, wollen wir noch ein paar
Uberlegungen zu den lokal endlichen MaBen in diesem besonderen Phasenraum anstellen.

Genauer: Wir wollen eine Klasse von Beispielen konstruieren.

Bemerkung 4.1.4. Es sei p = z- A ® 7, wobei z € RT, X das Lebesgue-Ma$ in R? und 7 ein
endliches Maf} in R. Gilt

“+o00
/ A (B(g iy (0)) 7(dt) < 400, VgeR, (4.4)
-9

dann ist p € 4 (E).

Beweis. Zunichst stellen wir fest, dass fiir e, f € E gilt, dass

eep(f) & sle, f) <0 & (ale) —a(f))* —gle) < g(f). (4.5)
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4.1. Der Laguerresche Phasenraum

Somit ist

p(f) = /E 1 (€)p(de)
Tonell /[R /[R 2Ty (0,0) Mdg)r(c)
=2 /[R/[Rd 2 1 (Zoo9(f)] ((q —q(f))* — t) A(dg)7(dt)
= / / 2 Yoo 9(f)+1] ((q - q(f))2) A(dg)7(dt)
R JR4
v [ s () Mda)r(an
+o0
= [ L e (a) Mo
+o0
= [ L ey (e Mg
+o0
- /_g(f) /[Rd = 1B(9(f>+t>1/2 ©) () Mdg)7(dt)

/+00/ ( )

: A(B 1/2(0)) 7(dt)
iy S Plo00

(4.4)

z
< “+00.

Ist nun B € B, messbar, so gibt es C € Bo(R?) und n,€ N, f1,...,f, € E, so dass B C
U™, p(fi) U (C x R). Aber dann gilt

o(B) <3 p (o)) + = MCI(R) < +oo
i=1
nach obiger Berechnung und da 7 ein endliches Maf} ist. Und damit ist p lokal endlich. [
Da das Lebesgue-Ma8 einer d-dimensionalen Kugel in R? mit Radius 7 gegeben ist durch
A(B,(0)) = aqr?,

wobei ag € RT eine dimensionsabhéingige Konstante ist (sieche [Bau92], S. 165). Damit ist die
Bedingung (4.4) an 7 gleichbedeutend mit

+oo
/ (g4 )27 (dt) < 400, Vg eR. (4.6)
—g

Wir wollen einige Beispiele fiir solche Mafle 7 betrachten, die die Bedingung (4.4) erfiillen:
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4. Zufillige vollstindige Mosaike

Beispiele 4.1.5. (i) Ist 7 € .# (R) konzentriert auf einem kompakten Intervall I C R, dann
erfiillt es (4.4): Es sei s := sup;c;t und g € R, dann ist

+o0 +oo
/ (g+ )2 (dt) < / (g4 9)"27(dt) < (g + )2 - 7(R) < +oo,

-9 -9

da 7 ein endliches Maf ist und das Lebesgue-Maf} lokal endlich.

(ii) Angenommen 7 besitzt eine Dichte f beziiglich des eindimensionalen Lebesgue-Mafles
Al Dann muss die Dichte f(t) ,schnell genug fallen, fiir t — +00“, d.h.,

—+00
/ (g4 Y2 ()N () < +00, Vg €ER,
-9

was zum Beispiel fiir exponentiell fallendene Dichten der Fall ist. Solche wiren z.B.

durch die Exponential- oder Gauf3-Verteilung gegeben.

(iii) Ist 7 =6, + ...+ dt,, n € N, t1,...,t, € R so ist dies ein Spezialfall von (i), der fiir

uns im Fall n = 1 besonders interessant sein wird.

Abschliefend bemerken wir noch, dass auch fiir unseren Phasenraum (E, Z(F),Br) die
Konstruktion des Phasenraums </// 7 (E), 7, (E),B (//l f: (E))) keine Probleme bereitet, da

By, lediglich eine Erweiterung der metrisch beschréinkten Mengen darstellt.

4.2. Laguerresche zufillige Mosaike

In diesem Abschnitt soll aufbauend auf den rein geometrisch orientierten Uberlegungen in
[Sch93a], Seiten 51ff, ein zufilliges Mosaik konstruiert werden, das fast sicher vollstindig
ist. Dies wird mit Hilfe von Cluster-Eigenschaften und eines Poissonschen Punktprozesses
erreicht, der ,die Zentren“ der Polytope produziert. Auflerdem wird gezeigt, dass auch die
so genannte duale Konfiguration ein solches Mosaik bildet, so dass wir mit einer geeigneten

Abbildung ein zweites vollstindiges zufilliges Mosaik erhalten.

4.2.1. Laguerresche Mosaike

Die so genannten® Laguerreschen Bereiche, die die Polytope in unserem zufilligen Mosaik

bilden werden, kann man als Verallgemeinerung* von den bekannten Voronoi-Bereichen anse-

3Die Bezeichnung ,,Laguerresche Bereiche“ ist ebenfalls [Sch93a] entnommen. Es finden sich aber auch die
Bezeichnung ,power cell ¢, zum Beispiel in [Aur87]. Nach diesem Artikel ist auch der Begriff ,, Dirichlet
cell“ gebréauchlich.

1Diese Arbeit wird die Art der Verallgemeinerung noch konkretisieren.
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4.2. Laguerresche zufillige Mosaike

hen, wie sie z.B. in [SWO00] behandelt werden. Anwendungen in der Analyse und Simulation
von Granulaten finden sich z.B. in [FLMO00].

Der zugrunde liegende Phasenraum ist der im vorangegangenen Abschnitt konstruierte
(E,#(E),Br). Insbesondere bedeutet dann n € .#" (E) auch, dass n endliche Werte auf den
Zylinder-Mengen und den Paraboloiden annimmt. Im Gegensatz dazu bleiben wir bei den dis-
kreten konvexen Polytopen, die die Elemente unserer Mosaike bilden im iiblichen Phasenraum
zu R?, das heifit, wir versehen ihn mit der Borel-o-Algebra beziiglich der von der euklidischen
Metrik induzierten Topologie. Als beschrinkte Mengen gelten in R? die metrisch beschrinkten
Mengen. Und auf dieser Basis ist dann auch der Phasenraum (///f ([Rd) ) ﬁf ([Rd) , B(IRd)) ge-
bildet.

Den néchsten Begriff konnte man als den Einflussbereich eines einzelnen Punktes e in einer

gegebenen Konfiguration n € .#" (E) deuten.

Definition 4.2.1. Es sei n € . (E). Dann heif}t fiir e €
Ly(e) := {v cR? ‘ (v— q(e))2 —g(e) < (v— q(e'))2 —g(e) Ve € 7]} CR?

der zu e in n gehirige Laguerresche Bereich. (Zur Veranschaulichung siehe Abbildung 4.4.)

Wir nennen dann e das Zentrum des Laguerreschen Bereichs L, (e).

Wollen wir den Laguerreschen Bereich mit der im vorigen Abschnitt definierten symme-
trischen Form auf s : £ x E' — R (siehe Seite 51) in Verbindung bringen, so stellen wir fest,

dass
Ly(e) = {v e RrR? | s (e, (v,0)) < s (¢, (v,0)), Ve € 77} :

Da wir bei der Konstruktion der passenden beschrinkten Mengen schon gesehen haben, dass
die Form s eine enge Beziehung zu der euklidischen Metrik in R? besitzt, fillt die folgende
Beobachtung leicht:

Bemerkung 4.2.2. Ist n € 4" (F) derart, dass alle Gewichte der Punkte in 7 gleich sind, gilt
also g(e) = g, fiir alle e € 1, g € R, dann entsprechen die Laguerreschen Bereiche L, (e) genau

den Voronoi-Zellen® V,, (q(e)) von pu = g(n) mit Zentrum g = ¢(e), wobei
Vi(q) == {v e R?|d(v,q) <d(v,q), Vg € u} '

Die Voronoi-Zelle zu einem Punkt v einer Konfiguration besteht eben aus allen Punkten
die ndher an v liegen als zu irgendeinem anderen Punkt der Konfiguration. Die Laguerre-

schen Bereiche erweitern diesen Begriff, indem sie eine Verzerrung der Euklidischen Metrik

5Zur Definition einer Voronoi-Zelle vergleiche z.B. [Sch93a] S. 52.
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4. Zufillige vollstindige Mosaike

q(e2)

q(es) .

9(65)

.Q(64) q(ee)

(a) unterschiedliche Gewichte g(e1),. .., g(es), g(e)

|Rd
q(e2)
€
d(es) e
.Q(€4) ) "q(es)
(b) gleiche Gewichte g(e1) = ... = g(es) = g(e), der

Voronoische Fall

Abbildung 4.4.: Verschiedene Ausprégungen eines Laguerreschen Bereiches bei unterschiedlichen Ge-
wichten aber gleichen Ortskoordinaten der Punkte in 7
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4.2. Laguerresche zufillige Mosaike

durch Gewichtung der Punkte erlauben. (Eine noch groflere Verallgemeinerung, die auch die
Laguerreschen Bereiche einschliet findet sich in [McM94]6.)

Das Zentrum einer Voronoi-Zelle ist immer in der Voronoi-Zelle enthalten. Die Ortskoor-
dinate des Zentrums eines Laguerreschen Bereiches liegt jedoch nur dann immer auch darin,
wenn im Vergleich zu den quadratischen Orts-Unterschieden ,,benachbarter Punkte* die Ge-
wichte des Nachbarn nicht zu grof§ sind. Genauer: sind e, e’ € 7, dann ist eine notwendige

Bedingung dafiir, dass g(e) € Ly(e), die folgende:

(ale) — ale))* — g(e) < (ale) — a(¢")* — g(€),

d.h,
9(¢') — g(e) < (ale) —a())*.

Ebenso kann es passieren, dass der Laguerresche Bereich L, (e) zu einem Punkt e € 7 leer ist.

Unter bestimmten Anforderungen an y € 4" ([Rd) bilden Voronoi-Zellen so klassische kon-
vexe Polytope, deren Vereinigung den R? iiberdecken (siche [SW00] S. 255ff). Ein Ausschnitt
eines typischen Voronoi-Mosaiks (und damit eines speziellen Laguerre-Mosaiks) ist in Abbil-
dung 4.5 dargestellt.

Abbildung 4.5.: Ein Voronoi-Mosaik, d.h. ein Laguerre-Mosaik bei gleichen Gewichten

In der Arbeit [Sch93a] werden zwei Forderungen an die Punktkonfigurationen 7 gestellt,

5Wie man leicht einsieht, stehen die Verbindungslinien der Ortskoordinaten der Zentren zweier benachbarter
Zellen senkrecht zu den Schnittmengen der Zellen.
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4. Zufillige vollstindige Mosaike

damit die Konstruktion eines Mosaiks durch Laguerresche Bereiche funktioniert. Die erste

davon haben wir bereits durch die Wahl unserer beschrinkten Mengen erfiillt.

Bemerkung 4.2.3. Ist n € .4 (E), dann gilt:

(Ly) Fiir alle ¢ € R? und alle g € R gilt
card {e € n| (g —q(e))> — g(e) < g} < +o00. (4.7)
Beweis. Hier gibt es nichts zu zeigen, denn fiir f = (g, g), wobei ¢ € RY, g € R, ist

card{e € n|(q—q(e))* —gle) < g} =n(p(f)) < +oo,
da 7 lokal endlich ist und p(f) € By. O

Die Erweiterung der metrisch beschrinkten Mengen ist dabei notwendig, da sonst zum
Beispiel fiir d = 1 das Punktmall n = > . d(n (n41)2) endlich auf metrisch beschrénkten
Mengen, aber eben 1 (p (f)) = +oc fiir f = (0,0) € R! x R gewesen wiire.

Die zweite Bedingung an 7, die wir fiir die Konstruktion eines vollstindigen lokal endlichen

Mosaiks noch benétigen, fassen wir in folgende Definition:
Definition 4.2.4. Einn € .#" (F) heie Laguerresches Punktmafl oder einfach reguldr, wenn
(Ls) fiir alle & € Q und alle u € Q% gilt, dass q(n) (H* (o, u)) > 0,

wobei
H" (a,u) = {v e Rr?

v-u > a} .
Die Menge der Laguerreschen Punktmafle sei mit % bezeichnet.

Natiirlich gilt fiir n € .2 auch q(n) (H (a,u)) > 0 fiir alle a € Q und alle u € Q%,
H*(Oz,u):{ve[Rd‘v‘uga} ,

da H (o,u) = H" (—a, —u).

In [Sch93a] wird sogar gefordert, dass die Punktkonfigurationen in jedemn Halbraum min-
destens einen Punkt besitzen miissen. Es ist nicht ausgeschlossen, dass sich diese Forderung
und (Ls) entsprechen. Aber auf jeden Fall reichen fiir unsere Uberlegungen diese abzihlbar
vielen Halbrdume aus. Die Abzéhlbarkeit hilft uns bei dem Nachweis der Messbarkeit von .Z.
Diese wird in Abschnitt 4.2.2 gezeigt werden.

Die Bedingung (L1), die zu der Erweiterung unserer beschréinkten Mengen gefiihrt hat, ist

technischer Natur. Sie stellt die Weichen dafiir, dass die notwendigen Beweise funktionieren.
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4.2. Laguerresche zufillige Mosaike

Bei (L2) handelt es sich um eine natiirlichere Forderung: Wie wir sehen werden, handelt es
sich bei den Laguerreschen Bereichen um konvexe Polytope, insbesondere also um beschréinkte
Mengen. Man kann nicht erwarten, dass man aus solchen Mengen eine Uberdeckung von R?
konstruieren kann, wenn in zu groflen Raumbereichen keine Zentren liegen.

Fiir die Konstruktion eines Mosaiks ist es unerlésslich, dass die Zellen, in unserem Fall die

Laguerreschen Bereiche, konvexe Polytope sind. Wir halten also fest:

Satz 4.2.5. Ist n € £, dann ist fir alle e € n der Laguerresche Bereich Ly(e) ein konvezes

Polytop im klassischen Sinne.
Bevor wir diesen Satz beweisen kénnen brauchen wir noch das folgende Lemma:

Lemma 4.2.6. Seien B C R? und I C R beschrinkt und sein € # (E). Dann gilt

| | p(f) | <+oo. (4.8)

feBxI

Beweis. Sei g = sup I. Dann reicht es fiir die Gleichung (4.8) zu zeigen, dass es nur endlich

viele e € ) gibt, so dass
(v—q(e))* —gle) < g (4.9)

fiir mindestens ein v € B. Angenommen es gibt unendlich viele e € 7, die (4.9) fiir mindestens
ein v € B erfiillen. Dann gibt es eine Folge (e, vn)nen, €n € 1 fiir alle n € N, mit e, # e,

fir n £ m und v, € B mit

(vn — q(en))* = glen) < g.

Da jede Folge in einem Kompaktum eine konvergente Teilfolge besitzt und jede Beschrinkte
Menge im R? in einem Kompaktum enthalten ist, kénnen wir per eventuellem Ubergang zu

einer Teilfolge davon ausgehen, dass es ein vy € R? gibt mit

(4.10)

N

’Un - U0| <
fiir alle n € N. Wieder per Ubergang zu einer Teilfolge findet man ein & € R?, [0] = 1, so dass

|UO _Q(en)’ ) (4'11>

N |

(vo — qlen)) -0 =

. 5 . (vo—alen))
denn die Folge vy, := lvo—gq(en)]’

eine konvergente Teilfolge (0p, )ken. Ist © der Limes dieser Teilfolge, so konvergiert oy, - 0

n € N, liegt auf der kompakten Einheitssphére, besitzt also

sogar gegen 1. Wir konnen also o. B. d. A. davon ausgehen, dass es ein ¢ gibt, das (4.11) fiir
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4. Zufillige vollstindige Mosaike

alle n € N erfilllt. Dann gilt

(vo — 0 —q(en))” — glen)
= (vo — q(en))? = 2(vo — qlen)) - + 0% — g(en)
(4.11)
< (v0 = g(en))® = Jvo — glen)| + 1 = g(en)
= (v0 = vn + vn = a(en))” — o0 — alen)| + 1 = g(en)
= ('UO - Un) + 2(”0 - 'Un) (Un - Q(en)) + (Un - Q(en))z - |U0 - Q(en)| +1- g(en)
(4.9),(4.10) 1
< *"‘1‘1’9“"2(7}0_7}71)'(vn_Q(en))_‘UO_q(en)‘a

also gilt nach der Ungleichung von Cauchy und Schwartz

(v0 — 0 — q(en))* — glen)

5
1 + g+ 2Jvo — vn| [vn — q(en)| — |vo — q(en)|

5
YR [vn, — q(en)| — |vo — q(en)]

<
(4.10)
<
b}
< Z+g+‘vn_q(6n)_UO+Q(en)’
<
(4.10)
<

5
Z+g+\vn—v0|

[
179

D.h. fiir alle e,, n € N gilt die Abschitzung (vo — 9 — g(en))? — glen) < I+ g. Aber das steht
im Widerspruch zu n € .#" (E). O

Man konnte anhand dieses Lemmas nun Bemerkung 1.2.3 benutzen, um das System der
beschriankten Mengen um die Klasse der Mengen p(B x I), B, I wie im Lemma, zu erweitern.
Fiir unsere weiteren Uberlegungen ist dies allerdings nicht relevant, und wir kommen nun

zZuin

Beweis von Satz 4.2.5. Da die leere Menge trivialer Weise ein konvexes Polytop ist, kénnen

wir nun o. B. d. A. davon ausgehen, dass wir nur nichtleere Laguerresche Bereiche betrachten.

Zuerst zeigen wir, dass Laguerresche Bereiche beschriankt sind: Seien n € £, e € n und
0 < e < 1. Sei weitherhin

S. = {veﬂ?d’\vle[l—s,l—i-s]}.
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4.2. Laguerresche zufillige Mosaike

Ist nun ¢ € S. N Q%, dann gibt es ein €’ € 1, so dass

0<d-(qe') —qle)).

Denn: Angenommen die Behauptung gilt nicht. D.h. fiir alle ¢’ € 5 gilt 0 > 9 - (q(e’) — g(e)).

Dann wiirde gelten
0-q(e) =2 0-q(e), Ve €n,
also
b-qle)+¢& >v-q(e), Ve en Ve >0.
Aber dann gibt es &’ > 0, so dass a := 9" - ¢(e) + &’ € Q und
a>d-qe)

fiir alle ¢’ € . Mit anderen Worten ist ¢(n) (H ™ (a, 0)) = 0. Aber dieses steht im Widerspruch
dazu, dass n der Bedingung (L2) geniigt.

Insbesondere gilt dann g(e) # g(e’). Wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts in beiden
Argumenten gibt es ein § > 0 und eine Umgebung U (%) von 9, so dass fiir alle o' € U(0) gilt,

dass
dlg(e’) —ale)] <" (q(e) —q(e)) - (4.12)

Zu allen % € S. N Q% existieren damit ¢’ € 1, § > 0 und U(%), so dass alle ¢/ € U(d) die
Gleichung (4.12) erfiillen.

Es ist
{U(@) ) b€ 8. Qd}

eine offene Uberdeckung von S%1(R%): Zu © existiert £ > 0 mit B.(d) C B.(d) C U(%). Passt

man ¢ in (4.12) an, so kann man ein festes ¢ fiir alle ¥ € S. N Q? wéhlen. Dann ist

{B.(0)

ves.na’}
eine Uberdeckung von S. N Q¢ und folglich

{B-(0)

f[)engQd}
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4. Zufillige vollstindige Mosaike

eine Uberdeckung von S.. Aber dann ist

(v

eine offene Uberdeckung von S%~1(R%), da S?~1(R%) C

bes. de}
S..

Sei S := {f) €S.NQ? ’ U(t) NSt @}, dann ist auch {U(9) |9 € S.} eine offene Uber-
deckung von S?1(R%). Da S9'(R?) kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung, d.h.
es gibt m € N und 4y,...,0,, € S., so dass schon die Umgebungen U(91),...,U(dy,,) die
Sphire S%1(R?) iiberdecken.

Wir werden nun ausnutzen, dass sich jeder Vektor v € R? in der Form v = g(e) 4+ A9 mit
A € Ry und o € S471(R?) schreiben lisst. (Siehe Abbildung 4.6.) Ist o/ € S971(R?), dann

STHRT) + qle)

Abbildung 4.6.: Jeder Vektor in R? besitzt die Darstellung v = q(e) + Ao’

gibt es j € {1,...,m}, so dass ¥’ € S¥L(R?) N U(%;), erfiillt also (4.12) fiir passende ¢’ € 7
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4.2. Laguerresche zufillige Mosaike

und § > 0. Dann gilt

v=gq(e)+ X' € Ly(e)
= (v —q(e))* — gle) < (v—q(e))” — g(¢)

& (gle) + 20 —q(e))” —gle) < (ale) + 10" —q(e"))? — g(e)
——(q(e)—q(e)

(a(e) — a(€))” +2X (g(e) — q(e")) ' + (M) = g(¢)

(X0')* — g(e) <
(4.12) N 2 / /
= 0 < (qle) —qle')” —2Xd|q(e') — qle)| + g(e) — g(e')
(q(e) — q(e")* + gle) — g(e')
< 4 =T 2lg(e) — qle)]
|(a(e) — q(e")? + gle) —g(e)] |
o A < L] =\ (4.13)

Besitzt also v € L,(e) die Darstellung v = g(e) + A\’ € Ly(e), 9’ € U(;) N SHRY), dann
wissen wir, dass der positive skalare Faktor der Ungleichung A < A; entspricht. Damit ist
fir Aez = max{A1,..., Ay} der Laguerresche Bereich L, (e) enthalten in der beschriankten
Menge

{ale) + 2015 € ST RY, A < Amax | = Bay (a(6)) -

Somit ist auch Ly(e) beschrénkt. Die Abgeschlossenheit eines Laguerreschen Bereichs ist
direkt aus der Definition ersichtlich.
Nun zeigen wir, dass Laguerresche Bereiche Polygone sind. Wir miissen also zeigen, dass

sie Schnitte endlich vieler Halbrdume sind. Sei also n € £ fixiert und e € n derart, dass

Ly(e) #0.

Betrachte fiir ¢’ € n die Menge

HE (¢ ¢) i= {v e RY| (v = a(e))” = gle) < (v = a()* ~ gle)} .

Dann ist HT (€', e) ein abgeschlossener Halbraum, denn (Erinnerung: wir kénnen annehmen,

dass q(e) # q(¢'))
(v—a(e))* — g(e)

& v (q(e) —qle)) <

(v—q(e")® — g(e)
(a(e')* — qle)* + gle) — g(€)) .

Do = IA

Somit hat HT(¢/, e) die Form wie sie in Kapitel 3 gefordert wurde.

= ﬂ HT (e e).

e’'en

Per Definitionem gilt nun
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Es bleibt also lediglich zu zeigen, dass schon der Schnitt iiber eine endliche Teilkonfiguration
von 7 ausreicht.

Dazu: Wir wissen, dass L, (e) beschriankt ist. Somit existiert eine beschriankte offene Ober-
menge O von Ly(e). Dann ist das Bild der Abbildung O — R, v — (v — q(e))? — g(e) be-
schriankt, da die Abbildung stetig ist und der Abschluss von O kompakt. Sei rg eine obere
Schranke dieser Abbildung. Es gilt also fiir alle v € 0

(v—qle))” —gle) <o (4.14)

Nach Lemma 4.2.6 gibt es also hochstens endlich viele ¢/ mit (v — g(¢'))? — g(€/) < ro fiir

wenigstens ein v € O. Es sei 7 die Menge dieser ¢/. Dann gilt

oc () HY(e). (4.15)

e'en—n

Dafiir miissen wir zeigen, dass O C H1(¢/,e) fiir alle ¢’ € n — 7. Sei also ¢’ € n — 7. Dann
gibt es kein v € O, so dass (v — q(¢'))* — g(¢/) < 7o aufgrund der Konstruktion von 7. Also
fiir alle v € O nach (4.14)

(v —q(e))? — gle) < 7o < (v—q(e)” = g(e) .

Das heifit aber v € HT (¢, e).

Damit haben wir auch gezeigt, dass Ly(e) = (N c; H'(e/,e) N O.

Nun sind sowohl Ly(e) als auch (,c; H"(¢',e) abgeschlossen und konvex. Damit muss
schon Ly(e) = Nue; HT (€', €) gelten:

Angenommen

LTI(e) 7£ ﬂ H+(e',e)
e'en

Dann gibt es mindestens einen Punkt u € .oz H*(¢/,e) N OC. Sei v € L,(e) beliebig. Da
Nerer H1 (€' €) konvex ist, liegt {Av + (1 — Mu|A € [0,1]} ganz darin. Sei Ao := sup{\ €
[0,1] | Av + (1 = MNu € Ly(e)}. Wegen der Konvexitét von Ly(e) liegt dann ganz {A\v + (1 —
AMu| A €[0,A)} in diesem Laguerreschen Bereich. Und per Definition von Ag liegt {\v+ (1 —
Aul X € (Ao, 1]} ganz in ez HT (€', e) N OC. Nun sind aber sowohl (.. H*(¢/,e) N OF als

auch Ly (e) abgeschlossen, weswegen Agv + (1 — Ag) in beiden Mengen liegen muss. Aber das

e'en

ist nicht moglich, da diese beiden Mengen disjunkt sind.

Also ist L, (e) ein kompaktes Polygon, mit anderen Worten ein konvexes Polytop. O

Nun definieren wir die Multi-Cluster-Eigenschaft D¢, mit deren Hilfe wir das Mosaik

konstruieren:
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Fiir (z,n) € #; (E) x A (E) sei (z,7) € Dy genau dann, wenn
(Z1) ne £ und
(Z2) e € n existiert, so dass Ly(e) #0 und = 3° o L (e) 9(¢,0)-

Die Eigenschaft (.£7) wurde ja bereits erldutert. Nach Bemerkung 3.1.9 und Satz 4.2.5 be-
deutet (%) nun, dass die Cluster zu n genau die diskreten Polytope zu den Laguerreschen
Bereichen von n beschreiben. Das Gewicht 0 der Vertizes von x ist dabei willkiirlich gew#hlt.
Es sichert jedoch die Eindeutigkeit der Projektionen ¢(z). Genauer: aus (z,7), (y,n) € Dy,
q(z) = q(y) folgt wegen (%), dass = = y.

Wir werden im Abschnitt 4.3 iiber das duale Mosaik den Vertizes auch noch andere Ge-
wichte zuordnen.

Nun stellen wir fest:

Lemma 4.2.7. Dy ist eine Cluster-FEigenschaft.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass .Z messbar ist: Ist (B, )nen eine Lokalisierung von R% so
gilt,
z= N Une.a @ ]am (m* @ w0 B,) >0} .

BEQ ueQd neN

Wegen der Abzihlbarkeit der Mengen @, Q%, N brauchen wir nun nur noch die Messbarkeit
der Mengen {n € .# (E)|q(n) (H"(8,u) N By) > 0} zu zeigen. Aber es ist

{ne.# (E)|qn) (H"(8,u)N B,) > 0}
= ¢ ({pen (RY)|u(H*(8,0)N B) > 0})

= ¢! ({M M ('Rd> | Clr+ (B, (1) > 0}) ,

also messbar, da ¢ eine messbare Abbildung ist und Halbrdume Borelsche Mengen sind.

Zur Messbarkeit von Bedingung (%): Da wir die Messbarkeit von £ gezeigt haben, ge-
hen wir nun nur noch von n € £ aus. Dies impliziert insbesondere die Kompaktheit der
Laguerreschen Bereiche.

Wir stellen nun fest, dass die Bedingung (.%5) bedeutet, dass
(i) g(f) =0 fiir alle f € z und
(ii) es existiert e € 1), so dass q(z) = vert Ly (e).

Die Menge der z € .#; (E), die (i) erfiillen ist messbar wegen der Messbarkeit der Projektions-
Abbildung g.
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Kommen wir also nun zu (ii): Sei (By,)nen eine abzihlbare Basis der euklidischen Topologie

von R?, also insbesondere ein Erzeugendensystem fiir die Borelsche o-Algebra. Sei weiterhin
C:={(e,n) e Ex ZL|eecn}

(diese Menge ist messbar nach [KMM74], S. 107) und fir (e,n) € &£ sei

M(ea 77) = Z dy -

vevert Ly (e)

Dann gilt
q(z) = p(e,n) fir ein e € = (q(x) — u(e,n)) (By) =0, ¥n € N fiir ein e € 7,.

Nach [KMMT74], S. 109, existiert eine messbare Indizierung .#Z" (E) xN — C, (n,k) — (ex,n),
so dass 1 = ) ;.o Oe, - Somit ist

{(z,n) € Mi (E) x 2 (q(x) — ple,n)) (Bn) =0, Vn € N fiir ein e € n}
= U MA@ e (B) x 2] (a@) - uler.n)) (Ba) = 0} (4.16)

keNneN

Wegen Gleichung (4.16) reicht es nun zu zeigen, dass die Abbildungen

¢n: Mp(E)xC —R
(.T, €, 77) I (q(x) - :u(€> 77)) (Bn>
messbar sind. Nun ist aber ¢ messbar als Projektion. Nach [SWO00], S. 236, ist ebenfalls die
Abbildung, die einem konvexen Polytop (in unserem Fall L,(e)) die Menge seiner Vertizes
zuordnet, messbar. Diese Messbarkeit ist im Sinne der Spuren von o 4(g), der Borel-o-Algebra
bzgl. der Matheron-Topologie auf der Menge A ([Rd) der abgeschlossenen Mengen in RY, in
der Menge der konvexen Polytope bzw. der lokal endlichen Mengen zu verstehen. Ebenso ist

nach [KMM74] die Abbildung, die einer lokal endlichen Menge A das einfache Zahlmaf mit
Trager A zuordnet, messbar. Damit bleibt lediglich zu zeigen, dass die Abbildung

v  C —>.A<[Rd) ,
(e;m) ’—>Ln(E)a

messbar ist. Dies ist Inhalt von Bemerkung A.1.12. O

Wir kénnen jetzt die Abbildung definieren, die uns, wie wir sehen werden, zu gegebenem
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4.2. Laguerresche zufillige Mosaike

n € £ ein vollstdndiges lokal-endliches Mosaik produziert:

)

no Z Og(z) -

($777)€D$

Wir nennen ¢p,, auch die zu D ¢ gehérige Clusterfunktion.
Lemma 4.2.8. (i) ¢p,, ist wohldefiniert, d.h. firne £ ist pp.(n) lokal endlich.

(i1) ¢p., ist messbar.

Beweis. Zu (i): Zunéchst halten wir fest, dass wegen der lokalen Endlichkeit von 7 héchs-
tens abzahlbar viele Laguerresche Bereiche existieren und somit Z(x,n)e Doy dg(z) €in wohl-
definiertes Objekt ist.

Nun zur lokalen Endlichkeit davon. Es reicht zu zeigen, dass jede beschrinkte Menge nur mit
endlich vielen Laguerreschen Bereichen einen nichtleeren Schnitt besitzt, da fiir (z,7) € Dg

die q(z) gerade die Vertizes eines Laguerreschen Bereiches sind und somit fiir eine beschrinkte
Menge B und n € .

card {y e ([Rd> ’y €ep, (), y(B) > 1} < card{e € n|Ly(e)N B #0} .

Sei nun also B € By(R?), also eine metrisch beschrinkte messbare Menge. Dann gibt es
eine kompakte Menge K mit B C K und daher

card{e € | L,(e) N B # 0} < card{e € n|Ly(e) N K # 0} .
Sei nun e € 7 beliebig aber fest. Dann ist die Abbildung
k: K —R,
v — (v—g(e)® = gle)

stetig und daher k(K) kompakt, also beschrinkt. Sei ry eine obere Schranke von k. Dann gilt
fiir alle v € K

(v—q(e))* —gle) <. (4.17)

Nach Lemma 4.2.6 kénnen hchstens endlich viele ¢’ € 5 die Gleichung (v — ¢(e'))*—g(e') < ro
fiir ein v € K erfiillen. Es sei 7/ diese endliche Teilkonfiguration von 7. Da aber (4.17) fiir

alle v € K gilt, konnen nur die Laguerreschen Bereiche zu eben diesen endlich vielen ¢’ die
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4. Zufillige vollstindige Mosaike

Menge K schneiden: Sei e € n — . Dann gilt fiir alle v € K

(v —q(e))* —gle) <mo < (v—q(e")? — gle).

Also ist v & Ly (€') fir alle v € K.
Zu (ii): Dies ist die Aussage von Bemerkung A.1.13 auf Seite 109 im Anhang. O

Damit kommen wir zu einem wichtigen Ergebnis:

Hauptlemma 4.2.9. Sein € £, dann ist op.(n) ein vollstindiges lokal endliches Mosaik
in R%.

Beweis. Sei p1:= ¢p.,(n). Dank der Definition von D¢ und der Eigenschaft, dass Laguerre-
sche Bereiche konvexe Polytope sind, wissen wir schon, dass fiir y € p auch y € & ([Rd) ist.
Die lokale Endlichkeit haben wir bereits in Lemma 4.2.8 bewiesen.

Wir zeigen zunéichst, dass (J,¢,(y) = R%:

Es gilt wegen der Definition von D g, dass U,¢,(y) = U,e, Ln(e). Es bleibt also zu zeigen,
dass fiir jedes v € R? ein e € 7 existiert, so dass v € Ly(e).

Sei also v € R? und ¢’ € 7 beliebig. Dann gibt es nach (L;) hochstens endlich viele e € 1,

so dass
(q(e) — v)% = gle) < (q(e)) — v)* = g(€'). (4.18)

Die Menge dieser e ist nicht leer, da €’ selbst die Gleichung erfiillt. Somit gibt es ein e €
7, so dass die linke Seite der Ungleichung (4.18) ihr Minimum annimmt. Aber dann per
Definitionem v € Ly(e).

Es bleibt zu zeigen, dass sich die diskreten Polytope in g nur in ganzen Seiten schneiden:
Seien also y,y € p, y # y' dann gibt es e, e’ € n, e # € mit (y) = Ly(e) und (y') = L,(¢).
Gilt nun (y) N (y') # 0, dann eben auch L,(e) N Ly(e') # 0.

Sei

H(e ¢) = {v e R?| (gle) — v)* = g() = (a(e') = v)” = g(c))} ,

also die H*(¢/,e) begrenzende bzw. trennende Hyperebene. Dann gilt nach Definition von
Ly(e), Ly(e'), dass

und dass

bzw.
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4.2. Laguerresche zufillige Mosaike

Das heifit, dass H (€', €) eine Stiitzhyperebene beider Laguerrescher Bereiche ist. Damit ist der
Schnitt der Bereiche eine Seite von beiden. Bemerkung 3.3.2 liefert dann y Ny’ = H(e',e) N
y=H(,e)ny =: 2 # 0 und (y) N (y') = (2), da y und 3’ die Konfigurationen aus den

Extremalpunkten der entsprechenden Laguerreschen Bereiche sind. O

4.2.2. Der Poisson-Laguerre-Prozess

In diesem Abschnitt sollen nun in einem erweiterten Sinn Wahrscheinlichkeiten auf M, (R%)

konstruiert werden. Das Hauptlemma 4.2.9 liefert uns sofort folgendes Ergebnis:

Lemma 4.2.10. Sei P ein Punktprozess in E = R x R mit P(%) = 1. Sei weiter M €
F (///f (E)) eine messbare Menge, die M,(E) enthdlt. Dann gilt fir das Bild Q¢ von P

unter ©p.,
Qg (M) =1. (4.19)

Beweis. Es gilt

Qu (M) = /ﬂ,( Lar(1) Qe (dp)

A (RY))
Transformationssatz
s [ Lar(on (o) P(dn)
A (B)

Hauptlemma 4.2.9 1
- ’

was zu zeigen war. ]

Ein in der Art dieses Lemmas gebildetes zufilliges vollstdndiges Mosaik () ¢ bezeichnen
wir als zufilliges Laguerresches Mosaik.
Mit einem recht einfachen Beispiel konnen wir zeigen, dass die Menge der Punktprozesse,

die die Voraussetzungen des Lemmas 4.2.10 erfiillen, nicht leer ist:

Satz 4.2.11. Sei p := 2A? @ 7, wobei \? das Lebesque-Maf in R® ist und 7 ein endliches
Map auf R, das die Bedingung (4.4) erfillt. Dann gilt fir den Poisson-Punktprozess P, mit

Intensitdt p
P,(Z)=1. (4.20)

Beweis. Die Bedingung (4.4) sichert, dass p € .#" (E) ist.
Dank der Definition von ., reicht es nun zu zeigen, dass fiir alle Halbriume H* von R¢
gilt
P, ({ne .4 (B) |am)(H) > 0}) = 1. (4.21)
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4. Zufillige vollstindige Mosaike

Sei HT ein beliebiger Halbraum des R?. Dann gibt es eine Folge (B,)nen beschrinkter
Mengen, so dass B, 1 HT, z.B. B, = H™ N B, fiir eine Lokalisierung (B},)nen. Aber somit
ist

P, ({n €.« (E)|q(n)(Bn) =0})

B / Line.nr (B) | a(n)(Ba)=03 (1) Ep(dn)
M (E)
- /J/‘(E) 1{”6//"([Rd) |v(Bn)=0} (q(n)) P,(dn)

Transformationssatz -1
- /%(Rd) Yoenr (ve) lu(Bay=0) W) Bp o a(dw).
Korollar 1.3.17 liefert uns dann

P,({n€ .« (E)|q(n)(Bn) = 0})

- /{///‘(Rd) 1{1/6=//~(|Rd)|V(Bn):O} (v) PzT([R),\d(dZ/)

N [%~(Rd) Liven (1)) ¢s,=0} (V) Per(@ra(dv)

_ o ®NBY)

n—oo

Aber damit ist P, ({n € .4 (E)|q(n)(H') > 0}) = 1. O

Wir haben nun eines der Hauptziele der Arbeit erreicht:

Theorem 4.2.12. (Der Poisson-Laguerre-Prozess) Das Bild von P,, p wie in Satz 4.2.11,
unter op., ist ein zufilliges vollstindiges Mosaik. Wir wollen es als Poisson-Laguerre-Prozess

bezeichnen.

In Bemerkung 4.2.2 hatten wir schon den Bezug zu Voronoi-Zellen hergestellt. Die hier
entwickelte Theorie (Satz 4.2.11) gibt uns eben auch die Moglichkeit so genannte Voronoi-

Mosaike zufillig zu realisieren:

Korollar 4.2.13. Ist p := 2N ® 298,, wobei A\ das Lebesque-Maj$ in R? ist und z1, zo € RT,
r € R, ist weiterhin P, der Poissonsche Punktprozess mit Intensitit p, dann sind P,-fast-
sicher alle ¢p(n) € A" (%f ([Rd)> vollstindige lokal endliche Mosaike, bestehend aus den

Voronoi-Zellen zu q(n). (Dieses zufillige Mosaik sei mit Poisson-Voronoi-Prozess bezeichnet.)

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus Bemerkung 4.2.2 und Theorem 4.2.12. O

72



4.3. Das zu einem Laguerreschen duale Mosaik

4.3. Das zu einem Laguerreschen duale Mosaik

In Werken wie z.B. [SW00] wird ein duales zu einem Voronoi-Mosaik entwickelt, indem man
die konvexe Hiille der Zentren , benachbarter* Voronoi-Zellen betrachtet. Wir werden eine
etwas andere Strategie verfolgen und die Vertizes der Laguerreschen Bereiche zusammen mit
geeigneten Gewichten zu neuen Zentren Laguerrescher Bereiche machen. Angelehnt an die
Ideen aus [Sch93a] werden wir aber trotzdem #hnliche Ergebnisse erhalten wie [SWO00].
Man sieht direkt an der Definition eines Laguerreschen Bereichs, dass fiir v € Ly (e)NLy(€),
e, e’ € n gilt, dass
(v —q(e))® — gle) = (v —q(¢))* — g(¢) . (4.22)

Das gilt natiirlich insbesondere fiir die Vertizes der Laguerreschen Bereiche, die iiblicherweise
in mehreren dieser Bereiche enthalten sind. Wenn man nun also einem Vertex das Gewicht
eines der Laguerreschen Bereiche zuordnet, von denen er Vertex ist, dann ist diese Zuordnung
wegen der Gleichheit (4.22) wohldefiniert.

Definitionen 4.3.1. Sei n € .Z. Das duale Punktmajf§ n* zu 7 ist gegeben durch

77* = Z e

e*esupp n*

wobei

suppn® = {(q*, (¢* —qle))? — g(e)) ’ e €n, ¢* ist Vertex von Ln(e)} CFE.
Weiter bezeichne

dual: ¢ — 4 (E),

no—=n
die Abbildung, die einem regulidren Punktmafl sein duales zuordnet. (Vergleiche Abbildung
4.7.)
Bemerkung 4.3.2. Die Abbildung dual ist wohldefiniert, d.h. fiir n € £ ist n* € 4" (E).
Beweis. Wir miissen zeigen, dass
(i) n* (p(f)) < +oo fiir alle f € F und dass
(ii) fiir B € By(R?) gilt n*(B x R) < oo.

Zu (i): Diese Aussage ist dquivalent dazu, dass n* die Bedingung (L;) erfiillt. Entgegen der
Behauptung nehmen wir an, dass n* die Bedingung (L) nicht erfiillt.
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4. Zufillige vollstindige Mosaike

R? R?

dual . et
-q(e)_e q(n). - (q(e”) G_Q(n*)

Abbildung 4.7.: Veranschaulichung der Abbildung dual anhand der Ortsprojektionen der entsprechen-
den Punktmafle

Dann gibt es ein r € R, ein v € R? und eine Folge (e}),en mit ef # ej fiir i,j € N, i # j,
so dass
(v—q(e))? —g(ef) <r VYneN. (4.23)

Aus der Definition von n* folgt, dass g(e*) = ¢(é*) impliziert, dass g(e*) = g(é*) gilt, falls
e*,e* € n". Deswegen ist auch g(e) # q(e) fiir 7,5 € N, i # j. Bei eventuellem Ausschluss
eines Folgeglieds kénnen wir somit annehmen, dass g(e’) # v. Dann ist aber auch die Folge

U, , Uy = q(ej*:):v definiert und beschrénkt, da |v,| = 1 fiir n € N.
neN la(ey,)—v]

Wir kénnen damit zu einer konvergenten Teilfolge iibergehen, behalten aber die Bezeich-

nungen bei. Es konvergiere (v, )nen gegen o € S H(RY).

Sei § > 0. Weil n die Bedingung (L2) erfiillt, gibt es e € n, so dass 0 - (¢(e) —v) > 4. Ist
nun n grof§ genug, dann gilt auch vy, - (g(e) —v) > §. Also gilt

et (g(e) —v) >0

& (qleg) —v) - (q(e) —v) > dlq(ey,) —v]. (4.24)

*

Sei nun g(e;,) ein Vertex von Ly (ey,) fiir alle n € N und damit g(e};) = (q(e;,) — qen))?—glen).
Weil g(e;,) € Ly(ey), gilt dann auch

g(er) = (alen) — alen))? = glen) < (aley) — a(e)® = gle) . (4.25)
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4.3. Das zu einem Laguerreschen duale Mosaik

Es gilt aulerdem

(a(er) = a(e)® — g(e)
= ((aley) —v) = (ale) = v))* = g(e)
= (ale;) —v)* —2(qley) —v) - (ale) —v) + (ale) —v)* — g(e)

(e
U aen) — o) — 28la(en) — vl + (ale) —v)° — a(e). (4.26)

Somit haben wir

(4.25),(4.26)

0 <
(4.23)
<

Aber dann gilt auch

— (a(e) —v)* — g(e)
26 '

Mit anderen Worten: Es liegen unendlich viele Vertizes von Laguerreschen Bereichen von 7

.
lq(ey,) —v] <

in einem beschriankten Bereich. Das widerspricht der lokalen Endlichkeit des Mosaiks der
Laguerreschen Bereiche von 7. Damit haben wir (i) gezeigt.
Nun zu (ii): Da ¢p., (n) lokal endlich ist, gibt es

k=sup{y(B)|y € vpy,(n)} €N,

so dass
n"(BxR)<k-¢p,(n)(FB) <+oo. (4.27)

Die erste Ungleichung in (4.27) gilt, da die ¢* € ¢(n*) gerade die Vertizes der Laguerreschen
Bereische von 7 sind: Soll also ein e* € n* in B x R liegen, so muss es eben einen Vertex eines
Laguerreschen Bereichs geben, der in B liegt. Und da dieser Bereich weniger als k& Eckpunkte
hat, kann es also auch nur héchstens & zu diesem Bereich gehorige e* geben. Aber dann gilt
eben (4.27). O

Wir werden nun zeigen, dass es fiir ein Punktmaf reicht, regulir zu sein, damit das duale

wieder regulér ist.

Satz 4.3.3. Ist n € £, dann ist ebenfalls n* € L. Weiterhin gilt fir e € n mit Ly(e) # 0,
q(e) € Ly(€") <= q(€") € Ly(e). (4.28)

Beweis. Wir miissen zeigen, dass
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4. Zufillige vollstindige Mosaike

(i) n* die Bedingung (L) erfiillt,

(ii) fiir e € p und Ly(e) # 0, e* € n*
q(e) € Ly=(€") <= q(€") € Ly(e)

gilt.

Wir zeigen zunéchst (i): Die Laguerreschen Bereiche zu 1 sind nach Voraussetzung konvexe
Polytope. Somit sind sie auch kompakt, insbesondere beschrinkt. Da nach dem Hauptlemma
4.2.9 die Laguerreschen Bereiche R? iiberdecken und die ¢(e*), e* € n* gerade die Vertizes der

Laguerreschen Bereiche von 7 sind, gilt trivialer Weise auch (L) fiir n*.

Zu (ii): Wir werden zeigen, dass unter den Voraussetzungen des Satzes

2

q(e) € Ly=(€") <= g(e) +9(€") = (q(e) — q(€"))” <= q(&") € Ly(e).

Zuniichst behandeln wir die Aquivalenz (g(e) +g(&*) = (qle) — q(¢*))* = q(&*) € Ln(e)>:
Sei * € n*. Dann gibt es € € 7, so dass g(€*) ein Vertex von L, (€) ist. Nun ist insbesondere

dann ¢(é*) € Ly(€) und somit fiir alle e € n

(9(€) — q(€))? = g(&) < (g(e) — q(€")* — g(e) . (4.29)

Gleichheit in (4.29) gilt offensichtlich genau dann, wenn auch ¢(€*) € L,(e). In diesem Fall
ist g(¢*) = (q(€) — q(¢"))* — g(&), also auch g(é) = (q(&) — q(&*))* — g(é*). Deshalb gilt

q(€") € Ln(e)
& (q(@) — q(e))® = (a(é) — q(e"))* — g(€") = (a(e) — q(€))* — g(e)
& gle) +9(") = (a(e) — q("))? .

Jetzt zeigen wir zunéchst <q(e) € Ly(€*) = g(e) + g(é*) = (q(e) — q(é*))Q): Sei also ¢(e) €
Ly, (€*) mit Ly(e) # 0. Dann gibt es e* € n*, so dass g(e*) ein Vertex von L,(e) ist. Somit
gilt

6(e") = (g(e) — a(e"))? — g(e) (4:30)

Nach Voraussetzung gilt

(a(e) —a(e))* = g(&) < (ale) —g(e*))* = g(e*)

W o) - @) <gle)+9(E). (4.31)
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Sei nun €* ein Vertex von L, (€), dann gilt g(é) = (¢(€) — q(€))* = g(¢*) und damit

(q(é) —q(€"))” — g(é) < (qle) —
& g(e) +g(e") < (q(e) -

Um den Beweis abschlieflen zu kénnen brauchen wir also nun nur noch zu zeigen, dass g(e) +
g(&*) = (q(e) — q(¢*))* impliziert, dass g(e) € L,-(&):
Da n* regulér ist, wissen wir, dass es ein e € n* gibt, so dass g(e) € Ly« (ef). Nach der obigen

Implikation gilt damit g(e) +g(eg) = (q(e) — q(ef))?, also auch g(e) = (g(e) — q(ef))* — g(e).
Aber nach Voraussetzung ist auch g(e) = (g(e) — q(€*))* — g(é*). Somit haben wir, weil

q(e) € Ly«(ef) ist,
(a(e) = a(e)* = g(&") = gle) = (ale) — ale5))”* — g(ed) < (ale) —a(e"))* — (")

fur alle e* € n*. Aber dann ist g(e) € Ly«(€*), was zu zeigen war. O

Korollar 4.3.4. Firn e £ ist pp. (n*) stets ein vollstindiges lokal endliches Mosaik.

Beweis. Die Aussage folgt sofort aus Satz 4.2.9 und der Bemerkung 4.3.3. O

In [Sch93a] wird ebenfalls gezeigt’, dass (n*)* = > cen, Ly (e)20 Oc- Das bedeutet, dass die
Vertizes der Laguerreschen Bereiche von n* aus Punkten der urspriinglichen Konfiguration
n bestehen. Damit sind im Voronoischen Fall g(e) = g, g € R fest fiir alle e € 7, die La-
guerreschen Bereiche der dualen Konfiguration genau die so genannten Delaunay-Zellen des
PunktmaBes p = q(n). Ist p € A" ([Rd) und ¢* € |V,(q) fiir ein ¢ € p, dann ist die zu ¢*
gehorige Delaunay-Zelle gegeben durch

du(q”) == ({a € plq" € vert Vu(q)}) -

Nach dem bisher gezeigten wissen wir also, dass dann die Kollektion der zu den Delaunay-

Zellen gehorigen diskreten Polytope eine vollstdndiges lokal endliches Mosaik bilden.

"Der Beweis dieser Aussage ist dort nur recht skizzenhaft angegeben, weswegen das Ergebnis hier lediglich
erwihnt und nicht bewiesen wird.
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4.4. Der duale Poisson-Laguerre-Prozess

Damit wir tiber die duale Konfiguration wieder zufillige Mosaike erzeugen kénnen, stellen
wir fest, dass die Abbildung

dvual: ¥ — &2,

n o —n

dank Satz 4.3.3 wohldefiniert und auch messbar (siche Bemerkung A.1.14 auf Seite 110) ist.

Und damit haben wir ein weiteres zufélliges Mosaik:

Korollar 4.4.1. Sei P ein Punktprozess in E mit P(.£) =1, dann ist das Bild von P unter

¢p, odual ein vollstindiges zufilliges Mosaik.
Beweis. Die Aussage folgt aus 4.3.3 und Lemma 4.2.10. O

Gemifl Satz 4.2.11 wissen wir, dass geeignete Poisson-Prozesse auf .Z konzentriert sind.

Insgesamt haben wir also folgendes Ergebnis:

Theorem 4.4.2. (Der duale Poisson-Laguerre-Prozess) Ist p wie in Satz 4.2.11, dann ist das
Bild von P, unter ¢p. o dual ein zufilliges vollstindiges Mosaik in RY. Dieses nennen wir

einen dualen Poisson-Laguerre-Prozess.

Wollten wir nun noch diese Mosaike genauer mit zufilligen Delaunay-Mosaiken in Verbin-
dung bringen, so miissten wir weitere Anforderungen an die Ausgangs-Punktkonfigurationen
stellen, um sicher zu stellen, dass die resultierenden Polytope Simplizes sind. Das erfordert
dann auch weitere Untersuchungen der erzeugenden Punktprozesse. Dies soll aber nicht The-
ma dieser Arbeit sein. Dennoch widmen wir uns im néichsten Kapitel einem Mosaik, das von

Delaunay-Zellen inspiriert ist.
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Nachdem wir im vorangegangenen Kapitel zufillige vollstdndige Mosaike konstruiert haben,
stellen wir nun ein zufélliges Mosaik vor, das mit Wahrscheinlichkeit 1 Liicken besitzt. Das
heifit, die Cluster, genauer die konvexen Polytope, deren Vertizes die Cluster wie gehabt
darstellen, reichen fast sicher nicht aus, um ganz E = R?% zu iiberdecken. Dennoch sind es fast

sicher unendlich viele!.

5.1. Radius-beschrdnkte Delaunay-Cluster

Die Idee fiir die hier benutzte Cluster-Eigenschaft entstammt [Zes05a]. Die Anforderungen an
die Cluster sind allerdings leicht modifiziert, vor allem reduziert, da sich so Fragen bzgl. der
Messbarkeit vereinfachen und die Eigenschaften eines Mosaiks mit Liicken dennoch zeigen
lassen.

Wir befinden uns in diesem Abschnitt wieder im unmarkierten Raum E = R?. Der Pha-
senraum, den wir nun benutzen werden, ist gegeben durch (E, Z(FE), B(E)), wobei A(FE) die
Borel-o-Algebra bzgl. der durch die euklidische Metrik induzierte Topologie und B(FE) die
Klasse der metrisch beschrinkten Mengen ist.

Fiir ein festes R € RT definieren wir die (d + 1)-Cluster-Eigenschaft Dg wie folgt: Ein
Tupel (z,n) € A, (E) x A" (E) sei in Dp genau dann, wenn

(Ry) x € .7 (BE) N M, (E),

(R2) n keine Punkte in der Umkugel von x hat, auler die Punkte von z, d.h. n (K (z) \ ) =

und
(R3) x eine Umkugel vom Radius kleiner als R hat.

Die Bedingung (R;) stellt sicher, dass wir nur ,volldimensionale* Simplizes, also Simplizes
mit nichtleerem Inneren haben.
Die Bedingung (R2) wird auch Delaunay-Eigenschaft genannt (sieche [Zes06]). Diese Eigen-

schaft wird uns spéter liefern, dass sich die zu den Clustern gehorigen Simplizes nur in ganzen

!Eine Interessante, aber in dieser Arbeit nicht behandelte Aufgabe wire es, Perkolationseigenschaften, also
z.B. Grofle der Zusammenhangskomponenten zu bestimmen.
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Seiten schneiden. Nach [OBS92], S. 94, ist diese Bedingung auflerdem charakterisierend fiir
ein Delaunay-Mosaik, also eines zu einem Voronoi-Mosaik dualen, zumindest solange es nur

endlich viele Zentren gibt.

Durch Forderung (R3) werden wir die Liicken in unserem Mosaik erhalten. Auflerdem

erleichtert sie den Nachweis der lokalen Endlichkeit unseres spateren Mosaiks.

Den Eigenschaften entsprechend wollen wir die Cluster in Dg radius-beschrinkte Delau-

nay-Cluster nennen.

Bemerkung 5.1.1. Dpg ist eine translations-invariante d 4 1-Cluster-Eigenschaft von endlicher

Reichweite.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Messbarkeit der Eigenschaften.

Zu Messbarkeit der Bedingung (R;): Die Menge der Paare (x,7n), die diese Eigenschaft
haben, ist gegeben durch (% (E)N.#;, ,(E)) x .4 (E). Da sowohl .7 (E), .4 ,(E) als
auch ./ (E) messbar sind, liegt (. (E) N .4, (E)) x A4 (E) in 7, (E) ® F (E).

Zu (Rg): Es reicht zu zeigen, dass die Abbildung .#,; (E) x # (E) — R, (z,n)

n (K (z) \ ) messbar ist. Dazu sei
C:={(e,n) e Ex . (E)|ecn}.

Dann ist C messbar nach [KMM74], S. 107. Auflerdem gibt es (ebenfalls [KMMT74], S. 109)
eine messbare Abbildung N x .Z" (E) — C, (n,n) — (en(n),n), die also die Elemente ei-

nes Punktmafes messbar indiziert. Man kann also fiir n € .# (E) auch n = > _,0

neN Yen(n)

schreiben. Damit erhalten wir

U(K(@ N .%') = Z 5en(n) (K(.%') N .iL')

neN

= Z 1(K(:Jc)\:r) (%(77)) :

neN

Wegen der Messbarkeit der Indizierung reicht es uns also zu zeigen, dass die Abbildung
Ex (M 410 (E) = R, (e,7) = 1(g(s)wx)(e) Mmessbar ist. Nun ist immer z C K(z) und
somit

Lk (z)~2)(€) = L(r(@))(e) — Lz (e).
Nun ist 1f,3(e) =z ({e}) und somit nach A.1.8 messbar als Funktion von e und z. Es bleibt

die Messbarkeit von ¢ : (e, ) = 1(g(s))(e) zu zeigen. Da diese Funktion lediglich die Werte
0 und 1 annimmt reicht es zu zeigen, dass ¢~ 1({1}) € B(E) ® F 4.1(E). Es bezeichne z(z)
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5.1. Radius-beschriankte Delaunay-Cluster

den Mittelpunkt der Umkugel von x und r(z) deren Radius. Es gilt
ple,z) =1 <= e€By(2(x) <= le—z(@)|<r().

Nun sind z(z) und r(z) Losungen von durch z bestimmten linearen Gleichungssystemen
(Vergleiche Beweis zur Existenz der Umkugel, Lemma 3.2.4), hiingen also stetig und somit
messbar von x ab. Da der Euklidische Betrag ebenfalls stetig ist, ergibt sich die Messbarkeit

von ¢ und damit unserer Bedingung (Rz).

Die Messbarkeit der Bedingung (Rj3) folgt ebenfalls aus der stetigen Abhéngigkeit des

Radius r(z) einer Umkugel vom entsprechenden Simplex x.

Die Translationsinvarianz der Cluster-Eigenschaft ergibt sich direkt aus der Unabhéngigkeit
der Bedingungen vom Ort: So ist das Bild eines Simplex unter einer Translation wieder
ein solcher. Und (n+e€) (K(z+e) N (z+e)) = n(K(z) \ z). Ebenso bleibt der Radius der

Umkugel eines Simplex nach einer Translation erhalten.

Es bleibt also zu zeigen, dass Dg von endlicher Reichweite ist.(Siehe Seite 36.) Sei zunéchst

neMp,={ne A (E)|cdp,n=+oo},

wobel

CdDRT, = Z 1DR($777) .
xEL%G'Hl(E)
zCn

Sei weiterhin e € n. Wir miissen zeigen, dass 1 — d. € .4, . Nun ist

CdDR (77 - 56) Z CdDR n-— Z lDR(xv 77) ’
:BEK//!&_H(E),
zCn, e€x

da n(B) > n— d, fiir alle B € #(E), also insbesondere fiir B = K(z) \z, x € .4, ,(F). Da

cdp, n = 400, reicht es zu zeigen, dass

Z 1pg(z,n) < +oo.

ze,///aJrl(E),
zCn, ecx

Aber da der Radius der Umkugeln von Clustern nach (R3) durch R beschrinkt ist, konnen
hochstens endlich viele Cluster x C 1 den Punkt e enthalten.

Wir miissen nun noch zeigen, dass fiir n € A4}, , e €, auch 1+ 6. € A, ..
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5. Ein nicht vollstdndiges zufilliges Mosaik

Wir erhalten

cdpg(n +9de) > cdp,n — Z 1pg(x,n).
$€.//ld+1(E),
xCn, eeK(x)~x

Da wieder cdp, n = 400 reicht es zu zeigen, dass

Z 1py(z,n) < +oo.
ceMy, | (B),
xCn, eeK(z)~x
Auch diese Summe ist endlich, da die Umkugeln der Cluster in n lediglich einen Radius von
hochstens R haben: Ist k = n(Byg(e)), dann gilt

Y ens X glens ()] <

veMy, (E), wedy, (E),
wg"LBEK(m)\m zCn, $OB4R(€)¢®
da hochstens die Umkugeln der Cluster, die wenigstens einen Punkt in ,,passender Reichweite
besitzen, e treffen kénnen und somit schon kombinatorisch nicht mehr als ( d-lf—l) mogliche

Cluster existieren konnen. O

Wir werden nun in den n#chsten Schritten zeigen, dass zu gegebenem n € . (E) die
Cluster vom Typ Dp ein Mosaik in F bilden. Dazu definieren wir analog zu Abschnitt 4.2.1
eine Clusterabbildung:

oy M (BE) — M (.///]; ([Rd))

n — Z Og -

(%W)EDR, zCn

Im Unterschied zu Abschnitt 4.2.1 werden hier direkt Konfigurationen zu den Clustern in
n gebildet, d.h. die Vertizes der Polytope in ¢p,(n) sind alles Punkte der urspriinglichen
Konfiguration 7. (Die Abbildungen 5.1 und 5.2 veranschaulichen Dg-Clustern in 7n.) Die
Messbarkeit dieser Abbildung folgt aus Bemerkung A.1.11, Seite 107 im Anhang.

Lemma 5.1.2. Sein € .4 (E). Dann ist ¢p,(n) ein simplizales lokal endliches Mosaik in
E. (Ein Beispiel eines Ausschnitts eines solchen Mosaiks findet sich in Abbildung 5.3.)

Beweis. Sei p:= ¢p,(n). Da die Cluster Simplizes und damit Polytope sind, gilt automatisch
die Bedingung (3.2). Ebenso ist deswegen das Mosaik simplizial.

Zur lokalen Endlichkeit: Sei B eine beschriinkte Menge. Dann gibt es eine Kugel By = B, (a),
die B enthélt. Es sei By := B,y2r(a). Da die Cluster x eine Umkugel vom Radius kleiner
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— ]I

Abbildung 5.1.: Ein Beispiel fiir ein Dg-Cluster = in gegebener Konfiguration n

R besitzen, miissen diejenigen, die B treffen mindestens einen Vertex in Bj besitzen. Aus
demselben Grund befinden sich alle Vertizes von Clustern z, die B treffen in By := B, 14r(a).
Nun sind aber die Vertizes von (z) genau die Elemente von 7. Aber dann gilt card{z €
pl{zy N B # 0} < (nc(lfi)) < 400, da die Cluster in 1, von denen alle Vertizes in Bj liegen,
(d + 1)-elementige Teilmengen von n N By sind und da 7 lokal endlich ist.

Wir miissen also nur noch zeigen, dass p seitentreu ist. Es seien =,y € pu, x # y und
(x) N (y) # 0. Da die konvexen Hiillen von x und y ganz in den entsprechenden Umkugeln

liegen, gilt auch K (z) N K(y) # 0.

Fall 1 (siche Abbildung 5.4): S(x) und S(y) schneiden sich in genau einem Punkt v. Dann
schneiden auch beide Sphéren die Hyperebene H, die durch v geht und senkrecht zu der
Verbindungsgeraden der beiden Mittelpunkte der Kugeln K (z) und K (y) steht, nur im Punkt
v. Wegen Bedingung (R2) liegen die Sphiren auf verschiedenen Seiten der Hyperebene. Da
sich nach Voraussetzung (x) und (y) schneiden und innerhalb der Sphéren liegen, ist der
einzige Schnittpunkt v und H ist eine Stiitzhyperebene von sowohl (z) als auch (y), mit
anderen Worten v ist ein Vertex, insbesondere eine Seite, von beiden Polytopen.

Fall 2 (sieche Abbildung 5.5): S(z) und S(y) schneiden sich in einer (d — 2)-Sphére S.
Diese liegt in einer eindeutig bestimmten Hyperebene H. Es seien H™ und H~ die durch
H erzeugten Halbriume. Weiter seien K+ (z) := H* N K(z), K~ (z) := H™ N K(z) und
Kt(y) == Ht N K(y), K~ (y) := H- N K(y), also die ,, Kugelkappen“. Da S im Rand von
K(x) und K(y) liegt, liegt eine Kappe von K (x) ganz in einer von K (y) und umgekehrt.
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5. Ein nicht vollstdndiges zufilliges Mosaik

.K(:é) :

(a) x ist kein Dg-Cluster in 7, da die Umkugel einen zu
groflen Radius besitzt

[Rd

K(z)
ccm

(b) z ist kein Dg-Cluster in 7, da ein zusétzlicher Punkt
aus 7 in der Umkugel von x liegt

Abbildung 5.2.: Beispiele fiir nicht-Cluster in einer Konfiguration n
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|Rd

Abbildung 5.3.: Ein Beispiel eines Mosaiks, das aus Dg-Clustern einer Konfiguration n besteht

Abbildung 5.4.: Fall 1; Die Umkugeln der Simplizes treffen sich in genau einem Punkt
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-

~

. K+ (:13_)/ // I 4

Abbildung 5.5.: Fall 2; Die Umkugeln der Simplizes treffen sich in einer (d — 2)-Sphére

0.B.d. A. K*(y) C K*(z) und K~ (z) C K~ (y). Wegen Bedingung (R2) muss dann ganz
x und damit auch (x) in H', genauso wie y und damit auch (y) in H~ liegen. Da der Schnitt
von (x) und (y) als nicht leer vorausgesetzt ist und in H liegt, ist H eine Stiitzhyperebene
von beiden Polytopen und der Schnitt von Beiden jeweils eine Seite.

Fall 3: Die Umkugeln sind gleich. Dieser Fall ist direkt ausgeschlossen wegen Bedingung
(R2), da sonst entweder x = y oder aber die Umkugel von x einen weiteren Punkt auf dem
Rand hatte.

Fall 4: Es gilt S(z) N S(y) = 0. Dann wire o. B. d. A. S(x) C K(y) Das ist aber wegen
Bedingung (R2) ausgeschlossen, da alle Elemente von x bzw. y in S(x) bzw. S(y) liegen und
dann

(K () ~y) = n (K@) = n(S@) = cardz =d+1> 0.

5.2. Ein Poisson-Delaunay-Mosaik mit Liicken

In diesem Abschnitt wird ein zufilliges Mosaik mithilfe des Poissonschen Punktprozesses
konstruiert, das fast sicher nicht vollsténdig ist. Dabei werden wir ausnutzen, dass in einer
Punktkonfiguration, die durch diesen Prozess realisiert wird, fast sicher grofie Liicken entste-
hen, so grof3, dass sie nicht von den Clustern iiberdeckt werden kénnen.

Das Lemma 5.1.2 leitet uns direkt zu folgender Aussage:
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5.2. Ein Poisson-Delaunay-Mosaik mit Liicken

Lemma 5.2.1. Es sei P ein einfacher Punktprozess in E. Dann ist das Bild von P unter

YDy ein zufilliges Mosaik.

Beweis. Sei Py, ~das Bild von P unter ¢p,. Sel weiter M eine messbare Menge, die M(E)
enthélt. Dann gilt

Pyy, (M) - / gy 0 Py )

15Y; @DR(n)) P(dn)

71 nach Lemma 5.1.2

Transformationssatz /
M (

M
= 1.

O]

Insbesondere erfiillt also der Poisson-Punktprozess mit einem diffusen Intensitdtsmafl die
Voraussetzungen des Lemmas.

FEin stationdrer Poisson-Punktprozess erfiillt dariiber hinaus die Voraussetzungen zu Satz
2.3.4 fiir Dp:

Bemerkung 5.2.2. Sei p = z\, wobei z € R und A das Lebesgue-Maf} in F ist. Sei P, der

zugehorige Poissonpunktprozess in £. Dann gilt
P,({ne# (E)| cdp,n>1})>0. (5.1)

Beweis. Betrachten wir d + 1 affin unabhéingige Punkte vy,...,v441 im Inneren der abge-
schlossenen Kugel Br(0) mit Radius R um 0 € E, so finden wir wegen der Stetigkeit der
euklidischen Metrik und des Skalarprodukts € > 0, so dass

(i) die abgeschlossenen Kugeln B:(v;) C Br(0) fir allei=1,...,d+ 1 und

(ii) fiir jede Wahl von Punkten 0; € B.(v;), ¢ = 1,...,d + 1, diese v1,...,04+1 wieder
affin unabhéngig sind und die jeweilige zu dem aus diesen Punkten gebildeten Simplex

gehorige Umkugel ganz in Br(0) liegt.

(Siehe Abbildung 5.6.) Angenommen 7 hétte jeweils genau einen Punkt ¢; in allen B.(v;) und

keinen weiteren Punkt in Br(0), dann wire z = S0 §

5, ein Cluster:
Nach Konstruktion sind o1, ...,0441 affin unabhéngig und auBerdem hat der von ihnen
erzeugte Simplex eine Umkugel vom Radius kleiner als R, da diese nach Konstruktion ganz

in einer Kugel vom Radius R liegt.
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5. Ein nicht vollstdndiges zufilliges Mosaik

Abbildung 5.6.: Die affine Unabhiingigkeit von Punkten ist stabil unter kleinen Anderungen

Nun miissen wir noch zeigen, dass ein solches 1 mit positiver Wahrscheinlichkeit auftritt:
Zunichst halten wir fest, dass die Menge aller n € .#" (F), die obige Voraussetzungen erfiillen,
gegeben ist durch

d+1

(e (B)|¢p(n) =0y () {nea (E)(pn) =1},

=1

wobei By := Bgr(0) ~ U‘jill B:(v;) und fiir i = 1,...,d+1 die Mengen B; := B.(v;) sind. Wir

stellen auflerdem fest, dass diese Mengen paarweise disjunkt sind. Damit gilt

d+1
Fp <{77 € M (E)|Cpo(n) =0} () {n € 4 (E)|(ni(n) = 1}>

i=1
bhiingige Zuwiich o
una angige Zuwachse . o
"= P, ({n € 4" (E)|¢sy(n) = 0} [[ Po (I € 4 (B) | ¢s.(n) = 13)
i=1
d+1
= e—P(Bo) H pBie_p(B")
i=1
d+1
— e—?M(Bo) H Z)\(Bi)e—zA(Bi)
i=1
> 0,
da die Mengen By, ..., Bg4+1 positives Lebesguemafl besitzen. Aber wie wir oben gesehen

haben, ist die Menge {n € .Z" (E)|(B,(n) = O}Fﬁﬂ?ill {ne A (E)|(p,(n) =1} in der Menge
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{ne # (E)| cdp,n > 1} enthalten, und damit gilt
FPy({ne . # (E)| cdpyn > 1})

d+1

> b, <{77 € M (B)|Cpo(m) =0} N () {n € (E)|Cp,(n) = 1}>
i=1

> 0,

was zu zeigen war. O

Nach Korollar 2.3.2 und Satz 2.3.4 gilt also P, ({n € .#" | cdp, n = +o0}) = 1. der Poisson-
Punktprozess realisiert also fast sicher unendlich viele Cluster. Trotzdem reichen diese nicht,

um ganz F zu iiberdecken:

Theorem 5.2.3. Es sei p =z, wobei z € RY ist und \ das Lebesque-Maf in E. Sei P, der
Poisson-Punktprozess in E mit Intensititsmaf$ p und @ := P, o @B; das Bild von P, unter

©pg- Dann ist Q) ein zufilliges nicht vollstdndiges Mosaik, d.h. es gibt eine messbare Menge
Nc.u (//z]; (E)) mit My(E) € N und Q (N) = 0.

Beweis. 2 Dass @ ein zufiilliges Mosaik ist, folgt direkt aus Lemma 5.2.1. Weil M,(E) C
{,u e A (///f (E)) ‘ Uzep () = E} =: N ist, reicht zu zeigen, dass

weUﬂm = E}) =0.

Q ({u e (M;(E))

Nun ist

Q ({u e (M;(E))

Transformationssatz .
= P, ne# (F)

Sei nun 0 < £ < R und (z;)sen eine Aufzihlung von Z¢. Weiter sei

Zg = B5(8R21‘) y

s

1

.
Il

2Die Messbarkeit der im Beweis vorkommenden Mengen folgt aus der Messbarkeit der Abbildungen, die sie
beschreiben. Dass ¢p, messbar ist, haben wir bereits gezeigt. Aber auch die Abbildung, die mehreren ab-
geschlossenen Mengen ihre Vereinigung zuordnet, ist stetig im Sinne der Matheron-Topologie nach [Mat75],
S. 7 und damit messbar. Genauso ist die Abbildung stetig, die einer kompakten Menge ihre konvexe Hiille
zuordnet, siehe [Mat75], S. 21.
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A E
2R
16R
Bl ((16R,8R))
SR &
o SR 16R 2dR

Abbildung 5.7.: Auch all diese e-Kugeln miissen von Simplizes tiberdeckt werden

also e-Kugeln, deren Mittelpunkte auf einem Gitter mit Gitterabstand 8RR liegen. Dann ist
Z. C F und damit

ne# (B)| |J @=E;Cci{ne.# (E)

z€ppL(N)

(Siehe Abbildung 5.7.) Auflerdem ist

{ne///'(E)

z.c | <x>} ﬂ{ne///'(E)
(m) '

TEPDR

und damit

AN
<U
- ~
DX
——
3
m
E

By | <x>})
T€Pp R (M)

N ! P,(dn).
///[(E) i {WE.//['(E) Ba(Zi)CUIE‘PDR(n)<x>}(T/) p( 77)
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Nun zeigen wir, dass fiir gegebenes z; gilt

Ai:=Sne.# (E)|B(z) S |J (@) p C{ne (BE)|(pyp.co(n) =1} = Af.

TE€PpR (1)

Sei also n ¢ A7, d.h. (B, (z)(n) = 0. (Vergleiche Abbildung 5.8.) Sei weiterhin € pp,(n).

BQR(e)

E

Abbildung 5.8.: Es muss Liicken geben

Dann ist (x) C K(z). Aulerdem gilt fiir e € z, dass K(z) C Bag(e), wegen der Bedingung
(R2). Somit gilt einerseits fiir v € (x), dass [v—e| < 2R, aber andererseits gilt |e—z;| > 3R+e¢.

Damit gilt nach umgekehrter Dreiecksungleichung
lzi —v|>||zi—e|l—|v—¢€|]| >3R+e—2R>R+ec>¢.

Daraus folgt aber, dass B:(z;) N (z) = 0, fiir alle z € ¢p,(n), und somit n & A;.

Also gilt nun insgesamt auch Folgendes:

n) Pp(dn
///z (E)H ne/// \Ba(m) UZE%,D (@ >}( ) Epldn)

/,//'(E)gl{T]E//[(E)}CBSR+E(Zi>(n)Zl}(77)P d
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Wir stellen nun zunéchst fest, dass wegen des groflen Gitterabstands die Mengen Bspi:(z;)
fiir alle ¢ € N paarweise disjunkt sind und somit die Zufallsvariablen Cp,, _(.,) unabhéngig

beziiglich P,. (Siehe Abbildung 5.9.) Damit kénnen wir nun tatséchlich eine obere Grenze fiir

u)

N
s
N
1

J

e
(@]
~
-~

v)
L2

co
N~
-

Rﬁa&m)

6R,8R))

A
A 4

0 8R 16R 24R

A\ A

Abbildung 5.9.: Die Mengen sind so gewahlt, dass sie paarweise disjunkt sind

die von uns gesuchte Wahrscheinlichkeit berechnen:

/‘///-(E) ;l]l: 1{716///'(]5) | CB3R+5(Zi)(n)Zl} (77) Pp(dn)

. . . . o0
Unabhéngigkeit d;r Zufallsvariablen H Pp ({77 cu (E) } CB3R+€ (zz)(n) > 1})

=1
Py stationdi [17 ({nea (B)| ) = 1})

_ [10~7 ({nea E)| ¢y, =0}))

_ ﬁ (1 _ e_P(BSR+€(O)))

<17 da )\(BgR+E(0))>O und damit p(BgR+5(O))>0
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Somit haben wir also

QN =P, [{ne.x®)| |J m=E}]|=0.

SN )
O

Damit haben wir sowohl einfache Punktprozesse in .# 7 (E) konstruiert, die fast sicher voll-
standige (vergleiche Abschnitte 4.2.2 und 4.4) Mosaike liefern, als auch einen weiteren, der fast
sicher nicht vollstdndige Mosaike produziert. Letzterer hat die Liicken eben an den Stellen,
wo die Cluster ,,zu grofi“ wéren. Diese treten auf, da der Poisson-Punktprozess beliebig viele
und beliebig grofie Liicken zwischen den einzelnen Punkten realisiert, was im Falle eines
Poisson-Laguerre-Cluster-Prozesses lediglich zum hiufigen Auftreten grofier Polytope fiihrt.
Ebenso kommen beliebig dicht liegende Punkte vor, was eine analoge Bildung einer Cluster-
Eigenschaft ermoglicht, bei der Liicken dadurch entstehen, dass man ,zu kleine* Cluster

ausschliefit.
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A. Messbarkeitsfragen

A.1. Messbarkeit bestimmter Abbildungen

In den vorangegangen Kapiteln sind oft Fragen zur Messbarkeit bestimmter Abbildungen
aufgeschoben worden. Die Intention dabei war, die Ideen und Strukturen von Beweisen nicht
unnotig durch technische Aspekte in den Hintergrund zu dréngen.

Das dndert allerdings nichts an der Notwendigkeit der Behandlung solcher Aspekte. Des-
wegen werden die fehlenden Beweisschritte hier nachgeholt.

In der Folge wird oft iiber monotone-Klassen-Argumente gesprochen. Dabei geht es um die

Verwendung des folgenden Satzes:

Satz A.1.1. Es sei A ein w-System, d.h. ein System aus Teilmengen einer Grundmenge
X, das abgeschlossen unter endlichen Schnitten ist. Weiter sei D ein \-System, d.h. ein

Teilmengen-System von X, so dass
(i) X € D,
(ii) (D1,D2 € D, D1 C Dy) = (D2\ Dy €D),
(ii) (D1,D2,...€ D,D, 1D firn— o) = DEeD,

dann folgt aus A C D, dass
o(A)CD.

Beweis. Siehe [Kal02], Seite 2, Theorem 1.1 . O
Auch diesen klassischen Satz der Mafitheorie werden wir brauchen:

Satz A.1.2. Es sei I eine beliebige Indexmenge und (f;)icr eine Familie von Abbildungen
fi+ X — X, wobei X eine beliebige Menge und (X;, ;) fir alle i € I messbare Rdume sind.
Ferner sei (Y, %) ein weiterer messbarer Raum und g : Y — X eine weitere Abbildung. Diese
Abbildung g ist genau dann B — o(f;, i € I)-messbar, wenn jede der Abbildungen h; :== f;og,

1 € I, messbar ist.

Beweis. Siehe [Bau92|, S. 42, Satz 7.4. O
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Schon in Kapitel 1 traten dabei folgende Messbarkeits-Probleme auf:
Lemma A.1.3. Die Abbildung

®@: MX)xM(X) — M (X xX),
(1,v) — Qv

ist messbar.

Beweis. Da die Funktionen (4, A € &/ ® o7, die o-Algebra % (X x X)) erzeugen, reicht es nach
Satz A.1.2 zu zeigen, dass die Abbildungen (40 ® : (u,v) — p ® v(A), messbar sind. Dazu
benutzen wir nun Satz A.1.1: Es sei (By,)nen eine Folge beschriankter Mengen aus By(X) mit
B, T X, fiir n — oo, d.h. eine Lokalisierung. Es sei

D:={Acdd|(u,v)— pv(A) ist messbar} .
Ferner sei
D, ={Ac A A |(,v)— pv(AN (B, x By)) ist messbar} .

Dann gilt

D= ﬂDn.

neN

Wir miissen nun zeigen,
(i) dass D ein A-System ist und

(ii) dass D das w-System
C:={BxC|B,Ced}

enthélt.

Denn dann ist & ®. &7 = 0(C) C D C &/ ®.o/. Zunichst zu (ii): Seien Ay x By und As x By € C.
Dann ist
(Al X Bl) N (A2 X Bg) = (A1 n Ag) X (Bl N Bg)

und A1 NAs € o, By N By € &, da & als o-Algebra stabil unter endlichen Schnitten ist.
Also ist auch C ein m-System.

Nun miissen wir zeigen, dass C in D enthalten ist. Fiir B, C € & sollte also

fap: M (X)x M (X) — RS
(1) —p@v(BxC)=uB) v(C)
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messbar sein. Nun ist fp.c = ¢gp - he, mit gp : (u,v) — u(B) und he @ (p,v) — v(C). Aber

diese beiden Funktionen sind messbar, da

95" (1) = () {n € A (X)|Cprp, (p) €I} x M (X) € F (X) @ F (X)
neN

bzw.

he' (1) = (X) x (Y {v e 4 (X)|Cprp,(v) €I} € F(X) @ F (X),
neN

fiir I € B(RJ). Aber damit ist f4 p als Produkt messbarer Abbildungen wieder messbar.
Zu (i): Wir zeigen, dass jedes D,, ein A-System ist'. Da X x X schon in C enthalten ist, ist

es nach (ii) auch ein Element von D, also auch von jedem D,,.
Sind D1,D2 € Dy, Di C Dg, dann ist (u,v) — p@v(Da~DiN(B, X By)) = u®
v(DyN (B, x By)) —pu®v (D1 N (B, x By)) messbar als Differenz messbarer Abbildungen?.
Ebenso ist fir Dy,Da,... € D, D,, T D fiir m — oo, die Abbildung (u,v) — u ®
v(DN(By x By)) =sup,en #t @V (Dy, N (By, x By)) messbar als Supremum messbarer Ab-
bildungen.

Also ist D,, ein A-System und unser Beweis vollstéindig. O

In der Arbeit haben wir des 6fteren Funktionen anhand von Integralen definiert. Oft war

es dabei von Bedeutung, dass folgende Bemerkung gilt:

Bemerkung A.1.4. Esseih: X — [Rar eine &7-messbare Funktion. Dann ist auch die Funktion

In: A (X) — R},
po o [ @),

eine .Z (X )-messbare Funktion.

Beweis. Die Aussage folgt aus mafltheoretischen Standardiiberlegungen, da fiir h =1, B €
o/ NB(X), die Funktion Ij, genau der Funktion (5 entspricht. Aber solche Funktionen erzeugen
F(X). O

Ein dhnliches Ergebnis ist das folgende:

'Es ist einfach einzusehen, dass der Schnitt von A-Systemen wieder ein A-System ist.
2Bei der Bildung obiger Differenz geht ein, dass es sich bei Da~DiN (BrXBr), D1N(Bn X Br), D2N (B X By)
um beschrinkte Mengen handelt, da dann die Mafle dieser Mengen endlich sind.
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Bemerkung A.1.5. Essei h € (X x .4 (X)). Dann ist die Funktion

In: M (X) — RS

I H/Xh(af,u)u(dw)

ebenfalls messbar.

Beweis. Sei zunéchst h(z, ) = 1p(x)1n(n) mit B € Bp(X) und N € .# (X), dann ist

[ e ) = 1) [ 180 () = L ()00
X

X

Dies ist messbar als Produkt zweier messbarer Abbildungen. Sei (By,)nen eine Lokalisierung.

Einfache Uberlegungen &hnlich zu dem Beweis von A.1.3 zeigen, dass das System
C:={AxN|Aecd, Nec.Z(X)}
ein m-System ist, das in dem A-System

D:= {D cedF(X) ‘,u — / 1p(z, p) u(dx) ist messbar fiir alle n € IN}
Xn
enthalten ist. Der Satz iiber monotone Klassen liefert dann, dass D = &/ ® .% (X). Somit ist
aber auch fiir alle D € & ® . (X) die Abbildung

o /XlD(fmu)u(dw) =sup/” 1p(z, )

neN

messbar. Mafitheoretische Standardiiberlegungen ergeben nun die Aussage der Bemerkung.
Ol

Ab hier beschiftigen wir uns wieder nur mit dem Fall X = E = R? und schreiben oft
wieder . anstatt .# (E), etc.. Auf diese Weise haben wir mehr Struktur zur Verfiigung
und konnen uns vor allem auf diverse Standardwerke wie [SW00] und [KMM74] berufen, da
die dort verwendeten o-Algebren den Unseren entsprechen.

Es bestehen viele der Abbildungen in den ersten Kapiteln aus Summen, deren Indizierung
von der Punktkonfiguration abhingt, die wiederum vom Argument abhingt. Das folgende

Lemma beweist die Messbarkeit einer Vielzahl solcher Abbildungen:

Lemma A.1.6. Es sei h: M, x M — R eine F; @ F -messbare Abbildunyg.

100



A.1. Messbarkeit bestimmter Abbildungen

Dann ist auch

on: M —>E,
no— Y hz,n)

xeNNA,,

eine F -messbare Abbildung.

Beweis. Zu Anfang sollte erwdhnt werden, dass wegen der lokalen Endlichkeit von 7 eine
Summe der Form Exemu «, mit positiven Summanden sich zunéchst als endliche Summe
vorgestellt werden kann, indem man lediglich iiber « € (nNB,,) N.#,, mit einem beschrénkten
B,, summiert. Per Ubergang B, 1 E fiir n — oo wird dann die Messbarkeit der eventuell
(abzéhlbar) unendlichen Summe gewihrleistet, da die Folge der endlichen Summen dann
aufsteigt gegen die urspriingliche und Suprema von messbaren Abbildungen messbar sind. Bei
beliebigen Summanden kénnen dann wie {iblich die positiven und negativen separat behandelt
werden.

Der restliche Beweis wird durch vollstdndige Induktion {iber k gefiihrt:
Induktionsanfang, k = 1:

(o)  Sei zunéchst h : 41 — R messbar. Nun definiere g : E — R vermoge g(e) = h(d.).
Dann ist g messbar, denn sowohl h als auch die Abbildung 6. — e sind messbar (vergl.
[KMM74] Seite 2). Und damit ist

on(m) = Y hl@)=) h(.) =) g(a)

zeENNA 1 a€n a€n

- /E gla)n(da) .

Nach A.1.4 ist aber n — [ g(a)n(da) messbar, also auch ¢, in diesem Fall.

(B) Seinun h =1yxp mit A € .1 und B € .7 . Wir erhalten

on(n) = > hm) = > laxp(mm)= > la(x)lp(n)

xeNNA 1 zenNA 1 zENNA 1

= 1p(n) Z La(z) .

zeNNA 1

Aber 1 — 1p(n) ist messbar und ebenso 1 — 37 . 4 1a(x) nach (). Also auch das
Produkt dieser beiden Abbildungen, .
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(v) Esseih=14mit A€ .%1®.% . Weiter sei

D =(AEF1QF |n— Z 14(z,n) ist messbar
zenNA 1

und
C:={AXxB|AcF,BeF} .
®

Es ist C € Z nach (f) und auflerdem ist o(C) = 1

anwenden ldsst, miissen Z ein A- und C ein 7-System sein:

% . Damit sich der Satz A.1.1

Seien A1 x By und Ay x By € C. Dann ist
(Al X Bl) N (A2 X Bg) = (A1 n Ag) X (Bl N BQ)

und A1 NAy € ¥, BiN By € %", Also ist C ein m-System.
Da 4 1 x A" sogar in C ist, ist es trivialer Weise auch in Z.
Auflerdem ist fiir Dy, Dy € 2 mit D1 C Doy

Z 1D2\D1 (‘Tv 77) = Z (1D2 ($, 77) - 1D1 (xa 77))

reENNM 1 zeENNA 1
= Z 1D2($ﬂl) - Z 1p, (mvn) .
zeENNA 1 xeENNA 1

Aber beide Summen }_ 4, 1p,(z,n) und >° ¢, 4, 1p,(x,n) sind nach (5) messbare
Abbildungen in 7 und damit ist es auch deren Differenz. Womit Dy \ Dy € Z gezeigt wére.

Seien D1,Do,... € 2 und D,, T D fiir n — oco. Man erhélt

Z 1D(‘T7 77) = Z sup 1Dn (SC,T]) = sup Z 1Dn (xv 77) )

renNA 1 renNA 1 neN neN renNNA 1

was als Funktion in 7 messbar ist. Somit ist auch D € 2 und Z ist ein A-System.

Man kann also Satz A.1.1 anwenden und erhilt, dass fiir jedes A € %1 ®.%" die Abbildung
n— ernﬂ///d 14(x,n), also das entsprechende ¢}, messbar ist.

(0) Da ¢y, linear in h ist, konnen wir () auch auf Elementarfunktionen der Form h =
Z?Zl cjla;, ¢; 20, Aj € F1®.F, 1< j < n, ausweiten.

Fiir positive messbare h : 4 1 X .#" — R gibt es Elementarfunktionen (hy,)nen mit hy, T h

fiir n — oo.
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Und damit ist

on) = > hemy = Y swhalen) Esup S0 halz,n) .

zeENNAM 1 rENNAM 1 neN neN xeENNA 1

Dieses ¢y, ist als Supremum messbarer Abbildungen also auch messbar.

Ist nun h : 41 X # +— R beliebig, mit Positivteil h™ > 0 und Negativteil A~ > 0, dann

ist

on(n) = > k)= > (W(xm) —h (z,n)

zennNA 1 xeENNA 1
= Z h+(.fC,7])— Z hi(ﬂ%n) )
e renNA 1

also ¢y, als Differenz zweier messbarer Abbildungen wieder messbar.

Damit ist der Induktionsanfang getan.

Induktionsschritt, & > 1:  Es gelte die Induktionsvoraussetzung, d.h.n— 3> ., 4., h(z,n)
ist messbar fiir beliebige messbare h : A _1 X 4 — R.

(a):  Sei h:.#; — R messbar.

Dann ist auch die Funktion
g: Ex M1 —R,
(a,z) — 1{(e,y)€E><.//['k,1\e€y}(avx)h(x +da)

messbar:

Dazu brauchen wir, dass auf {(e,y) € £ x 4 ;_1|e & y} die Abbildung (a,z) — h(z + d4)
messbar ist. Aber sowohl die Abbildung v : (a,z) — x + 0, auf {(e,y) € E X M ;_1le & y}

ist messbar, denn

vy e | (p(x) =1}
= [(Bx{ye s 1|calx)=1-1})U (BU x {y € Mi1|Calx) = 1})}
N{(e,y) e EX M _1]|e &y}

fir B € By(F), und h nach Vorraussetzung eben auch. Also auch g.
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(8) Seinun allgemein g : E X .# ;1 — R messbar. Somit ist auch

fi ExH —R,

((I, 77) — 1{(e7u)EE><(///‘|eEM} (CL, 77) Z g(a, ZL‘) 5
956(77—%)0///‘1@—1

messbar:

Zunichst sei bemerkt, dass die Menge
C:={(e,n) e Ex M |e€pn} e BE)RF

messbar ist (siehe dazu [KMMT74] Seite 107). Es reicht also fiir uns zu zeigen, dass die Abbil-
dung

1, ¢ —R,
@n — 5 g,

xC(n—0a)NAM 1
messbar ist. Nun ist aber I, = fg o m mit

m: C —Ex.JH,
(a,n) +— (a,n—6a),

was offensichtlich messbar ist, und

fg: Ex#4 —R,
(@n) — Y, glaz).

rCnNA -1

Es bleibt also zu zeigen, dass I, g messbar ist.

Sei dazu zuerst g = 14xp mit A € B(E) und B € % |_;. Dann ist

Lla,n) = ) glaz)= ) la(a)lp(z)

rCnNA -1 xCnNA -1
= la(a) Y 1p(2).
rCnNA |1

Aber (a,n) — 1a(a) ist sicherlich messbar und (a,n) — > ., 4, 1B(2) ist messbar, da
nach Induktionsvorraussetzung n — >, -, 15(z) messbar ist. Damit ist aber fiir dieses

g auch fg messbar.
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Ein monotones-Klassen-Argument wie unter () des Induktionsanfangs zeigt, dass man die
Messbarkeit von fg auf Funktionen g = 14 mit A € #(F) ® ¥ j_1 erweitern kann. Da fg
linear in g ist, gilt die Messbarkeit dann auch fiir Elementarfunktionen und monotone Limiten
davon. Erneut wegen der Linearitit von I ¢ gilt dies dann auch fiir beliebige messbare g, indem
man ¢ in Positiv- und Negativteil zerlegt.

Damit ist dann auch die Messbarkeit von f gezeigt.

(v) Sei nun wieder h : .# ") — R beliebige messbare Funktion. Es ist

o) = 3 @ =13 S hy+a)

zenN.A;, a€n ye(n—0a)NAM 1—1

messbar nach (a)-(3)

messbar nach Induktionsanfang.

(0) Jetzt sei h = 1axp mit A € .7 und B € .% . Damit ist

on(n) = Y la@ip(n) =1pmn) > lalx)

xeNNA, messbar xENNA,,

messbar nach ()

messbar. Wieder lésst sich die Messbarkeit {iber ein monotones-Klassen-Argument auf be-
liebige Indikatorfunktionen ausweiten. Wegen der Linearitdt von ¢y in h gilt es dann auch
fiir Elementarfunktionen, monotone Limiten davon und letztendlich fiir beliebige messbare h.
Der Induktionsschritt ist damit durchgefiihrt. O

Damit haben wir dann auch:
Korollar A.1.7. Es sei h : ///f X M — R eine ng ® F -messbare Abbildung. Dann ist auch
Ph: M — Ea
noo— Y hxm),
zEnﬁ///J‘,

eine & -messbare Abbildung.

Beweis. Es gilt

<Ph(7]) = Z h(l‘an) = Z Z h(ffaﬁ) .

menﬂ//[f keN zenn,,
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(Die Summen sollten sich hier wieder als endliche Summen vorgestellt werden, da sonst
(- N Bp, (Bp)nen Lokalisierung, betrachtet wird.) Nach Lemma A.1.6 ist ¢ somit Sum-
me messbarer Abbildungen, also selber messbar, sofern 1 ///;;h wieder %, ® % -messbar ist.
Aber das ist klar, weil .7, die Spur von .# 7 bzgl. M, ist. O

Und noch ein dhnliches Resultat:

Bemerkung A.1.8. Ist h € #,(E x E), dann ist die Abbildung

Ex. > (an) — / h(a, b) n(db)
E
messbar.

Beweis. Mit einem dhnlichen monotone Klassen Argument wie in Lemma A.1.6 kommt man

zu diesem Ergebnis. O

Mit dem Lemma A.1.6 und Korollar A.1.7 ldsst sich nun die Messbarkeit der Abbildungen

aus Kapitel 2 nachweisen.

Korollar A.1.9. Die Abbildung

cdp: M — NU{+o0},
no— Y lp(zn),

xeENNA,,

ist messbar.

Beweis. Versehen wir N U {+o0o} mit der Spur-o-Algebra von %(R), so folgt die Messbarkeit
direkt aus Lemma A.1.6. O

Korollar A.1.10. Die Abbildung

x: # N{0<cdp < +x} — F,
1

— m Z 1p(z,n)bx ,

xeENNAM;,

n

ist messbar®.

Beweis. Nach [Bau92] Bemerkung 2 auf Seite 153 ist die Abbildung genau dann messbar, wenn
alle Koordinatenprojektionen pr; ox : .# N{0 < cdp < +oo} — R, i =1,...,d messbar sind.
Dazu reicht es zu zeigen, dass (z,n) +— pr; (1p(x,n)bx) = 1p(z,n) pr;(bx) messbar ist fiir

3 Auch hier ergibt sich der Fall einer Multi-Cluster-Eigenschaft durch leichte Modifikationen, so dass wir eine
k-Cluster-Eigenschaft annehmen kénnen.
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i=1,...,d,dadann Lemma A.1.6 greift. Es bleibt also zu beweisen, dass pr; ob eine messbare
Abbildung von ., nach R ist. Aber es ist

rict) (0) = Y opnila) = [ priCa)a(da)

E

und somit pr; ob messbar nach Bemerkung A.1.4, da pr; eine messbare Abbildung von E nach
R ist. O

Cluster-Abbildungen, die einem Punktmafl n € . (F) die Cluster darin zuordnen, sind

ebenfalls messbar:

Bemerkung A.1.11. Es sei D eine Cluster-Eigenschaft in F und

op: M(E) — M (/4; ([Rd)>

o> &

(zm)eD,zCn
die zugehorige Cluster-Abbildung. Dann ist ¢ p messbar.

Beweis. Da % (///f ([Rd)> =0 ((zy, B € By(R?)), reicht es nach Satz A.1.2 zu zeigen, dass
die Abbildungen (#, o ¢p, B € Bo(R%) messbar sind. Aber wir haben

Cfgg ° YD (77)

(z,meD,zCn

= > 6(Fn).

(z,meD,xzCn

Also ist ¢pp nach Korollar A.1.7 messbar, wenn h : (x,7n) — 0,(.#p) messbar ist. Nun nimmt
h lediglich die Werte 0 und 1 an. Und es sind

{z € .M;(B)|Colx) = 0} x 4" (E)

' ({oy)
1 {v e (E)|Cs(x) >0} x M (E)

-
R ({1}

Um die Messbarkeit der Laguerreschen Cluster-Eigenschaft nachzuweisen, brauchen wir

noch folgende Bemerkung;:

Bemerkung A.1.12. Es sei
C:={(e,n) e ExZL|eecn}.
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Die Abbildung
v: C —>A<[Rd) ,
(e;m) — Ly(

ist messbar.

Beweis. Die zur Matheron-Topologie gehorige Borel-o-Algebra wird erzeugt von Mengen des
Typs
Fo = {AeA([Rd) ‘AHG#Q)} :

wobei G eine offene Menge in R? ist. Deswegen reicht es zu zeigen, dass
v (Fg) € B(E) x (F (E)NY).

Nun ist

v (Fo) = {(e,n)EC‘Ln(e)ﬂG;ﬁ@}

Es gilt Ly, (e) = Nse, H*(f, ), wobei

H*(f,e) = {v e R!| (v - q(e))* = g(e) < (v — ()~ 9(H)} .

Deswegen ist

v (Fa) = {lem eC|H (f,e)nG £ D fiir alle f €y

_ +(. _

= {emec|n (i (H@(.0)) =0f

= {(em ec|n (1m0 (H(-,€)) =0}
Nach A.1.8 gilt, dass fiir eine messbare Abbildung h : E x E — R eine Funktion der Form
E x # (E), (e,n) — n(h(-,e)) messbar ist. Fiir die Messbarkeit von 1 reicht es also zu
zeigen, dass die Funktion (e, f) — 1z (H1(f,e)) messbar ist. Da wiederum die Abbildung
A — 1rc (A) eine messbare ist, reicht es zu zeigen, dass die Abbildung

v: ExE — ARY),
(e,f) +—H'(f.e),
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messbar ist. Sei nun also wieder G eine offene Menge. Dann ist
9N F) = {(e./) e ExXE|H (e, /)NG #0} .

Nun trifft eine offene Menge einen abgeschlossenen Halbraum genau dann, wenn sie das Innere

des Halbraums trifft, also ist

9N Fo) = {(e,f)eExE‘ﬁﬂe,f)mG;é@}
m{(e,f)EExE‘v€ﬁ+(e,f)}

eG

N {(e.n) e ExE| (ale) =) - gle) < (alf) = v)* — 9(1)} -
eG

v
v
Fir v € G ist

Y: ExE —R
(e.f) — (ale) —v)* = (a(f) —v)* — gle) + g(f)

offensichtlich stetig in (e, f). Aber dann ist

0N Fa) = Ut (—00,0))

veG

also Vereinigung offener Mengen und somit selber offen. Aber offene Mengen sind Borelsch.

Somit ist ¥ messbar. O

Bemerkung A.1.13. Die Abbildung

)

/N — Z 5q(z) )

(xvn)eDf

ist messbar.

Beweis. Es sei wieder (n,n) — (en,n), 1 = >, cn e, €ine messbare Indizierung. Fiir n € £

ist
YD (77) = Z Overt Ly(e) — Z dvert Ly(en) -
ecn neN
Da die Abbildungen vert nach [SWO00], S. 236, und (e,n) +— Ly(e) nach Bemerkung A.1.12
messbar sind, ist auch ¢p,, messbar. O
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Bemerkung A.1.14. Die Abbildung

dual: ¥ — &,

n o,

ist messbar. Hierbei sind

77* = Z e s

e*esupp n*

und
suppn® := {(q*7 (¢" — q(e))2 — g(e)) ’ e €, ¢" ist Vertex von Ln(e)} CE.

Beweis. Sei (n,n) — (en,n) eine messbare Indizierung. Fiir n € £ sei auflerdem

T =3 Y S (—qlen)—glen)) -

neN vevert Ly (en)

Die Abbildung n +— 7* ist messbar, da die Abbildungen (e,n) — vert L, (e) messbar (vergl.
A.1.13) und E x R > (e,v) — (v, (v — g(e))* — g(e)) stetig und somit messbar sind. Nun ist

aber n* = supp 77", also dual ebenfalls messbar. ]

A.2. Messbarkeit bestimmter Mengen

Auch die Zugehorigkeit bestimmter Mengen zu gewissen o-Algebren bedarf einiger Rechnung,

wie hier en Detail an betimmten Beispielen verdeutlicht werden soll.

Bemerkung A.2.1. Die Menge D := {(x,z) |z € X} ist Element von &/ ® <.

Beweis. Es seien By(X) die separierenden Mengen von X . (Insbesondere also messbare Men-

gen.) Dann gilt

D= () BxB)U(B"xBY. (A.1)
BeBy(X)
(Zur Veranschaulichung siehe Abbildung A.1.) O

Bemerkung A.2.2. Die Menge D C .4 1 x .4, definiert durch
(x,n) €D <= x =10, a€E, n(Br(a)) =0,

wie sie in Beispiel 2.1.5 (ii) definiert wird, ist eine Cluster-Eigenschaft.
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X
(B

Abbildung A.1.: Der Schnitt aller solcher Mengen bildet die Diagonale

Beweis. Betrachten wir zunéichst einmal folgende Abbildung:

v: Ex M —R,

(@,n)  +—n(Br(a)).

Dann ist
D=y~ ({0}) .

Da {0} € A(R) ist, reicht es, die Messbarkeit von ¢ zu iiberpriifen. Es gilt

wla) = [ 140 Oln(@).

Nach Bemerkung A.1.8 brauchen wir nun lediglich die Messbarkeit von

Aber es gilt

lg @®) = 1p.()(b) = 11y (b)
= 1B(a7 b) - 1D(a7 b) )
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wobei

B:={(a,b) e EXE||b—a|<r}

und

D :={(a,b) € Ex E|a =10}

die Diagonale in E x F ist. Nun ist B messbar, wegen der Stetigkeit der euklidischen Norm
und die Diagonale D als abgeschlossene Menge ebenfalls.
O

Nun kommen wir zu der Messbarkeit unserer geometrischen Konstruktionen in E = R%:

Bemerkung A.2.3. Es gilt

(i) A (E) € #;(E) und

Beweis. Zu (i): Wir werden nun ausnutzen, dass die Vertizes eines konvexen Polytops eben
mit den Extremalpunkten iibereinstimmen. Wir miissen nun zusétzlich ausnutzen, dass es
verfeinernde Partitionen von F gibt.

Sei also (A ;) eine solche verfeinernde Folge von Partitionen. Sei weiterhin fir £ € N

Ist J = (j1,...,Jk), dann j; # j,, fiir [ #m, und
e = { (n,J) € N x N¥| fiir jede Wahl von Punkten enj € Apj, j € J, und
jede Wahl von i € J gilt e,; & ({eny; 7 € J N i})

Das heifit, wihlt man Punkte e, j € Ay, ;, j € J und (n,J) € J#}, so ist natiirlich die konvexe
Hiille dieser Punkte ein konvexes Polytop, aber jeder Punkt ist gleichzeitig ein Extremalpunkt,
da er nicht konvex-Kombination der restlichen ist. Insbesondere hat also das davon erzeugte

Polytop k Vertizes. Damit haben wir dann:

#E)=] |J {ze(E)|,, (@) =1}n {x € M;(E)| C<UjEJA"7J_)c(1:) = o} .

kEN (n,J)eH#y, jeJ

Dies ist messbar, da #; eine abzihlbare Menge ist.

Beim Beweis von (ii) gehen wir analog vor: Wir definieren fiir

Ist J = (j1,...,Jk), dann j; # jn, fiir { #m, und
Sy =< (n,J) € N x N¥| fiir jede Wahl von Punkten enj € Anj, j € J, sind

die Punkte e, ; affin unabhéngig
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Und da in R? hochstens d + 1 Punkte affin unabhingig sind, haben wir

d+1

-U U Nzesp®)la,,@=1njzea; B¢, , pl)=0.
(Ujes M)

k=1 (n,J)e, jEJ

O]
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A. Messbarkeitsfragen
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F4(X)

1B

Ty, poT™!
f®yg

(X, o)
B(X)

die disjunkte Vereinigung zweier Mengen A, B

das Komplement einer Menge A

die Differenz zweier Mengen A, B

die reellen Zahlen

der d-dimensionale euklidische Vektorraum

der Betrag einer reellen Zahl r

die euklidische Norm eines Vektors v € R?

die positiven reellen Zahlen

die nichtnegativen reellen Zahlen

die natiirlichen Zahlen

die natiirlichen Zahlen zusammen mit der Null

die ganzen Zahlen

die rationalen Zahlen

die abgeschlossene Kugel um a mit Radius r

die offene Kugel um a mit Radius r

die abgeschlossene, punktierte Kugel um a mit Radius
r

der Durchmesser einer Menge B

die (d — 1)-dimensionale Einheitssphire in R?

die Menge der inneren Punkte der Menge M

der Rand der Menge M

das Skalarprodukt der Vektoren u,v € R?

das Skalarprodukt eines Vektors v € R? mit sich selber
die positiv reellwertigen messbaren Funktionen auf X
die Indikatorfunktion zur Menge B

das Bild eines Mafles i unter einer Abbildung T

das Tensorprodukt zweier Abbildungen f,g

ein messbarer Raum

die beschréinkten Mengen von X

G T G A G G VT O U S G T

W W N NN N == =
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116

/J/7y7777p
M (X)

die beschrinkten messbaren Mengen von X

ein (abzdhlbar separierter) o-beschrénkter messbarer
Raum

die Borelmengen des R?

die durch die Systeme B;, i = 1,...,n erzeugten be-
schrankten Mengen

lokalendliche Mafle

die Menge der lokalendlichen Mafle auf X

das Nullmaf

die Funktion, die einem Maf} das entsprechende Maf3 der
Menge B zuordnet

die Standard-o-Algebra zu .# (X)

die Z&ahlmafe auf X

die einfachen Z#hlmafle auf X

die diffusen Mafle auf X

die Standard-o-Algebra zu . (X)

die Standard-o-Algebra zu " (X)

die Standard-o-Algebra zu .Z°(X)

das Dirac-Mafl mit Masse in «

der Triger von pu

das zu u, v gehorige Produktmaf

das n-fache Produkt des Mafles p

eine Wahrscheinlichkeit

die zufilligen Mafle in X

die Punktprozesse in X

die einfachen Punktprozesse in X

das Intensitdtsmaf} einer Wahrscheinlichkeit P

die Translation um =

die um z verschobene Menge A

das Bild eines Mafles p unter der Translation um x
die stationédren zufélligen Mafle in X

die stationdren Punktprozesse in X

die stationdren einfachen Punktprozesse in X

Das Campbell-Maf3 zu einer Wahrscheinlichkeit P
der Poissonsche Punktprozess mit Intensitét p

Das Lebesgue-Ma8 in R?
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YA

w%x&
Q —~

S

ni)i,neh\l

N

FA

ext k
HY H-

die endlichen einfachen Punktmafle in X

die k-elementigen einfachen Punktmafle in X

die Spur von F" (X) in #; (X)

die Spur von .#" (X) in ., (X)

eine Partition

eine verfeinernde Folge von Partitionen

je nach Kontext die Menge der endlichen Punktmaifle,
die Punkte in der Menge A besitzen oder die Menge der
abgeschlossenen Mengen, die einen nichtleeren Schnitt
mit der Menge A besitzen

die Menge der endlichen Punktmafe, die keine Punk-
te in der Menge A besitzen oder die Menge der abge-
schlossenen Mengen, die einen leeren Durchschnitt mit
A besitzen

die abgeschlossenen Mengen von E

die Borel-o-Algebra bzgl. der Matheron-Topologie auf
den abgeschlossenen Mengen von E

eine Cluster-Eigenschaft

eine auf k-Cluster beschrankte Multi-Cluster-
Eigenschaft

die Clusterzéhlfunktion zu einer Cluster-Eigenschaft D
die Cluster-Funktion zu einer Cluster-Eigenschaft D
das Baryzentrum einer Punktkonfiguration z

die Menge der einfachen Punktmafle, die unendlich viele
Cluster enthalten

ein durch die Menge der einfachen Punktmafe, die
mindestens ein Cluster enthalten, bedingter einfacher
Punktprozess

durch die Konfigurationen mit undenlich vielen Clustern
bedingter Poisson-Punktprozess mit Intensitéit p

die konvexe Hiille einer Menge a

die konvexe Hiille des Tragers einer Konfiguration = €
M (RY)

die Extremalpunkte einer konvexen Menge k

abgeschlossene Halbridume in R?

24
24
24
24
24
24
25

25

25
25

29
29

30
31
33
35

35

36

39
39

40
40
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H (o, u), H (a,u)

H

H(a,u)

Halbriume in R?, bestimmt durch die Parameter  und
U

eine Hyperebene in RY

eine Hyperebene in R?, genauer spezifiziert durch o und
u

die exponierten Punkte einer konvexen Menge k

die Vertizes eines konvexen Polytops p

die Menge der diskreten konvexen Polytope in

die Menge der diskreten Simplizes in F

die Umkugel eines diskreten Simplex x

der Rand der Umkugel eines diskreten Simplex x

die Menge der lokal endlichen Mosaike in E

die Menge der vollstdndigen lokal endlichen Mosaike in
E

die Menge der simplizialen lokal endlichen Mosaike in £
die Menge der vollstdndigen simplizialen lokal endlichen
Mosaike in

die Elemente des markiertern Raumes £ = R? x R

die Menge der metrisch beschrinkten Mengen in E

ein Punkt im Ortsraum oder als Abbildung die Projek-
tion in den Ortsraum oder auf die lokal endlichen Mafle
im Ortsraum

das Gewicht eines Punktes oder als Abbildung die Pro-
jektion in den Marken- bzw. Gewichtsraum

die von den Zylindermengen in F erzeugten be-
schriankten Mengen

die symmetrische Form auf F x F, die zur Konstruktion
der Laguerreschen Bereiche benttigt wird

der Paraboloid zu einem Punkt f in

die durch die Paraboloide erzeugten beschrinkten Men-
gen in F

die beschriankten Mengen des Laguerreschen Phasen-
raums

der zu e in i gehorige Laguerresche Bereich

die zu ¢q in pu gehorige Voronoi-Zelle

die Menge der Laguerreschen Punktmaifle

40

40
40

40
41
41
44
45
45
46
46

48
48

49

49

50

50

o1

51

51
52

54

o7

o7
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HT(e) der Halbraum in R?, der durch die Punkte e und ¢’ € E 65
bestimmt ist

Dy die Laguerresche Cluster-Eigenschaft 67

©Dy die zu D ¢ gehorige Clusterfunktion 69

H(ee) die Hyperebene in R?, die durch die Punkte eund ¢/ € E 70
bestimmt ist

n* das duale zu einem reguldren Punktmafl 73

dual die Abbildung, die einem reguléiren Punktmafl sein dua- 73
les zuordnet

du(q*) eine Delaunay-Zelle in der Konfiguration p € .2 (RY) 77

Dgr die  Cluster-Eigenschaft der radius-beschrankten 79

Delaunay-Cluster

M Dr die einfachen Punktmafle in F, die unendlich viele Dgr- 81
Cluster enthalten

cdp,n die Funktion, die die radius-beschréankten Delaunay- 81
Cluster in einer Punktkonfiguration n z&hlt

©Dgr die Clusterfunktion zur Cluster-Eigenschaft Dg 82
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