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Aufgabe 1 (Beweis Beispiel 2.12 (ii)). (4 Punkte)
Sei (Kp)n>1 eine Folge kompakter Teilmengen des R mit

N
(VK. #0 YN=>1.

n=1

Zeigen Sie, dass [ K, # 0.
n=1

Aufgabe 2. (4 Punkte)
Sei B(RY) := 0(R) die in Definition 2.5 definierte Borel-o-Algebra iiber R?. Beweisen Sie, dass
B(RY) die kleinste o-Algebra ist, die eines (und jedes) der folgenden Mengensysteme enthiilt:

(1) alle Quader der Form la,b] ([a,b], bzw. |a,b]) fir a = (aq,...,aq),b = (b1,...,bqs) mit
(ii) alle offenen Mengen des R?
(iii) alle abgeschlossenen Mengen des R®

Aufgabe 3 (Theorem 2.20). (2+1+1 Punkte)
Ser m das 1-dimensionale Lebesque-Maf. Zeigen Sie, dass

(a) m*(J) =b—a, falls J = |a,b] (oder |a,b[, bzw. |a,b]) fir —oo < a <b < +o0
(b) m*(J) = oo, falls J ein unbeschrinktes Intervall in R ist, oder J =R
(¢) m*(A) >0 fir jede Teilmenge A C R mit nicht-leerem Inneren

Aufgabe 4 (Definition 2.18, Theorem 2.20). (2+2 Punkte)
Sei m das d-dimensionale Lebesgue-Maf. Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabe 2, dass fiir eine
Menge N folgende Aussagen dquivalent sind:

(1) m*(N) =0
(11) Fir alle e > 0 ezistiert eine Folge von Quadern |a,,b,[,n > 1, so dass

[e%S) o d
N C U]an, by wund Z H(bmi — Q) <€
n=1

n=1 =1

fir a, = (an, .oy ana) und by, = (bp1,....bpa), n>1,1<i <d.

Bitte wenden!
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Aufgabe 5 (Definition 4.1). (1+2+1 Punkte)
Seien dy,dy € N.

(a) Zeigen Sie: Jede stetige Funktion f: RT — R% jst B(R%)/B(R%)-messbar

(b) Zeigen Sie: Jede monoton wachsende Funktion g: R — R ist B(R)/B(R)-messbar

(c) Geben Sie eine B(R)/B(R)-messbare Funktion h: R — R an, die nicht stetig und nicht
monoton wachsend ist.

Aufgabe 6 (Vollstandige Makraume). (4 Punkte)
Sei (2, A, u) ein Mafraum. Eine pu-Nullmenge ist eine Menge N € A mit u(N) = 0. Der
Mafraum (Q, A, 1) heifit vollstindig, falls jede Teilmenge einer p-Nullmenge in A liegt.

Zeigen Ste: Ist p* ein dufleres Maff und A,- die o-Algebra der p*-messbaren Mengen, dann
ist (9, Ay, |4, ) vollstindig.

Aufgabe 7 (Vervollstindigung von Mafriaumen). (4 Punkte)
Sei (0, A, ) ein Mafraum. Ein Mafraum (Q,A, 1) mit A C A und fi|gx = p heifit Ver-
vollsténdigung von (0, A, 1), falls (2, A, 1) vollstindig ist und falls fiir jeden vollstindigen
Mafraum (0, A, i) mit A C A und fi|4 = p folgt, dass A C A und ji| 1 = [ gilt.

Zeigen Sie, dass jeder Mafsraum eine Vervollstindigung hat, indem Sie die von A und
N :={N:NCM,Me A Nullmenge} erzeugte o-Algebra betrachten.

Aufgabe 8 (Translationsinvarianz des Lebesgue-Males - Theorem 4.8). (1+3 Punkte)
Fiir d € N,a € R? und r € R definiere
T,: RY — R4 und H,: R? — R
r =T (r)=z+a r w— H(z):=r-zx
Zeigen Sie:

(a) Die Abbildungen T, und H, sind B(R?)/B(R?)-messbar.
(b) Es gilt m*(B) = m*(a + B) und |r|* - m*(B) = m*(r - B) fiir alle B C R%. Hierbei ist
a+ B:=T,B) und r-B:= H,(B) fiir alle B C R?.
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