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Aufgabe 1 (Beweis Beispiel 2.12 (ii)). (4 Punkte)
Sei (Kn)n≥1 eine Folge kompakter Teilmengen des Rd mit

N⋂
n=1

Kn 6= ∅ ∀ N ≥ 1.

Zeigen Sie, dass
∞⋂
n=1

Kn 6= ∅.

Aufgabe 2. (4 Punkte)
Sei B(Rd) := σ(R) die in De�nition 2.5 de�nierte Borel-σ-Algebra über Rd. Beweisen Sie, dass
B(Rd) die kleinste σ-Algebra ist, die eines (und jedes) der folgenden Mengensysteme enthält:

(i) alle Quader der Form ]a, b] ([a, b], bzw. ]a, b[) für a = (a1, ..., ad), b = (b1, ..., bd) mit
−∞ < ai ≤ bi < +∞, 1 ≤ i ≤ d

(ii) alle o�enen Mengen des Rd

(iii) alle abgeschlossenen Mengen des Rd

Aufgabe 3 (Theorem 2.20). (2+1+1 Punkte)
Sei m das 1-dimensionale Lebesgue-Maÿ. Zeigen Sie, dass

(a) m∗(J) = b− a, falls J = [a, b] (oder ]a, b[, bzw. ]a, b]) für −∞ < a ≤ b < +∞
(b) m∗(J) =∞, falls J ein unbeschränktes Intervall in R ist, oder J = R
(c) m∗(A) > 0 für jede Teilmenge A ⊆ R mit nicht-leerem Inneren

Aufgabe 4 (De�nition 2.18, Theorem 2.20). (2+2 Punkte)
Sei m das d-dimensionale Lebesgue-Maÿ. Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabe 2, dass für eine
Menge N folgende Aussagen äquivalent sind:

(i) m∗(N) = 0
(ii) Für alle ε > 0 existiert eine Folge von Quadern ]an, bn[, n ≥ 1, so dass

N ⊆
∞⋃
n=1

]an, bn[ und
∞∑
n=1

d∏
i=1

(bn,i − an,i) < ε

für an = (an,1, ..., an,d) und bn = (bn,1, ..., bn,d), n ≥ 1, 1 ≤ i ≤ d.

Bitte wenden!



Maÿ- und Integrationstheorie

Katharina von der Lühe SS 2016
Nora Müller

Aufgabe 5 (De�nition 4.1). (1+2+1 Punkte)
Seien d1, d2 ∈ N.

(a) Zeigen Sie: Jede stetige Funktion f : Rd1 → Rd2 ist B(Rd1)/B(Rd2)-messbar
(b) Zeigen Sie: Jede monoton wachsende Funktion g : R→ R ist B(R)/B(R)-messbar
(c) Geben Sie eine B(R)/B(R)-messbare Funktion h : R → R an, die nicht stetig und nicht

monoton wachsend ist.

Aufgabe 6 (Vollständige Maÿräume). (4 Punkte)
Sei (Ω,A, µ) ein Maÿraum. Eine µ-Nullmenge ist eine Menge N ∈ A mit µ(N) = 0. Der
Maÿraum (Ω,A, µ) heiÿt vollständig, falls jede Teilmenge einer µ-Nullmenge in A liegt.

Zeigen Sie: Ist µ∗ ein äuÿeres Maÿ und Aµ∗ die σ-Algebra der µ∗-messbaren Mengen, dann
ist (Ω,Aµ∗ , µ∗|Aµ∗ ) vollständig.

Aufgabe 7 (Vervollständigung von Maÿräumen). (4 Punkte)
Sei (Ω,A, µ) ein Maÿraum. Ein Maÿraum (Ω, Ā, µ̄) mit A ⊆ Ā und µ̄|A = µ heiÿt Ver-

vollständigung von (Ω,A, µ), falls (Ω, Ā, µ̄) vollständig ist und falls für jeden vollständigen
Maÿraum (Ω, Ã, µ̃) mit A ⊆ Ã und µ̃|A = µ folgt, dass Ā ⊆ Ã und µ̃|Ā = µ̄ gilt.

Zeigen Sie, dass jeder Maÿraum eine Vervollständigung hat, indem Sie die von A und
N := {N : N ⊆M,M ∈ A Nullmenge} erzeugte σ-Algebra betrachten.

Aufgabe 8 (Translationsinvarianz des Lebesgue-Maÿes - Theorem 4.8). (1+3 Punkte)
Für d ∈ N, a ∈ Rd und r ∈ R de�niere

Ta : Rd → Rd und Hr : Rd → Rd

x 7→ Ta(x) := x+ a x 7→ Hr(x) := r · x

Zeigen Sie:

(a) Die Abbildungen Ta und Hr sind B(Rd)/B(Rd)-messbar.
(b) Es gilt m∗(B) = m∗(a + B) und |r|d · m∗(B) = m∗(r · B) für alle B ⊆ Rd. Hierbei ist

a+B := Ta(B) und r ·B := Hr(B) für alle B ⊆ Rd.
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