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Aufgabe 1 (Beweis von Satz 5.6). B (4 Punkte)
Sei (2, A) ein messbarer Raum, sei f: Q0 — R eine Funktion. Zeigen Sie, dass dann folgende
Aussagen dquivalent sind:

(i) f ist A-messbar

(i) VaeR : {f>a}e A
(iii)) VaeR : {f>a} e A
(w) VaeR: {f<a}leA
(v)VaeR: {f<a}e A

Aufgabe 2 (vgl. Beweis von Satz 5.8 (ii)). (2+2 Punkte)

(a) Seien (2, A, 1) ein Mafraum und A € A. Zeigen Sie, dass ANA :={BNA| B € A} eine
o-Algebra ist (sogenannte Spur-o-Algebra).

(b) Sei (Q, A) ein messbarer Raum. Seien f,g: Q — R A-messbare Funktionen. Zeigen Sie,
dass [ - g A-messbar ist, indem Sie den Beweis aus der Vorlesung ausfihren.

Aufgabe 3 (Beweis von Satz 6.4). (2+2 Punkte)
Sei u eine A-messbare Elementarfunktion. Zeigen Sie, dass

(a) [1adu=p(A) VA€ A
() [a-udp=af[udy VaeR;

Aufgabe 4 (zum Satz 6.8.). B (4 Punkte)
Sei (Q, A, p) ein Mafiraum und sei f,: Q@ — R,n € N, eine Folge von A-messbaren Funktionen
mit 0 > fn(w) > foi1(w) fiir alle n € N und alle w € Q. Zeigen Sie, dass dann

it = 3nt, [ o
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Aufgabe 5 (zum Satz 6.8). B (2+2 Punkte)
Sei (2, A, 1) ein Mafraum und sei f,,: Q@ — R, n € N, eine Folge von A-messbaren Funktionen.
Zudem existiere eine p-integrierbare Funktion g auf Q2 mit f, > g fiir alle n € N. Zeigen Sie:

(a) Ist (fn)nen monoton steigend, so ist

/sup Jn dpp= sup/fn du

neN neN

(b) fhglorolffn dp < hggggfffn dp

Aufgabe 6 (Definition 7.8). (4 Punkte)
Sei (Q, A, 1) ein Mafraum. Sei (Q, A, i) die Vervollstindigung von (2, A, 1) und sei P eine
FEigenschaft von Punkten in ), so dass P p-f.4. gilt.

Zeigen Sie, dass Np := {w € Q | w hat Eigenschaft P nicht} in A liegt.

Aufgabe 7 (Beweis von Satz 7.11). B (4 Punkte)
Sei (Q, A, ) ein Mafraum und seien f,g: Q — R zwei A-messbare Funktionen. Zeigen Sie
folgende Aussagen:

(i) Aus f,g >0 und f < g p-f.i. folgt, dass [ f du < [ g du gilt.
(11) Ist g p-integrierbar mit |f| < g p-f.i., so folgt, dass f p-integrierbar ist.
(111) Ist g p-integrierbar und f = g p-f.i., so ist f ebenfalls p-integrierbar und es gilt
Jfdu=[gdu
(iv) Sind f und g beide p-integrierbar mit f < g p-f.i., so folgt [ f du < [ g dpu.

Aufgabe 8. (1+2+1 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass jede abzihlbare Teilmenge von R eine m-Nullmenge ist.
(b) Zeigen Sie, dass eine Zahl

o0

Tn
xzz?)—ne[O,l] r, € {0,1,2}

n=1

zur Cantormenge P gehdrt, wenn fir alle n € N gilt x,, # 1.
(c) Zeigen Sie: Zu x € P der Cantor-Menge existiert genau eine Darstellung

x:Z%, wn € 10,2} d.h. x € P,
n=1



