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Aufgabe 1 (Beweis von Satz 5.6). (4 Punkte)
Sei (Ω,A) ein messbarer Raum, sei f : Ω → R eine Funktion. Zeigen Sie, dass dann folgende
Aussagen äquivalent sind:

(i) f ist A-messbar
(ii) ∀ α ∈ R : {f ≥ α} ∈ A
(iii) ∀ α ∈ R : {f > α} ∈ A
(iv) ∀ α ∈ R : {f ≤ α} ∈ A
(v) ∀ α ∈ R : {f < α} ∈ A

Aufgabe 2 (vgl. Beweis von Satz 5.8 (ii)). (2+2 Punkte)

(a) Seien (Ω,A, µ) ein Maÿraum und A ∈ A. Zeigen Sie, dass A∩A := {B ∩A | B ∈ A} eine
σ-Algebra ist (sogenannte Spur-σ-Algebra).

(b) Sei (Ω,A) ein messbarer Raum. Seien f, g : Ω → R A-messbare Funktionen. Zeigen Sie,
dass f · g A-messbar ist, indem Sie den Beweis aus der Vorlesung ausführen.

Aufgabe 3 (Beweis von Satz 6.4). (2+2 Punkte)
Sei u eine A-messbare Elementarfunktion. Zeigen Sie, dass

(a)
∫
1A dµ = µ(A) ∀ A ∈ A

(b)
∫
α · u dµ = α

∫
u dµ ∀ α ∈ R+

Aufgabe 4 (zum Satz 6.8.). (4 Punkte)
Sei (Ω,A, µ) ein Maÿraum und sei fn : Ω→ R, n ∈ N, eine Folge von A-messbaren Funktionen
mit 0 ≥ fn(ω) ≥ fn+1(ω) für alle n ∈ N und alle ω ∈ Ω. Zeigen Sie, dass dann∫

inf
n∈N

fn dµ = inf
n∈N

∫
fn dµ
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Aufgabe 5 (zum Satz 6.8). (2+2 Punkte)
Sei (Ω,A, µ) ein Maÿraum und sei fn : Ω→ R, n ∈ N, eine Folge von A-messbaren Funktionen.
Zudem existiere eine µ-integrierbare Funktion g auf Ω mit fn ≥ g für alle n ∈ N. Zeigen Sie:

(a) Ist (fn)n∈N monoton steigend, so ist∫
sup
n∈N

fn dµ = sup
n∈N

∫
fn dµ

(b)
∫

lim inf
n→∞

fn dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
fn dµ

Aufgabe 6 (De�nition 7.8). (4 Punkte)
Sei (Ω,A, µ) ein Maÿraum. Sei (Ω, Ā, µ̄) die Vervollständigung von (Ω,A, µ) und sei P eine
Eigenschaft von Punkten in Ω, so dass P µ-f.ü. gilt.
Zeigen Sie, dass NP := {ω ∈ Ω | ω hat Eigenschaft P nicht} in Ā liegt.

Aufgabe 7 (Beweis von Satz 7.11). (4 Punkte)
Sei (Ω,A, µ) ein Maÿraum und seien f, g : Ω → R zwei A-messbare Funktionen. Zeigen Sie
folgende Aussagen:

(i) Aus f, g ≥ 0 und f ≤ g µ-f.ü. folgt, dass
∫
f dµ ≤

∫
g dµ gilt.

(ii) Ist g µ-integrierbar mit |f | ≤ g µ-f.ü., so folgt, dass f µ-integrierbar ist.
(iii) Ist g µ-integrierbar und f = g µ-f.ü., so ist f ebenfalls µ-integrierbar und es gilt∫

f dµ =
∫
g dµ.

(iv) Sind f und g beide µ-integrierbar mit f ≤ g µ-f.ü., so folgt
∫
f dµ ≤

∫
g dµ.

Aufgabe 8. (1+2+1 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass jede abzählbare Teilmenge von R eine m-Nullmenge ist.
(b) Zeigen Sie, dass eine Zahl

x =
∞∑
n=1

xn
3n
∈ [0, 1] xn ∈ {0, 1, 2}

zur Cantormenge P gehört, wenn für alle n ∈ N gilt xn 6= 1.
(c) Zeigen Sie: Zu x ∈ P der Cantor-Menge existiert genau eine Darstellung

x =
∞∑
n=1

xn
3n
, xn ∈ {0, 2} d.h. x ∈ P0.
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