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Aufgabe 1 (Definition 8.1, Theorem 8.6). (2+2 Punkte)
Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung f:]0,00[— R mit x — x“sin(x) ist Lebesgue-integrierbar dber |0, 00| fir
—2<a<-L
(b) Die Abbildung h: [0, 00[— R mit

sin(x)>3

T exp(—ozx)( "

ist Lebesgue-integrierbar iber [0, 00| fir alle o > 0.

Aufgabe 2 (zur Bemerkung 8.7). (2+2 Punkte)
Zeigen Sie, dass die Abbildung g: R — R mit

sin(z)

T ]1[0700[

(a) Riemann-integrierbar ist iber R,
(b) jedoch nicht Lebesgue-integrierbar ist.

Aufgabe 3 (vgl. Definition 9.5). (4 Punkte)

Seien a,b € R mit a < b und sei f: [a,b] — R eine Funktion. Zeigen Sie, dass folgende
Aussagen dquivalent sind:

(i) ¥ ry e Jabl, ¥ Ae 1010 gilt f(hx + (L Ny) = Af(x) + (1 - X)f()
!
(1)) VIEN, Y xq,....,2; € Ja,b[, V \,.... N € ]0,1] mit Z)\i =1 gilt

f(i )\ﬂi) > i Aif(;)

Aufgabe 4 (Theorem 9.6). (2+2 Punkte)
Sei (2, A, ) ein Mafraum. Zeigen Sie, dass fir 1 < p,q < oo mit }—17 + % =1 gilt:

(a) f€LP(n),g€ L) = f-g€L(n)
(b) feLr(u),ge L) = f-g€LlP(u)

Bitte wenden!
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Aufgabe 5 (Eigenschaften von || - ||«)- B (2+2 Punkte)
Sei (Q, A, 1) ein Mafsraum. Fiir wesentlich beschrinkte f: Q@ — R definiert man

1flloo == ess Sup |f)]:=mf{c>0 : [f| <cp-fi}.

Zeigen Sie:

(a) Fir wesentlich beschrinktes f gilt | f| < || fllco p-f .
(b) Fiir wesentlich beschrinkte f,g gilt || f + glloc < |fllce + ll9]loo

Aufgabe 6 (Theorem 9.9). (4 Punkte)
Sei (M, d) ein metrischer Raum, (2, A, p) ein Mafiraum und f: M x Q — R eine Funktion mit
folgenden FEigenschaften:

(1) x— f(z,w) ist stetig fir alle w € €,
(i) w — f(x,w) ist A-messbar fir alle x € M.

Sei g € L) eine Funktion mit |f(z,w)| < g(w) fir alle v € M,w € Q. Zeigen Sie, dass die
Abbildung

T: M - R
- / f(, ) ()

stetig st.

Aufgabe 7 (zur Bemerkung 9.13 (ii)). (2+2 Punkte)
Geben Sie jeweils einen Mafraum sowie eine Klasse von Gegenbeispielen an und

(a) zeigen Sie fir alle 1 < p < oo, dass f.4i.-Konvergenz nicht LP-Konvergenz impliziert.
(b) zeigen Sie fir alle 1 < p < 0o, dass LP-Konvergenz nicht f.i.-Konvergenz impliziert.

Aufgabe 8. (2+2 Punkte)

(a) Beweisen Sie Theorem 10.8. aus der Vorlesung.
(b) Beweisen Sie Korollar 10.9. aus der Vorlesung.

Hinweis: Beweisen Sie durch Widerspruch mit folgenden Annahmen:

(a) liminf [ fo dpw < [ f du und (b) =5 in LP



