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Aufgabe 1 (De�nition 8.1, Theorem 8.6). (2+2 Punkte)
Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung f : ]0,∞[→ R mit x 7→ xα sin(x) ist Lebesgue-integrierbar über ]0,∞[ für
−2 < α < −1.

(b) Die Abbildung h : [0,∞[→ R mit

x 7→ exp(−αx)
(sin(x)

x

)3

ist Lebesgue-integrierbar über [0,∞[ für alle α > 0.

Aufgabe 2 (zur Bemerkung 8.7). (2+2 Punkte)
Zeigen Sie, dass die Abbildung g : R→ R mit

x 7→ 1[0,∞[
sin(x)

x

(a) Riemann-integrierbar ist über R,
(b) jedoch nicht Lebesgue-integrierbar ist.

Aufgabe 3 (vgl. De�nition 9.5). (4 Punkte)
Seien a, b ∈ R mit a < b und sei f : [a, b] → R eine Funktion. Zeigen Sie, dass folgende
Aussagen äquivalent sind:

(i) ∀ x, y ∈ ]a, b[, ∀ λ ∈ ]0, 1[ gilt f
(
λx+ (1− λ)y

)
≥ λf(x) + (1− λ)f(y)

(ii) ∀ l ∈ N, ∀ x1, ..., xl ∈ ]a, b[, ∀ λ1, ..., λl ∈ ]0, 1[ mit
l∑

i=1

λi = 1 gilt

f
( l∑
i=1

λixi

)
≥

l∑
i=1

λif(xi)

Aufgabe 4 (Theorem 9.6). (2+2 Punkte)
Sei (Ω,A, µ) ein Maÿraum. Zeigen Sie, dass für 1 ≤ p, q <∞ mit 1

p
+ 1

q
= 1 gilt:

(a) f ∈ Lp(µ), g ∈ Lq(µ) ⇒ f · g ∈ L1(µ)
(b) f ∈ Lp(µ), g ∈ L∞(µ) ⇒ f · g ∈ Lp(µ)

Bitte wenden!
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Aufgabe 5 (Eigenschaften von ‖ · ‖∞). (2+2 Punkte)
Sei (Ω,A, µ) ein Maÿraum. Für wesentlich beschränkte f : Ω→ R de�niert man

‖f‖∞ := ess sup
ω∈Ω

|f(ω)| := inf{c ≥ 0 : |f | ≤ c µ-f.ü.}.

Zeigen Sie:

(a) Für wesentlich beschränktes f gilt |f | ≤ ‖f‖∞ µ-f.ü.
(b) Für wesentlich beschränkte f, g gilt ‖f + g‖∞ ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞

Aufgabe 6 (Theorem 9.9). (4 Punkte)
Sei (M,d) ein metrischer Raum, (Ω,A, µ) ein Maÿraum und f : M ×Ω→ R eine Funktion mit
folgenden Eigenschaften:

(i) x 7→ f(x, ω) ist stetig für alle ω ∈ Ω,
(ii) ω 7→ f(x, ω) ist A-messbar für alle x ∈M .

Sei g ∈ L1(µ) eine Funktion mit |f(x, ω)| ≤ g(ω) für alle x ∈ M,ω ∈ Ω. Zeigen Sie, dass die
Abbildung

T : M → R

x 7→
∫
f(x, ω)µ(dω)

stetig ist.

Aufgabe 7 (zur Bemerkung 9.13 (ii)). (2+2 Punkte)
Geben Sie jeweils einen Maÿraum sowie eine Klasse von Gegenbeispielen an und

(a) zeigen Sie für alle 1 ≤ p <∞, dass f.ü.-Konvergenz nicht Lp-Konvergenz impliziert.
(b) zeigen Sie für alle 1 ≤ p <∞, dass Lp-Konvergenz nicht f.ü.-Konvergenz impliziert.

Aufgabe 8. (2+2 Punkte)

(a) Beweisen Sie Theorem 10.8. aus der Vorlesung.
(b) Beweisen Sie Korollar 10.9. aus der Vorlesung.

Hinweis: Beweisen Sie durch Widerspruch mit folgenden Annahmen:
(a) lim inf

n→∞

∫
fn dµ <

∫
f dµ und (b) fn�

���n→∞−−−→f in Lp

2


