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Blatt 5 Abgabe: Donnerstag 22.9.2016, 12 Uhr

Aufgabe 1 (zur Bemerkung 11.2.). (4 Punkte)
Sei ) eine Menge, sei (Q;, A;), i = 1,...,n eine Familie von messbaren Ridumen und sei f;: Q0 —
Q;, 1 =1,...,n, eine Familie von Abbildungen. Zeigen Sie, dass dann

o(fi | i€ {l,..,n} ( U {f A)| A€ A})

die kleinste o-Algebra A ist, so dass f;: Q — Q; A/ A;-messbar ist fir alle i € {1,...,n}.

Aufgabe 2 (zur Bemerkung 11.2., Definition 11.10.). (2+2 Punkte)

(a) Finden Sie zwei messbare Riume (24, A;), i = 1,2, und eine Menge Q C Q3 X Qy mit
Qu, € As fiir alle wy € Qy und Q, € Ay fir alle wy € s, aber Q ¢ A @ As.

(b) Geben Sie ein Beispiel dafiir an, dass auf die Voraussetzung E; / € in Satz 11.3. aus
der Vorlesung nicht verzichtet werden kann.

Hinweis: (a) beispielsweise mit Hilfe von Aufgabe 4b) von Blatt 1

Aufgabe 3 (Satz 11.15.). (2+2 Punkte)
Wir betrachten die Mafraume ([0, 1], B([0,1]),m) und (]0,1], B([0,1]), ) wobei m das Lebes-
guemaf und p das Zihlmaf' seien. Auflerdem sei D = {(x,y) € [0,1] x [0,1] | z = y} die
Diagonale.

(a) Zeigen Sie, dass fir alle v € [0,1] die Funktion f.:y — 1p(x,y) p-integrierbar und fir
alle y € [0, 1] die Funktion f,: x — 1p(x,y) m-integrierbar ist. Berechnen Sie die Integrale

0= [ o) duty v= [ @) dnis
[0,1] [0,1]

(b) Zeigen Sie, dass die Funktion x w— I(x) m-integrierbar und die Funktion y — J(y) p-
integrierbar ist und berechnen Sie

1— [ ([ 2w anw) am@). 7= [ ([ He) dna)) aut)

[0,1 [0,1] [0,1] [0,1]

Welche Voraussetzung des Satzes von Fubini (Satz 11.15.) ist nicht erfillt?

A, falls A endlich
!Sei A eine o-Algebra, dann definiert pu(A) := {# & St NN das zahlmag.
o0,  sons



Mafi- und Integrationstheorie

Katharina von der Liihe SS 2016
Nora Miiller

Aufgabe 4 (Beweis von Bemerkung 12.1). (2+2 Punkte)
Sei (Q, A, ) ein Mafsraum und sei g: Q — Ry eine nicht-negative A-messbare Funktion.

(a) Zeigen Sie, dass dann v = g - pu definiert durch

v(A) = /g dp
A
fiir beliebige A € A wieder ein Maf$ auf (€2, A) ist.

(b) Zeigen Sie, dass eine A-messbare Funktion f: Q — R genau dann quasi-v-integrierbar ist,
wenn f - g quasi-p-integrierbar ist und dass in diesem Fall gilt:

[radn=[ra

Aufgabe 5 (TEIL I - zum Korollar 11.13. und Theorem 12.3.). (4 Punkte)
Sei m das Lebesguemaf auf (RY, B(R?)),d = 1,2, und Bi(z) = {y € R? | |[x —y| < r} die
abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt x und Radius r > 0. Zeigen Sie, dass

m(Bd(xg)) = B4 - re

mit
Lam, falls d = 2n,
Ba=q 27 fullsd=2n—1, neN
1T (2k-1)
k=1
Hinweis: Betrachten Sie die Abbildung T'(y) := r - (x + y) und zeigen Sie (]lin(z) o T)(y) =

]IBT(O)(y). Nach Anwendung von Theorem 12.3. betrachten Sie die Fille d =1,d = 2 separat.
1

Aufgabe 6 (TEIL II). (4 Punkte)
Sei m das Lebesguemaf auf (R4, B(R?Y)),d > 1, und Bi(x) = {y € R | |z —y| < r} die
abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt x und Radius r > 0. Zeigen Sie nun fir den Fall d > 3,

dass
m(Bd(zo)) = B - 7

mat
Zam, falls d = 2n,
Ba=1q 21 follsd=2n—1, neEN
[T (2k—1)
k=1
Hinweis: Zeigen Sie dies mittels vollstindiger Induktion und mit Hilfe der Rekursionsformel
Sd oo 2T
m(BI(0) = m(BI7(0) - 5.
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Aufgabe 7 (vgl. Beweis von Theorem 12.3.). (2+2 Punkte)

(a) Sei (Q, A, 1) ein Mafraum, sei (Q, A) ein messbarer Raum und sei T: Q — Q eine A/ A-
messbare Abbildung. Zeigen Sie, dass eine A-messbare Funktion f: Q — R genau dann
(quasi-)T (p)-integrierbar ist, wenn foT (quasi-)u-integrierbar ist und dass in diesem Fall

[rordu= [ arw

gilt. Hierbei bezeichne T(u) := po T~ das Bildmap.

(b) Zeigen Sie, aus der ersten Aussage von Theorem 12.3. p(|det Dy|-m|y) = m|y der zweite
Teil des Theorem 12.5. d.h.

f:V = R m-integrierbar < (f o p)| det Dy|: U — R m-integrierbar

und die Transformationsformel
/f dm = /(fog0)|deth0| dm
% U

folgt.

Aufgabe 8 (Definition 14.1.). (2+2 Punkte)
(a) Sei f: R3 — R? durch

flz,y,2) = (2® + 2y —y — 2,227 + 3wy — 2y — 32)

fiir alle (x,y,z) € R3 gegeben. Zeigen Sie, dass f~1(0,0) eine eindimensionale Unterman-
nigfaltigkeit des R? ist.

(b) Seien n,m € N,U C R"™ offen. Sei f: U — R™ stetig differenzierbar. Zeigen Sie, dass der
Graph T' = {(z, f(x)) | x € U} eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R"*™ ist.



