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— @ Einleitung

Gleichungen in Divergenzform
Mosers klassische Resultate
Rick- und Ausblick



e Einleitung » Gleichungen in Divergenzform
Q C R? beschranktes Gebiet, T > 0, Q7 = (0,T) x Q.

Rand-Anfangswertproblem der Warmeleitung
Finde u: [0, 7] x R — R derart, dass

Owu(t,z) — Au(t,z) = f(t,z) in Qr,
u=20 auf [0, 7] x Q°,
u(0, ) = uo (") in Q.
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e Einleitung » Gleichungen in Divergenzform
Q C R? beschranktes Gebiet, T > 0, Q7 = (0,T) x Q.

Gleichung zweiter Ordnung in Divergenzform
Sei A: [0,7] x R* = Saxa.

Owu(t, z) — div(A(t, z)Vu(t, z)) = f(t, )

in QT:
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e Einleitung » Gleichungen in Divergenzform
Q C R? beschranktes Gebiet, T > 0, Q7 = (0,T) x Q.

Gleichung zweiter Ordnung in Divergenzform
Sei A: [0,T] x R* = Saxa.

Owu(t, ) — div(A(t, z)Vu(t,z)) = f(t, x) inQr .

Annahme: A messbar und es gebe A > 0 mit
AP <At z)E-€ < M|E]P furfa. (t,2) € Qr, & € RE.

Selbst firr glatte Funktionen w ist div(AVw) nicht definiert!
~ schwache Formulierung mit Bilinearform

M (u,v) = /QA(t7 z)Vu(z) - Vou(z)dz.
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e Einleitung » Mosers klassische Resultate

Harnack-Ungleichung
Opu(t, z) — div(A(t, z)Vu(t,x)) = f(t,z) in Q. (1)

Mosers Harnack-Ungleichung (1964, '67, '71)

Es gibt C = C(d, \) > 0 derart, dass jede auf @ = (—1,1) x Bs(0)
nichtnegative Lésung von (1) die folgende Ungleichung erfullt:

< i .
supu < C (infu+ o)

Ueo
t
T L _lu,
3 R?
By x (—1,1)
8 I s L
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e Einleitung » Mosers klassische Resultate
Hoélder-Regularitat
Opu(t,z) — div(A(t, z)Vu(t,z)) =0  inQ. (2)

Holder-Stetigkeit (Moser 1964)

Es gibt 5 = 3(d, \) € (0, 1) derart, dass jede Lésung u von (2) in @ flr jedes
Q' € Q die folgende Abschatzung erfullt:

ta) — ull oo
- Ju(t,2) —u(s,y)|  _ lulle=g)

5 S 57— Wwobein=7(Q,Q)>0.
(t,2),(s:9)€Q’ (‘x oy [t — S|1/2) U
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ey Einleitung » Ruck- und Ausblick

Bemerkungen
Statt der punktweisen Annahme =1 |¢]* < A(t, )¢ - € < A |€|* gentigt

A, u) g < ER (uyu) < Mu,ulge

wobei
[u, v] g1 = /Vu(a:) -Vo(z)dx,

E (u,v) = / A(t,x)Vu(z) - Vo(z)dz .
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ey Einleitung » Ruck- und Ausblick

Bemerkungen

Statt der punktweisen Annahme =1 |¢]* < A(t, )¢ - € < A |€|* gentigt
Ay u g < EF (uu) < Muyulpe

wobei
[u,v] g = /Vu(a:) -Vou(z)dx,
E (u,v) = / A(t,x)Vu(z) - Vo(z)dz .

Historisches

o Holder-Stetigkeit fir Lésungen der zeitunabhédngigen Gleichung geht zurlick
auf De Giorgi (1957).

e Unabhé&ngig davon bewies Nash 1957 ebenfalls Hélder-Stetigkeit fiir
Lésungen der parabolischen Gleichung.

e Beweis der Moserschen Harnack-Ungleichung mit Nashs Methoden 1986
durch Fabes/Stroock.
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m Einleitung » Riick- und Ausblick

Anwendung: C'*°-Regularitat von Minimierern

Sei F € C%(R?) konvex. Nehme an, w ist Minimierer des (nichtlinearen)
Variationsintegrals

/F(Vw(x))da:
Dann ist 9;w eine schwache Lésung von
div(ApVu) =0, wobei (Ap);; = 0;0;F(Vw(x)).
Unter geeigneten Annahmen an F folgt also w € C'#.

~ Hilberts 19. Problem wurde durch die Erkenntnisse von De Giorgi, Nash und
Moser beantwortet.
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—@ Nichtlokale Operatoren

Fraktioneller Laplace-Operator

Eine Klasse von nichtlokalen Operatoren



e Nichtlokale Operatoren » Fraktioneller Laplace-Operator
Definition von (—A)*/2
Sei a € (0,2). Setze

8 u(w) = o i, [ Dy,

e—0+ |z — y|d+a
R4\ B. (z)

wobei

dta
Cda = d/2|1“(22°‘)| ~a2—a)fira—0+bzw. o — 2 — .
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e Nichtlokale Operatoren » Fraktioneller Laplace-Operator
Definition von (—A)*/2
Sei a € (0,2). Setze

8 u(w) = o i, [ Dy,

e—0+ |z — y|d+a
R¥\ B ()

wobei

a T (dta
Cdjo = 2(1/2 |F( 2 )|, Cdo ~ (2 — ) fira— 0+bzw. o — 2 — .

—
T
Normierung sorgt dafir, dass

F((—A)*2u)(€) = €] Ful€)
vgl.  Z(-Au)() = ¢ Fu(€) ]
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Eigenschaften von (—A)/2
o Firu € C*(R%) und x € R? gilt

lim (—A)*2u(z) = —Au(z) und

a—2—
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lim (—

a—0+

A u(z) = u(x).
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e Nichtlokale Operatoren » Fraktioneller Laplace-Operator
Eigenschaften von (—A)/2
o Firu € C*(R%) und x € R? gilt

lim (—A)*2u(z) = —Au(z) und  lim (—A)*?u(z) = u(z).

a—2— a—0+

v(dh) = |h|~"* dh ist ein Lévy-MaB:

min(1, |k|*)v(dh) < 400
]Rd
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e Nichtlokale Operatoren » Eine Klasse von nichtlokalen Operatoren
Verallgemeinerung von (—A)*/2

Sei k: RY x R — [0, co] messbar und symmetrisch. Setze

Zu(x) = lim / (u(z) — u(y)) k(z,y)dy.

e—0+ i
R4\ B (z)

Also: . = (—A)Y/2 fir k(z,y) = ca.a |z —y| 4
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e Nichtlokale Operatoren » Eine Klasse von nichtlokalen Operatoren
Verallgemeinerung von (—A)*/2

Sei k: R? x R? — [0, oo] messbar und symmetrisch. Setze

Zu(x) = lim / (u(z) — u(y)) k(z,y)dy.

e—=0+ i
R4\ B (z)

Also: £ = (—A)*/2 fir k(z,y) = caa |z — y| e
Gleichung fraktioneller Ordnung
Ou(t, x) + Lul(t,x) = f(t,x) in Q. }

Wieder gilt: Selbst wenn k(z,y) < |z — y| "% ist Lu(x) fur glatte u nicht
definiert!
~ Schwache Formulierung mit Bilinearform

&) = 5 [ (wle) = u(w) (o) ~ v(w) ko) dy .

R4 Rd
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e Nichtlokale Operatoren » Eine Klasse von nichtlokalen Operatoren

Bedingung 1 an k(x, y)
Sei A > 1. Es gebe a € (0,2) derart, dass fir alle o € R?, p € (0,2)

0’2/ |0 — y|* k(z0,y) dy +/ E(xo,y)dy < XAp~ <.
|zo—y|<p lzo—y|>p
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e Nichtlokale Operatoren » Eine Klasse von nichtlokalen Operatoren

Bedingung 1 an k(x, y)
Sei A > 1. Es gebe a € (0,2) derart, dass fir alle o € R?, p € (0,2)

0’2/ |zo — y|* k(zo, y) dy +/ k(zo,y)dy < Ap™“.
|zo—y|<p lzo—y|>p

e Gleichzeitig Integrierbarkeits- und Skalierungsbedingung an das Maf3
k(zo,y) dy.
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e Nichtlokale Operatoren » Eine Klasse von nichtlokalen Operatoren

Bedingung 1 an k(x, y)
Sei A > 1. Es gebe a € (0,2) derart, dass fir alle o € R?, p € (0,2)

0’2/ |zo — y|* k(zo, y) dy +/ k(zo,y)dy < Ap™“.
|zo—y|<p lzo—y|>p

e Gleichzeitig Integrierbarkeits- und Skalierungsbedingung an das Maf3
k(xo,y) dy.

e Falls k(z,y) = K(x — y), dann gilt insbesondere, dass v(dh) = K(h)dh
ein Lévy-MaB ist:

/min(l, |h*)v(dh) < oo
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e Nichtlokale Operatoren » Eine Klasse von nichtlokalen Operatoren

Bedingung 1 an k(x, y)
Sei A > 1. Es gebe a € (0,2) derart, dass fir alle o € R?, p € (0,2)

0’2/ |zo — y|* k(zo, y) dy +/ k(zo,y)dy < Ap™“.
|zo—y|<p lzo—y|>p

e Gleichzeitig Integrierbarkeits- und Skalierungsbedingung an das Maf3
k(xo,y) dy.

e Falls k(z,y) = K(x — y), dann gilt insbesondere, dass v(dh) = K(h)dh
ein Lévy-MaB ist:

/min(l, |h*)v(dh) < oo

o k(z,y)=|z—y| "V
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e Nichtlokale Operatoren » Eine Klasse von nichtlokalen Operatoren
Bedingung 2 an k(x, y)

Definiere

[U7U]HQ/2(Q) = (2 — Oé) // (U(l‘) — u(y))(/(;(f’z - U(y)) dz dy,

|z -y

QQ
£8 (u,v) = / / (u(a) — u()) (v(x) — v()) k(zy) dy de
QQ

Sei A > 1. Es gebe a € (0, 2) derart, dass fiir alle 2o € R%, p € (0,2) und
u € HQ/Z(BP(:UO))

A_l[u,U]Ha/z(B) S Eg(u,u) S A[U,U]Ha/z(B) o
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e Nichtlokale Operatoren » Eine Klasse von nichtlokalen Operatoren
Bedingung 2 an k(x, y)

Definiere

[U’?’U]Hﬂ/?(g) = (2 — Oé) // (u(a:) B u(y))(/(;(ffz - U(y)) dz dy,

|z -y

QQ
£8 (u,v) = / / (u(a) — u()) (v(x) — v()) k(zy) dy de
QQ

Sei A > 1. Es gebe a € (0, 2) derart, dass fiir alle 2o € R%, p € (0,2) und
u € H*?(B,(x0))

A_l[u,U]Ha/z(B) S Eg(u,u) S A[U,U]Ha/z(B) o

e Bedingung fordert Vergleichbarkeit der ,Energien®.
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e Nichtlokale Operatoren » Eine Klasse von nichtlokalen Operatoren
Bedingung 2 an k(x, y)

Definiere

[U’?’U]Hﬂ/?(g) = (2 — Oé) // (u(a:) B u(y))(/(;(ffz - U(y)) dz dy,

|z -y

QQ
£8 (u,v) = / / (u(a) — u()) (v(x) — v()) k(zy) dy de
QQ

Sei A > 1. Es gebe a € (0, 2) derart, dass fiir alle 2o € R%, p € (0,2) und
u € H*?(B,(x0))

A_l[u,U]Ha/z(B) S Eg(u,u) S A[U,U]Ha/z(B) o

e Bedingung fordert Vergleichbarkeit der ,Energien®.
o k(z,y) =z -y TV
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e Nichtlokale Operatoren » Eine Klasse von nichtlokalen Operatoren
Bedingung 2 an k(x, y)

Definiere

[U’?’U]Hﬂ/?(g) = (2 — Oé) // (u(a:) B u(y))(/(;(ffz - U(y)) dz dy,

|z -y

QQ
£8 (u,v) = / / (u(a) — u()) (v(x) — v()) k(zy) dy de
QQ

Sei A > 1. Es gebe a € (0, 2) derart, dass fiir alle 2o € R%, p € (0,2) und
u € H*?(B,(x0))

A_l[u,U]Ha/z(B) S Eg(u,u) S A[U,U]Ha/z(B) o

e Bedingung fordert Vergleichbarkeit der ,Energien®.
o k(z,y) =z -y TV
e k darf aber auf (gro3en) Mengen auch verschwinden.
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m Regularitdtsresultate fir Gleichungen fraktioneller Ordnung
Schwache Harnack-Ungleichung
ou(t,x) + Lu(t,x) = f(t, ) in Q. (3)

Satz (KaBmann/MF 2013)

Es gibt eine Zahl C' = C(d, \) > 0, sodass fir jede Superldsung u von (3) auf
Q = (—1,1) x By(0), die auf (—1,1) x R? nichtnegativ ist, gilt:

Il < € (1 + 1limcoy) -

o L Jue

3 R?
Bz X (—17 l)

®»1 [ T ]v
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e Regularitatsresultate fiir Gleichungen fraktioneller Ordnung
Schwache Harnack-Ungleichung
Opu(t, z) + Lult,z) = f(t,x) inQ. (3)

Satz (KaBmann/MF 2013)

Es gibt eine Zahl C' = C(d, \) > 0, sodass fir jede Superldsung u von (3) auf
Q = (—1,1) x By(0), die auf (—1,1) x R nichtnegativ ist, gilt:

Il < € (0 + Mlimcey) -

e Die Aussage ist robust fir o — 2—.
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e Regularitatsresultate fiir Gleichungen fraktioneller Ordnung
Schwache Harnack-Ungleichung
Opu(t, z) + Lult,z) = f(t,x) inQ. (3)

Satz (KaBmann/MF 2013)

Es gibt eine Zahl C' = C(d, \) > 0, sodass fir jede Superldsung u von (3) auf
Q = (—1,1) x By(0), die auf (—1,1) x R nichtnegativ ist, gilt:

Il < € (0 + Mlimcey) -

e Die Aussage ist robust fir o — 2—.

e Unter den gegebenen Bedingungen an k ist eine starke
Harnack-Ungleichung fir Ldsungen nicht gultig (Bogdan/Sztonyk 2005).
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e Regularitatsresultate fiir Gleichungen fraktioneller Ordnung
Schwache Harnack-Ungleichung
Opu(t, z) + Lult,z) = f(t,x) inQ. (3)

Satz (KaBmann/MF 2013)

Es gibt eine Zahl C' = C(d, \) > 0, sodass fir jede Superldsung u von (3) auf
Q = (—1,1) x By(0), die auf (—1,1) x R nichtnegativ ist, gilt:

Il < € (0 + Mlimcey) -

e Die Aussage ist robust fir o — 2—.

e Unter den gegebenen Bedingungen an k ist eine starke
Harnack-Ungleichung fir Ldsungen nicht gultig (Bogdan/Sztonyk 2005).

¢ Globale Nichtnegativitat von w ist essentiell.
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I Regularitatsresultate fur Gleichungen fraktioneller Ordnung

Beispiel zur Robustheit fiir « — 2—

Sei (an )nen definiert durch oy, = 2 — 1. Setze

d—an,

kn(z,y) = (2 — an) |$_y|_ )

L (u)(z) = lim (u(z) — u(y)) kn(z,y)dy.
e=0 Jra\B.(0)

Sei nun (u,),cn eine Folge, wobei (im schwachen Sinne)
Opun (t,z) — L™u,(t,x) > f(t,x) in@Q.

Dann gilt die Harnack-Ungleichung uniform fir (u,,).
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e Regularitatsresultate fiir Gleichungen fraktioneller Ordnung
Holder-Stetigkeit
Opu(t, z) + Lult,z) = f(t,x) inQ. (4)

Satz (KaBmann/MF 2013)

Es gibt eine Zahl g = g(d, \) derart, dass fir jede Lésung u von (4) in
Q=1xQzuf=0gil: Firjedes Q' € Q gibtes n(Q’,Q) > 0, sodass

|u(t, z) — u(s,y)] - ||UHLoc(Ide)

sup
(t.2),(s:y)€Q’ (\x oyt s|1/a>

Q Rrd
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e Regularitatsresultate fur Gleichungen fraktioneller Ordnung
Holder-Stetigkeit
Opu(t, z) + Lult,z) = f(t,x) inQ.

Satz (KaBmann/MF 2013)

Es gibt eine Zahl g = g(d, \) derart, dass fir jede Lésung u von (4) in
Q=1xQzuf=0gil: Firjedes Q' € Q gibtes n(Q’,Q) > 0, sodass

lu(t, z) —u(s,y)| - llull oo (rxma)y
sup 7S 3 .
(t,2),(s:y)€Q" (‘x oyt — S|1/a) U

1/«

e Robust fiir « — 2—. (|t — s| /" kann ersetzt werden durch |t — s|1/2)
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e Regularitatsresultate fur Gleichungen fraktioneller Ordnung
Holder-Stetigkeit
Opu(t, z) + Lult,z) = f(t,x) inQ.

Satz (KaBmann/MF 2013)

Es gibt eine Zahl g = g(d, \) derart, dass fir jede Lésung u von (4) in
Q=1xQzuf=0gil: Firjedes Q' € Q gibtes n(Q’,Q) > 0, sodass

|u(t, z) — u(s,y)] - ||UHLO<>(Ide)

sup
(t.@),(s,9)€Q’ (\x oyt S|1/a)

1/«

e Robust fiir « — 2—. (|t — s| /" kann ersetzt werden durch |t — s|1/2)

e n(Q,Q) = 0firQ — Q.
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e Regularitatsresultate fur Gleichungen fraktioneller Ordnung
Holder-Stetigkeit
Opu(t, z) + Lult,z) = f(t,x) inQ.

Satz (KaBmann/MF 2013)

Es gibt eine Zahl g = g(d, \) derart, dass fir jede Lésung u von (4) in
Q=1xQzuf=0gil: Firjedes Q' € Q gibtes n(Q’,Q) > 0, sodass

lu(t, z) —u(s,y)| - llull oo (rxma)y
sup 7S 3 .
(t,2),(s:y)€Q" (‘x oyt — S|1/a) U

e Robust fiir « — 2—. (|t — s|1/a kann ersetzt werden durch |t — s|1/2)

e n(Q,Q) = 0firQ — Q.

e Beweis ,Harnack = Holder" komplizierter als bei Gleichungen zweiter

Ordnung. Problem:

supu —u und w—infu.
Q Q

sind lediglich in @ nichtnegativ.
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I Regularitatsresultate fur Gleichungen fraktioneller Ordnung
Anwendung: Regularitat von Minimierern
Siehe: Caffarelli, Chan und Vasseur, JAMS 2011.

Seien F' € C2(R) konvex, > 0 und K : R? — [0, oo] messbar, K (z) = K(—x).
Nehme an, w minimiert das (nichtlokale, nichtlineare) Variationsintegral

| Pl - w@)K(y - z)dyds,
Rd Rd

Dann ist §# = 0;,w schwache Lésung der (linearen) Gleichung

[P wl) = w(@)0w) ~ 6@) Ky~ )8y = 0.
Falls also k(x,y) := F"(w(y) — w(x))K (y — x) ,zulassig” ist, folgt w € C1#.
Z.B. wére hinreichend: Es gibt A > 0, s.d. fiir jedes = € R?¢

A< F'(x) <),
MMz~ < K(z) < Mo 747 .
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e Ausschnitte aus dem Beweis der Harnack-Ungleichung

Lemma von Bombieri-Giusti

Sei (U(r))1/2<r<1 €ine aufsteigende Familie von Mengen U (r) C R+ Fixiere
m,co >0und 0 < py < oco. w: U(l) — [0,00) sei messbar und erfille

(/ wm)l/po < ((R for)my/p_l/m (/ wp)l/p <o (BG1)

U(r) U(R)

fur alle r, R € [1/2,1] und fir alle p € (0,1 A pp). Zuséatzlich gelte
Vs>0: |UQ)N{logw > s}| < %0 (BG2)

Dann gibt es eine Zahl C' = C(m, ¢y, po) > 0 derart, dass

([ o)z

U(1/2)
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e Ausschnitte aus dem Beweis der Harnack-Ungleichung

Die Bedingung (BG1)

(o)™ <(@2m) ([ w) "< e

U(r) U(R)

Sei u eine Superlésung. Setze u = u + || f|| (). Flr u gilt

~ C 1/p . 1/p
Vp > 0: [S]l(lgu < ((R—rl)‘““> (/ U p(t,x)dxdt) ,

U(R)
1/p—1 1/
U(r) U(R)
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e Ausschnitte aus dem Beweis der Harnack-Ungleichung

Die Bedingung (BG1)

(o)™ <(@2m) ([ w) "< e

U(r) U(R)

Sei u eine Superlésung. Setze u = u + || f|| (). Flr u gilt

~ C p . 1/p
Vp > 0: Zlg))u < (M) (/ U p(t,x)dxdt) ,

U(R)

1/p—1 1/

Vp € (0,1): /utl Ydzdt < <(R(—b})w) (/ ap(t,:c)dzdt) :
0(r) U(R)

~w =1t erfillt (BG1) mit pg = cound U(r) = (1 —r%, 1) x B,.

@ = @ erfallt BG1) mit pp = 1und U(r) = (—1,—1 + r®) x B,.
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ey Ausschnitte aus dem Beweis der Harnack-Ungleichung

Die Bedingung (BG2)

Vs>0: |UQ)N{logw > s}| < %0

(BG2)J

Weiterhin gilt fiir @, dass eine Zahl a = a(w) € R existiert mit
Vs >0: [U(1)N{logu < —s —a}| < <,

Vs>0:|ﬁ(1)ﬂ{logﬂ>sfa}\§%.
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ey Ausschnitte aus dem Beweis der Harnack-Ungleichung

Die Bedingung (BG2)

Vs>0: |UQ)N{logw > s}| < %0

(BG2)J

Weiterhin gilt fiir u, dass eine Zahl & = a(u) € R existiert mit
Vs >0: [U(1)N{logu < —s —a}| < <,
Vs >0: |U(1) N {logl > s —a}| < ¢,

—eg~! und @ := e%u erfilllen (BG2).
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e Ausschnitte aus dem Beweis der Harnack-Ungleichung

Die Bedingung (BG2)

Vs>0: |UQ)N{logw > s}| < %0 (BG2)J

Weiterhin gilt flr @, dass eine Zahl a = a(u) € R existiert mit
Vs >0: [U(1)N{logu < —s —a}| < <,
Vs >0: |U(1) N {logl > s —a}| < ¢,

~w = e %! und W := e erfiillen (BG2).

,Nichtlokale Rechenregel“:

- w(t,y) w(t,z)\?
—E(w,p*w™t) > P(x)Y(y) | log — log k(z,y) dzdy—3 E(¢, )
BR/A ( (y) Y(x) )

Vergleiche:

f/Vw-V(wa_l) = f/wa_IVw-Ver/w_QdP |Vwl|?

1
> -2 [196 + 5 [0 [V0og ).
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e Ausschnitte aus dem Beweis der Harnack-Ungleichung

Der Schluss

(] e

U(1/2)

Aus dem Lemma von Bombieri-Giusti folgt

a ~—1

sup w=e"* sup u - <C, und
U(1/2) U(1/2)

||@||L1(ﬁ(1/2)) = ||ﬁHL1(ﬁ(1/2)) <C.
Daher

—1
[l @yey) <CC ( sup 171) ,

und schlieBlich
-1
lull gy < Nl gy <CC (S;pa1> e (glefqu ||f|L°°(Q)> :
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