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8. Ubung zur Vorlesung Algebra 1

Sommersemester 2010 Abgabe: Do, 24.6.10

Aufgabe 1. Sei K/k eine Korpererweiterung und L ein Zwischenkorper von
K /k. Zeigen Sie: Sind L/k und K/L separable Erweiterungen, so auch K/k.

Aufgabe 2. Sei K/k eine Korpererweiterung und seien F, F' Zwischenkorper
von K/k. Zeigen Sie:

(a) Ist E/k separabel, dann ist auch EF/F separabel.
(b) Sind E/k und F'/k separabel, dann ist auch E'F/k separabel.

Aufgabe 3. Sei k ein Korper der Charakteristik p > 0. Betrachten Sie zu
a € k das Polynom f, = X? — X — a € k[X]. Zeigen Sie:

(a) f, ist separabel.
(b) Besitzt f, in k eine Nullstelle, so zerféllt f, iiber k in Linearfaktoren.
(c) Besitzt f, in k keine Nullstelle, so ist f, in k[X] irreduzibel.

Aufgabe 4. Sei k ein Korper der Charakteristik p > 0 und K/k eine alge-
braische Korpererweiterung. Ein Element o € K heisst rein inseparabel tiber
k, wenn eine ganze Zahl n > 0 existiert mit o?” € K. Die Erweiterung K/k
heisst rein inseparabel, wenn jedes Element o € K rein inseparabel iiber k
ist.

(a) Sei a € K algebraisch iiber k. Zeigen Sie, dass es eine ganze Zahl n > 0
gibt, so dass a?" separabel iiber k ist.

(b) Sei @ € K rein inseparabel iiber k& und n > 0 minimal mit o?" € k.
Zeigen Sie, dass f: = XP" — a?" das Minimalpolynom von « iiber k ist.

(c) Sei a € K separabel und rein inseparabel iiber k. Zeigen Sie, dass dann

a € k gilt.

(d) Sei K%P: = {a € K| «ist separabel iiber k }. Zeigen Sie, dass K5P
ein Zwischenkorper von K/k ist, und dass die Erweiterung K/K®P rein in-
separabel ist (K heisst der separable Abschluss von k in K).



(e) Sei k ein endlicher Korper. Zeigen Sie, dass k vollkommen ist (d.h. jede
endliche Erweiterung K/k ist separabel).

(Hinweis zu (e): Zeigen Sie zunéchst, dass der Frobeniusendomorphismus
F — F,x — 2P fiir einen endlichen Koérper ' der Charakteristik p bijektiv
ist. Schliessen Sie, dass ein Element, das iiber F rein inseparabel ist, schon
in I liegt).



