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3. Ubung zur Vorlesung Algebra 1

Sommersemester 2007 Abgabe: Do, 3.5.07

Aufgabe 1. Sei K ein Koérper und M, (K) der Ring der n x n-Matrizen mit
Eintragen aus K. Zeigen Sie, dass M, (K) nur die trivialen Ideale {0} und
M, (K) besitzt.

Aufgabe 2. Sei R ein kommutativer Ring und a,b C R Ideale von R. Setze

ab: = {Z aibi | n €N, a; € a,b; € b}.

i=1

(a) Zeigen Sie, dass ab ein Ideal ist mit ab C a N b. Geben Sie ein Beispiel
an, bei dem die Inklusion strikt ist, d.h. ab C anb.

(b) Zeigen Sie: Sind a und b relative prim (d.h. a+b = R), so gilt ab = anb.

Aufgabe 3. Sei R ein kommutativer Ring. Ein Element a € R heisst nilpo-
tent, falls es ein n € N gibt mit a” = 0. Zeigen Sie:

(a) Besitzt R ein nilpotentes Element a # 0, so ist die Einheitengruppe R*
eine echte Untergruppe der Einheitengruppe R[X]*.

(b) Die Teilmenge 1/(0): = {a € R | 3In € N : @™ = 0} ist ein Ideal
von R (das sogenannte Nilradikal) und der Faktorring R/+/(0) besitzt keine
nilpotenten Elemente # 0.

Aufgabe 4. (a) Seien R und S kommutative Ringe und sei ¢ : R — S
ein Ringepimorphismus. Zeigen Sie, dass durch a — ¢(a) und b — ¢~1(b)
zueinander inverse Bijektionen zwischen der Menge der Ideale a von R mit
a O Kern(¢) und der Menge aller Ideale b von S definiert werden.

(b) Bestimmen Sie fiir den Ring Z/120Z die Anzahl seiner Ideale, Primideale
und maximalen Ideale.



