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Aufgabe 1. Sei X ein affines Schema und seien U,V C X affin-offen. Zeigen
Sie, dass U NV affin ist.

Aufgabe 2. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und sei A} =
Spec K[Ty,...,T,] der n-dimensionale affine Raum iiber K (fiir n > 1) . Sei
x € A ein abgeschlossener Punkt und sei X C A% das Komplement von
{z}. Zeigen Sie:

(a) Ist n > 2 so gilt Ogn(X) = Opn(A") = K[T7, ..., T,].
(b) X ist dann und nur dann affin, wenn gilt n = 1.

Aufgabe 3. Sei ¢ : Y — X ein Morphismus von Schemata. Fiir ein offenes
Unterschema U C X sei ¢y : i }(U) — U der induzierte Morphismus. Zeigen
Sie:

(a) Ist ¢ eine abgeschlossene Immersion, so ist auch ¢y eine abgeschlossene
Immersion.

(b) ¢ ist genau dann eine abgeschlossene Immersion, wenn ¢ ein Homdomor-
phismus von sp(Y') auf eine abgeschlossene Teilmenge von sp(X) ist und wenn
fiir alle affin-offenen U C X der Ringhomomorphismus /#(U) : Ox(U) —
Oy (=H(U)) surjektiv ist.

Aufgabe 4. Seien A = P, ., A,, B = D,~, Bn graduierte Ringe und ¢ :
A — B ein homogener Ringepimorphismus vom Grad 1 (d.h. es gilt ¢(4,,) =
B, fiir alle n € Ny). Seien U C Proj B und ¢* wie in Aufgabe 2, Ubung 6
definiert. Zeigen Sie, dass gilt U = Proj B und dass ¢* : Proj B — Proj A
eine abgeschlossenen Immersion ist.

Aufgabe 5. Sei X ein Schema und A eine abgeschlossene Teilmenge von
sp(X). Zeigen Sie, dass es eine (bis auf Isomorphie) eindeutige abgeschlossene
Immersion ¢ : Y — X gibt mit (i) Y ist reduziert und (ii) «(Y) = A.



Aufgabe 6.* Sei X ein Schema. Fiir s € Ox(X) setze X;: ={r € X | s, €
Ox ..} Zeigen Sie:

(a) Es gilt: X =X, <= seOx(X)"
(b) Fiir U C X offen gilt U N X, = Uy, .
(c) Ist X affin, so ist X eine standard-offene Menge von X.

(d) X ist offen.

(e) Sei f : Y — X ein Morphismus von Schemata. Dann gilt f~(X,) = Yy ().
(

f) Die Restriktion Ox(X) — Ox(X;) induziert einen kanonischen Ringho-
momorphismus 1 : Ox(X)s — Ox(X5). Ist X affin, so ist 9, ein Isomor-
phismus.

.....

U; fiir alle 4,5 € {1,...,r} affin ist, so ist 95 : Ox(X)s = Ox(X;) ein
Isomorphismus fiir alle s € Ox (X).

(h) Es gebe s1,...,s, € Ox(X) mit

(i) X, ist affin firi=1,...,r;

(i) fir das von sq,...,s, erzeuge Ideal gilt (sq,...,s,) = Ox(X).

Dann ist X affin.



