
Musterlösungen zu einigen Klausuraufgaben der

1. Klausur zur Linearen Algebra 1

Aufgabe 3. (a) Sei v ∈ Kern(f). Da Kern(f) ein Untervektorraum von V

ist gilt 0 ∈ Kern(f). Es folgt f 2(v) = f(f(v)) = f(0) = 0, d.h. v ∈ Kern(f 2).

(b) Sei v ∈ Bild(f) ∩ Kern(f). Wegen v ∈ Bild(f) gibt es ein w ∈ V mit
f(w) = v und wegen v ∈ Kern(f) gilt f(v) = 0. Es folgt f 2(w) = f(fw)) =
f(v) = 0, d.h. w ∈ Kern(f 2) und v = f(w) ∈ f(Kern(f 2)).

Sei umgekehrt v ∈ f(Kern(f 2)). Folglich gibt es ein w ∈ Kern(f 2) mit v =
f(w) ∈ f(Kern(f 2)). Wegen w ∈ Kern(f 2) ⊆ V gilt v = f(w) ∈ f(V ) =
Bild(f) und f(v) = f(f(w)) = 0, d.h. v ∈ Bild(f) ∩ Kern(f).

(c) Betrachte die lineare Abbildung g = f |Kern(f2) : Kern(f 2) → V, v 7→

g(v) : = f(v). Es gilt Kern(g) = Kern(f) ∩ Kern(f 2)
2(a)
= Kern(f) und

Bild(g) = f(Kern(f 2))
2(b)
= Bild(f) ∩ Kern(f). Mit Hilfe der Dimensions-

formeln für f, f2 und g erhalten wir

dim(Bild(f) ∩ Kern(f)) = dim(Bild(g)) = dim(Kern(f 2)) − dim(Kern(g))

= dim(Kern(f 2)) − dim(Kern(f))

= (dim(V ) − rg(f 2)) − (dim(V ) − rg(f))

= rg(f) − rg(f 2)

Aufgabe 4 Da v = (v1, . . . , vn) linear unabhängig ist, ist es eine Basis von
U : = L(v1, . . . , vn). Sei φ = φv : Kn → U das Koordinatensystem von v,
d.h. φ ist der eindeutig bestimmte Isomorphismus Kn → U , der den i-ten
Standardbasisvektor ei auf vi abbildet. Für ein beliebiges x = (x1, . . . , xn) ∈
Kn gilt

φ(x) = φ(
n
∑

j=1

xjej) =
n
∑

j=1

xjφ(ej) =
n
∑

i=j

xjvj

Folglich ist wi das Bild der i-ten Zeile von A unter φ. Da die Eigenschaft
“Linear Unabhängig” eines n-Tuples von Vektoren unter Isomorphie erhalten



bleib folgt:

(w1, . . . , wn) ist linear unabhängig ⇔ Die Zeilen von A sind linear unabhängig

⇔ A hat Rang n

⇔ A ist invertierbar

Aufgabe 5 (a) und (b). Sei X : =





−1 5 3
1 0 1
−2 4 1



 und Y : =





2 −1 1
1 1 3
0 1 −2



.

Dann gilt

det(X) = − det

(

5 3
4 1

)

− det

(

−1 5
−2 4

)

= 7 − 6 = 1

und

det(Y ) = 2 det

(

1 3
1 −2

)

− det

(

−1 1
1 −2

)

= 2 · (−5) − 1 = −11

Wegen det(X) 6= 0 sind die Spalten v1, v2, v3 von X linear unabhängig, bilden
also eine Basis des R

3. Nach einem Satz der Vorlesung gibt es genau eine
lineare Abbildung f : R

3 → R
3 mit f(vi) = wi für i = 1, 2, 3.

Sei e = (e1, e2, e3) die Standardbasis des R
3 und A = M e

e (f) die Darstellungs-
matrix von f bzgl. des Basenpaars (e, e). Es gilt dann f = ℓA, d.h. Avi = wi

für i = 1, 2, 3 und damit AX = Y . Damit folgt

det(f) = det(A) = det(A) det(X) = det(AX) = det(Y ) = −11.

Aufgabe 7 Wegen

β(x, x) =
n
∑

i=1

x2
i −

n−1
∑

i=1

1

2
xixi+1 −

n
∑

i=2

1

2
xi−1xi =

n
∑

i=1

x2
i −

n−1
∑

i=1

xixi+1

für x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n ist zu zeigen:

n
∑

i=1

x2
i ≥

n−1
∑

i=1

xixi+1(1)

n
∑

i=1

x2
i =

n−1
∑

i=1

xixi+1 ⇒ x1 = . . . = xn = 0(2)



Beweis von (1) und (2). Es gilt:

n
∑

i=1

x2
i =

1

2

(

x2
1 + x2

n +
n−1
∑

i=1

(x2
i + x2

i+1)

)

=
1

2

(

x2
1 + x2

n +
n−1
∑

i=1

((xi − xi+1)
2 + 2xixi+1)

)

=
1

2

(

x2
1 + x2

n +
n−1
∑

i=1

(xi − xi+1)
2

)

+
n−1
∑

i=1

xixi+1 ≥
n−1
∑

i=1

xixi+1

In der letzten Ungleichung steht genau dann Gleichheit, wenn in der ersten
Summe alle Summanden = 0 sind, d.h. wenn gilt x1 = xn = 0 und x1 − x2 =
. . . = xn−1 − xn = 0. Es folgt (2).

Alternativer Beweis von (1) und (2) mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Un-
gleichung:

Sei < , > das Standardskalarprodukt auf dem R
n−1 und ‖ ‖ die induzierte

Norm. Für v = (x1, . . . , xn−1) (bzw. w = (x2, . . . , xn)) gilt

√

√

√

√

n
∑

i=1

x2
i ≥

√

√

√

√

n−1
∑

i=1

x2
i = ‖v‖, (bzw.

√

√

√

√

n
∑

i=1

x2
i ≥

√

√

√

√

n
∑

i=2

x2
i = ‖w‖)

wobei Gleichheit dann und nur dann besteht, wenn gilt xn = 0 (bzw. x1 = 0).
Zusammen mit der Cauchy-Schwarzsche Ungleichung erhalten wir

(3)
n
∑

i=1

x2
i =





√

√

√

√

n
∑

i=1

x2
i





2

≥ ‖v‖‖w‖ ≥< v,w >=
n−1
∑

i=1

xixi+1

Es folgt (1).

Zum Beweis von (2) nehmen wir an, dass
∑n

i=1 x2
i =

∑n−1
i=1 xixi+1. Die beiden

Ungleichungen in (3) sind in diesem Fall also Gleichungen. Ist v = 0 so folgt
x2

n = 0, d.h. xn = 0 und damit x = 0. Ebenso zeigt man: w = 0 ⇒ x = 0.

Bleibt der Fall v 6= 0 6= w zu untersuchen. Wegen ‖v‖, ‖w‖ > 0 folgt:

√

√

√

√

n
∑

i=1

x2
i = ‖v‖ = ‖w‖, < v, w >= ‖v‖‖w‖



Die erste Gleichung impliziert x1 = xn = 0 und die zweite, dass der Winkel,
der von den beiden Vektoren v, w eingeschlossen wird = 0 ist. Also ist w

positives skalares Vielfaches von v, d.h. es gilt w = λv für ein λ ∈ R mit
λ > 0. Es folgt λxi = xi+1 für alle i = 1, . . . , n − 1. Wegen x1 = 0 folgt
sukzessive x2 = . . . = xn = 0 im Widerspruch zur Annahme v 6= 0 6= w. Also
ist x = 0.


