1 Kapitel: Grundlagen

1.1 Mengen und Abbildungen

1.1.1 Die folgende Definition stammt von Georg Cantor, dem Begriinder
der Mengenlehre:

Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter wohlunterschiedener Ob-
jekte unserer Anschauung oder unseres Denkens — welche die Elemente der
Menge genannt werden — zu einem Ganzen.

1.1.2 Beispiele: N={1,2,3,4,...} := die Menge der natiirlichen Zahlen.
N() = {0, .. }

Z:={.. —1,0,1,2,...} = die Menge der ganzen Zahlen.

Q:= { ‘ D, q 6 Z ,q # 0} die Menge der rationale Zahlen.

R:= dle Menge der reellen Zahlen.

() = leere Menge.

Hier bedeutet := “Gleichheit per Definition”.

Sei M eine Menge. Gehért ein Objekt x zu der Menge M (d.h. ist z ein
Element von M) so schreiben wir

re M

(x € M ist also eine abkiirzende Schreibweise fiir die Aussage “z ist ein
Element von M”).

x ¢ M bedeutet: z ist kein Element von M.

Zum Beispiel gilt —2 € Z aber —2 ¢ N.

Man kann Mengen dadurch beschreiben, dass man ihre Elemente zwischen
zweil geschweifte Klammern schreibt. Dieses Hinschreiben kann auf verschie-
dene Weise geschehen. Beispielsweise bezeichnet {1,2,3} die Menge die aus
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den Zahlen 1,2 und 3 besteht. Auf die Reihenfolge kommt es dabei nicht an
{1,2,3} = {3,1,2} = {3,3,1,2,1}.

Eine andere Moglichkeit besteht darin, Elemente die man nicht nennt durch
Punkte anzudeuten (sofern klar ist was damit gemeint ist). Z.B. bezeichnet
{1,2,...,10} bezeichnet die Menge {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

Schliesslich kann man Mengen beschreiben in dem man nach der Klammer
{ zun”achst einen Buchstaben, der die Elemente der Menge bezeichnen soll,
hinschreibt, dann einen senkrechten Strich macht und dahinter genau hin-
schreibt welches die Elemente sind. Z.B. kann man statt {1, 2,3} auch

{z | z ist ganze Zahl und 1 < z < 3} oder {z € N | z < 3} schreiben.

Seien A und B Mengen. A C B bedeutet “A ist Teilmenge von B”, d.h. jedes
Element von A ist auch ein Element von B (d.h. fiir alle z gilt x € A =z €
B).

1.1.3 Beispiele: ) C M, M C M.
PC{1,2,3}C{1,2,...,10} CNCZCQCR
Es gilt
A=B <= (ACB)A(BCA)
wobei A das mathematische Symbol fiir “und” ist. Wir schreiben A ¢ B

wenn A ist keine Teilmenge von B und A ; B, wenn A eine echte Teilmenge
von B ist,d.h. AC B und A # B.

1.1.4 Definition: Es seien A und B Mengen. Als den Durchschnitt AN B
bezeichnet man die Menge der Elemente, die sowohl in A als auch in B
enthalten sind.

AﬂBz{x‘xeAundeB}

Die Vereinigung AU B (“A vereinigt B”) ist die Menge der Elemente, die in
A oder in B (oder in beiden) enthalten sind.

AUB:{x|x€Aoderx€B}

AN B={z € A|x ¢ B} heifit Differenzmenge oder auch das Komplement
von B in A.

Als nédchstes wird erldutert was mit dem Produkt von Mengen gemeint ist.



Ein Paar besteht in der Angabe eines ersten und eines zweiten Elements.
Bezeichnet a das erste und b das zweite Element, so wird das Paar mit (a, b)
bezeichnet. (a,b) = (d’,b’) bedeutet also a = a', b=1'.

Der Unterschied zwischen (a,b) und {a, b} ist folgender: Beim Paar kommt
es auf die Reihenfolge an, also (a,b) # (b,a) (falls a # b) wihrend {a, b} =

{b,a}.

1.1.5 Definition: Sind A und B Mengen so heifit die Menge A X B =
{(a,b) | a € A und b € B} das (kartesische) Produkt der Mengen A und B.

Zur Veranschaulichung betrachten wir den Fall
A=[1,3]={z€eR|1<z<3}
B=[25={ycR|2<y<5}

A x B ist die Punkte des Rechtecks in dem folgenden Bild:

Analog zur Definition der Paare kann man auch Triple (a,b,c) oder allge-
meiner n- Tupel (a1, ..., a,) erkliren (wobei n eine beliebige natiirliche Zahl
ist).

Sind Ay, ..., A, Mengen, so heifit die Menge
A x.ox Ay ={(a1,...,a,) | a1 € A a0 € Ay,.. . a, € Ap}
das (kartesische) Produkt der Mengen A, ..., A,. Anstatt
Rx...xR

n-mal
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schreiben wir auch R". R? ist also die Menge der Punkte der (Koordinate-)
Ebene.

Als nidchstes mochte ich erkldren was Abbildungen zwischen zwei Mengen
sind. Dies ist eine Verallgemeinerung des Funktionsbegriffs.

1.1.6 Definition: Seien X und Y Mengen.

Eine Abbildung (oder auch Funktion genannt) f von X nach Y ist eine
Vorschrift, die jedem x € X genau ein Element f(z) € Y zuordnet. Dabei
heifit X der Definitionsbereich von f.

Statt “f ist eine Abbildung von X nach Y” schreibt man kurz

f: X =Y o f(x).

1.1.7 Beispiele: (a) Sei R, = {z € R | > 0}. Die Wurzelfunktion
w: Ry — R ist gegeben durch z — /x.

(b) f:Z — Ny, — 22

Man kann eine Abbildung f : X — Y auch mengentheoretisch verstehen als
die Teilmenge

Ty ={(z,f(2)) | z € X}

von X X Y. I'y heift Graph von f. Zwei Abbildungen fi, fo : X — Y sind
genau dann gleich, wenn die Mengen I'y, und I'y, iibereinstimmen.

1.1.8 Definition: Sei f: X — Y eine Abbildung und AC X und BCY
Teilmengen. Dann heifit die Teilmenge

F(A) ={f(z) |z € A}
die Bildmenge von A, oder das “Bild von A” und die Menge
f71(B)={z| f(z) € B}
heifit die Urbildmenge von B, oder einfach das “Urbild von B”.



1.1.9 Definition: (a) Eine Abbildung f : X — Y heifit injektiv, wenn
keine zwei Elemente von X auf dasselbe Element von Y abgebildet werden.

b) Eine Abbildung f : X — Y heifit surjektiv, wenn es fiir jedes y € Y ein
x € X gibt mit f(z) = y. Man sagt dann auch, daf§ f eine Abbildung von X
auf Y ist.

c¢) Eine Abbildung f : X — Y heifit bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv
ist.

1.1.10 Beispiel: Betrachte ¢ : R — R mit g(z) = 22. Wegen ¢(R) =R, =
{yeR | y > 0} ist g nicht surjektiv und wegen ¢(—1) = ¢(1) = 1 ist ¢ auch
nicht injektiv. Betrachten wir aber ¢ als Funktion von R, nach R, (also
q: R, - R,z 2?) so ist ¢ sogar bijektiv.

Ist y € Y so definieren wir das Urbild von y unter f durch {z € X | f(z) =y}
(= f7'({y}))- Dann gilt:

f ist injektiv <= Das Urbild jedes y € Y hat hochstens ein Element,

f ist surjektiv <= Das Urbild jedes y € Y hat mindestens ein
Element,

f ist bijektiv <= Das Urbild jedes y € Y hat genau ein Element.

1.1.11 Definition: Ist f : X — Y bijektiv, so heif}t
Fl:y =X
y=[f(@)—a

die Umkehrabbildung von f. Man bezeichnet f~! auch als “f hoch minus 1”
oder als “f invers”.

Ist f: X — Y bijektiv und f~! : Y — X die Umkehrabbildung, so gibt es
einen Zusammenhang zwischen der Abbildung f~! und dem Urbild f~*(B)
einer Teilmenge B C Y. Es ist nimlich f~!(B) gleich dem Bild von B unter
der Abbildung f~! : ¥ — X. Im allgemeinen (d.h. wenn f nicht bijektiv
ist) hat f~!(B) aber nichts mit der Umkehrabbildung zu tun. Diese existiert
nimlich nur fiir bijektives f wihrend man das Urbild f~!(B) von B immer
bilden kann.

Als néchstes erldutere ich was mit der Komposition von Abbildungen gemeint
ist.



1.1.12 Definition: Sind f : X — Y und g : Y — Z Abbildungen so sei
die zusammengesetzte Abbildung g o f durch

X — Z,x—g(f(x))

definiert. Die Abbildung go f heifit die Komposition von f mit g oder einfach
“f komponiert ¢” oder “g nach f”.

Optisch einprigsamer kann man sich dies als Diagramm merken:

f 9
X—Y—7
\_/
gof

1.1.13 Beispiele: (a) Sei f(z) = |z|, f : R = R} und ¢g(z) = /z, g :
R, — R. Dann gilt:

(90 f)(@) = V][ :R=R
(fog)(@)=f(Va)=Vz Ry >R,
(b) Sei f : X — Y bijektiv mit Umkehrabbildung f~': Y — X. Dann gilt:

flof=Idxund fof!=Idy

Fiir eine Menge M bezeichnet dabei Id,, die Abbildung

Idy : M — M

T — .

Sie heifit die Identitdt auf M.

Zum Abschluss diese Paragraphen fiihre ich noch eine weitere Bezeichnung
ein:

1.1.14 Definition: Ist f : X — Y bijektiv und A C X eine Teilmenge
von X so heifit
flar:A—=Y,a— f(a)

die Einschriankung von f auf A.



1.2 Reelle Zahlen

1.2.1 Set G eine Menge und o : G X G — G eine Abbildung (eine solche
Abbildung wird auch Verknipfung genannt). Fiir z,y € G schreiben wir zoy
anstatt o((x,y)). Die Verkniipfung heifit assoziativ, falls fiir alle z,y,z € G
gilt:
(xoy)oz=2x0(yoz)
Sie heifit kommutativ, falls
Toy=yox

fiir alle z,y, z € G.

1.2.2 Beispiel: (R, +), (R, ) sind assoziativ und kommutativ. (R, —), (R~
{0}, +) sind weder assoziativ noch kommutativ.

Ein Element e € G heifit neutrales Element (bzgl. o) wenn zoe=eoz =z
fiir alle z € G.

1.2.3 Lemma: Sind e,¢’ € G neutrale Elemente (bzgl. o), so gilt e = ¢/,
d.h. das neutrale Element — sofern es existiert — ist eindeutig bestimmt.

Beweis: e =eoce =¢ O

Sei (G,o0,e,) ein Tripel bestehend aus einer Menge G, einer Verkniipfung
o: G X G — G und neutralem Element e € G. Ist + € G so heifit y € G
linksinverses (bzw. rechtsinverses) Element zu z falls yox = e (bzw. zoy = e).

1.2.4 Lemma: Sei o : G x G — @ eine assoziative Verkniipfung mit
neutralem Element e € G. Ist y € G linksinverses und z € G rechtsinverses
Element zu z € G, so gilt y = z. Insbesondere ist 27! := y = z eindeutig
bestimmt. Es heift das zu = inverse Element.

Beweis: yoe =yo (roz)=(yoxr)oz=eo0z =2z O

Wegen eoe =e gilt: e ! =e.

1.2.5 Definition: Ein Paar (G, o) bestehend aus einer Menge G und einer
Verkniipfung o : G x G — G heift eine Gruppe, wenn gilt:

(G1) o ist assoziativ,



(G2) es gibt ein neutrales Element e € G mit goe = eog = g fiir alle g € G,

(G3) zu jedem g € G existiert ein inverses g ' € G mit gog ' =g log=ce.

Ist die Verkniipfung o zusitzlich kommutativ, so heifit G' abelsche Gruppe.

1.2.6 Beispiele: (a) (Z,+), (Q+), (R,+) und (Q \ {0},1) sind abelsche
Gruppen.

(b) Sei M eine Menge # () und S(M) die Menge aller bijektiven Abbildungen
f:M — M von M in sich. Dann ist S(M) versehen mit der Komposition o
eine Gruppe. (S(M), o) ist nicht abelsch falls M mindestens drei verschiedene
Elemente besitzt.

(c) Sei GLy(R) die Menge der invertierbaren reellen 2 x 2-Matrizen. G Ly (R)
zusammen mit der Matrizenmultiplikation ist eine Gruppe. Sie ist nicht
abelsch.

Erinnerung: Eine Matrix A = “ Z heiflt invertierbar, falls es eine
Matrix B= (£ Y) gibt mit A-B=B-A=E= (1Y)
z w 01

1.2.7 Lemma: Sei (G, 0) eine Gruppe.
(i) Man kann in G “kiirzen”, d.h. sind a,b, c € G so gilt:

coa=cob=a=b,

aoc=boc=a=0.

(ii) Seien a,b € G, so sind die Gleichungen a oz = b und y o a = b eindeutig
durch ein x € G bzw. y € G lésbar.

Beweis: Zu (i):
coa=cob=
=clo(coa)=cto(cob)
= (cloc)oa=(ctoc)ob
=eoa=¢cob
= a=b.

Analog beweist man die zweite Aussage.
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Zu (ii):

aox=0b <= a'o(aoz)=alob
< (a'oa)ox=a""ob
< eox=a 'ob
< r=a"'o0b

[l

1.2.8 Aufder Menge der reellen Zahlen R gibt es die beiden Verkniipfungen
+:RXxR—=Rund - -:R xR — R. Fiir sie gelten:

(K1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 € R und zu
z € R inversem Element —z.

(K2) (R~ {0},-) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1 und zu
z # 0 inversem Element z™" oder <.

(K3) z(y+2) =2y +xz Vr,y,z€R
Dies ist das Distributivgesetz.

Dabei ist “V” eine abkiirzende Schreibweise fiir den Ausdruck “fiir alle” (V
wird als Allquantor bezeichnet).

Der Ausdruck 3 bedeutet “es gibt” (Existenzquantor). Der Ausdruck “Jz €
R : 22 = 2” ist also eine abkiirzende Schreibweise fiir die Aussage:

“Es gibt eine reelle Zahl z mit 22 = 27.

Die reellen Zahlen R bilden einen Korper.

1.2.9 Definition: Ein Tripel (K, +,) bestehend aus einer Menge K und
Verkniipfungen + und - heifit Kérper, wenn die Bedingungen (K1) — (K3)
fir (K, +,-) an Stelle von R gelten.

1.2.10 Beispiel: (a) F, = {0, 1} mit den Verkniipfungen

+10 1 0 1
010 1 0(0 O
111 0 110 1



bildet einen Kérper.

Sei n € N. Allgemein kann man zeigen, dass es genau dann einen Koérper
mit n Elementen gibt, wenn n eine Primzahlpotenz ist, d.h. n = p™ fiir
eine Primzahl p und m € N. Diese Kérper sind eindeutig bestimmt (bis auf
Isomorphie; dieser Begriff wird weiter unten erliutert).

(b) (@ +,-), (C,+,-) sind Kérper.

1.2.11 Anordnungsaxiome In R sind gewisse Elemente als positiv aus-
gezeichnet (Schreibweise z > 0) so dafl folgende Anordnungsaxiome erfiillt
sind:

(A1) Fiir jedes € R gilt genau eine der drei Beziehungen: z > 0, = 0,
—x >0

(A2) Sind z > 0 und y > 0, so folgt z +y > 0.

(A3) Sind z > 0 und y > 0, so folgt zy > 0.

1.2.12 Definition: Man schreibt x > y falls x — y > 0. x > y bedeutet
x > y oder x = y. Statt x > y (bzw. £ > y) schreibt man auch y < z
(bzw. y < x).

Man kann aus den Axiomen (A1) — (A3) die folgenden Aussagen ableiten:

2

)

)

) 1 < To, Y1 < Y2 = 21+ Y1 < Lo+ Yo;
)z <y,a>0= ax < ay;
1J0<z<y,0<a<b=0<ar < by
)
)
)
0

Wir geben nur fiir einige dieser Aussagen einen Beweis. Die restlichen Beweise
seien als Ubungsaufgaben empfohlen:

zu (1): Nach Definition ist z < 0 dquivalent zu 0 > z, was wiederum dquiva-
lent zur Aussage —x = 0 —x > 0 ist.
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zu (2 r<yAy<z<=y—x>0Az—y >0 (nach Definition)
=>z—cs=(y—z)+(2x—y)>0 (nach (A2))
<= 1z <z (nach Definition).

zu (3):x<y(gy—x>0:>(y-l—z)—(x—i—z)=y—x>0(gx+z<y+z.
zu (4): 21 < oAy < Yo => 21+ < To+y1 Ay1+ 22 < y2+ x5 (nach

(3))

=21 +y1 <Y2+22 (nach (2)).

zu (6): Wir betrachten zwei Fille.

1. Fall: z = 0. Dann ist az = 0 wihrend by > 0 (nach (A3)), also insgesamt
ar =0 < by.

2. Fall: £ # 0. Dann ist 0 < a < bund 0 < z < y. Wegen b — a > 0 folgt
bx —ax = (b—a)x > 0 (nach (A3)) und damit ax < bz. Ferner folgt aus
b>0und z <y (& 0<y—x) auch 0 < b(y — z) = by — bx (wieder nach
(A3)), also bx < by. Die beiden Aussagen ax < bx und bx < by implizieren
nach (2) die Behauptung: azx < by.

zu (8): Fiir z € R, x # 0 gilt nach (Al): z > 0 oder —z > 0. Im ersten Fall
folgt die Behauptung aus (A3): 22 = zz > 0.

In zweiten Fall gilt: 22 = (—z)2 > 0  (die zweite Ungleichung folgt wieder
aus (A3).

zu (10): Dies ist ein Spezialfall von (8) (fiir z = 1).

Um die reellen Zahlen vollstindig axiomatisch zu charakterisieren benotigen
wir noch zwei weitere Axiome.

(A4) (Archimedisches Axiom) Fiir je zwei positive reelle Zahlen x,y gibt es
eine natiirliche Zahl n mit nz > y.

1.2.14 Definition: Ein Koérper (K, +, ) in dem gewisse Elemente als posi-
tiv ausgezeinet sind, so dafl die Axiome (A1) — (A3) gelten, heifit angeordne-
ter Kérper. Gilt iiberdies auch noch (A4) so heifit K archimedisch angeordnet.

1.2.15 Beispiele: (a) R und Q sind archimedisch angeordnete Kérper.
(b) Fy und C sind nicht angeordnet da —1 =1 > 0.

Beweis fiir Fy: Wir fiihren einen indirekten Beweis. Angenommen es gibt
in F, gewisse als positiv ausgezeichnet Elemente (die wieder durch z > 0
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gekennzeichnet werden), so dass die Axiome (A1) — (A3) gelten. Da in Fy,
141 =0 gilt, ist —1 = 1 (d.h. in Fy ist das bzgl. der Addition inverse Element
von 1 gleich 1). Das widerspricht aber dem Axiom (A1) wonach genau eines
der Elemente 1 und —1 positiv ist.

Beweis fiir C: Wieder durch indirekten Beweis. Angenommen die komplexen
Zahlen lassen sich anordnen. Dann gelten die Regeln (1) — (10) auch fiir C.
Aus (8) und (10) folgt dann —1 = 4*> > 0 und 1 > 0 im Widerspruch zu (A1).
U

1.2.16 Um das letzte Axiom formulieren zu kénnen benétigen wir den Be-
griff der oberen Schranke einer Teilmenge von R. Sei M C R, M # (). Eine
Zahl s € R heif3t obere Schranke von M falls

m<s fiir alle m € M.
Besitzt M eine obere Schranke, so heifit M nach oben beschrinkt.

Ein s € R heif3t kleinste obere Schranke von M, wenn gilt:

(1) s ist obere Schranke von M;

(2) Ist t eine weitere obere Schranke von M so ist s < t.

1.2.17 Lemma: Besitzt M eine kleinste obere Schranke, so ist diese ein-
deutig.

Beweis: Seien sy, sy kleinste obere Schranken von M, so folgt s; < sy und
S9 S S1, also S1 = 8S9. O

1.2.18 Definition: Sei M C R, M # (). Die kleinste obere Schranke von
M bezeichnen wir mit sup M, dem Supremum von M. Hat M keine obere
Schranke, so setzen wir sup M: = +o0.

(A5) (Vollsténdigkeitsaxiom): Jede nichtleere Teilmenge M C R, die nach
oben beschrinkt ist, besitzt ein Supremum.
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1.2.19 Definition: Ein archimedisch angeordneter Korper, der das Vollstindig-
keitsaxiom erfiillt, heifit vollstdndiger, archimedisch angeordneter Korper.

R ist also vollstindig, wiahrend Q es nicht ist. Wir werden n&mlich gleich
sehen, dass das Axiom (A5) impliziert, dass v/2 € R, d.h. die Gleichung
2? = 2 besitzt eine Losung x in R. Wire Q vollstéindig, so wiirde folglich
auch v/2 € Q gelten. Bekanntlich ist v/2 aber irrational.

1.2.20 Bemerkung: Man kann zeigen, dafl R der einzige vollstindig, ar-
chimedisch angeordnete Korper ist (bis auf Isomorphie), d.h. die Axiome
(K1) - (K3), (A1) — (A5) charakterisieren R eindeutig. Genauer gilt: Sei
(K, 4k, k) ein vollstindiger, archimedisch angeordneter Kérper, dessen po-
sitive Elemente durch z >k 0 bezeichnet werden. (Um auch die Addition und
Multiplikation in K von derjenigen in R zu unterscheiden habe ich diese mit
dem Index K versehen). Dann gibt es eine bijektive Abbildung ¢ : R — K,
so dass fiir alle z,y € R gilt

(1) oz +y) = o) +x ¢(y), o(z-y)=d(z) & o(y),
und ferner fiir alle x € R
x> 0<= ¢(x) >k 0.

Eine bijektive Abbildung zwischen Kérpern, die (1) erfiillt, heifit Isomorphis-
MUS.

1.2.21 Satz: V2 € R, d.h. es gibt ein z € R, > 0 mit 22 = 2.

Beweis: Wir betrachten dazu die Menge
M ={zeR|z*<2}.

M ist durch s = 2 nach oben beschriankt. Nach dem Vollstédndigkeitsaxiom
besitzt M eine kleinste obere Schranke xq € R. Wegen 1 € M gilt 1 < x5 < 2.
Wir wollen zeigen, daf z3 = 2.

Indirekter Beweis: Angenommen x3 # 2, also entweder x3 < 2 oder z3 > 2.
1. Fall:x%<2.Seis::¥<1=>e>0

= (zo+e)? =x3+e(2z0+¢) < 2i+ec(2xo+1) <zi+e-b=a23+(2—13) =2
= x9+¢e € M, also xqg + ¢ < x¢ da xg obere Schranke von M ist = ¢ <0
Widerspruch!

2. Fall: z3 > 2. Seis:wg;2 <l=e>0.
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= (xg—e)? =22 —e(rg—¢)>a—4=2=120—c>xfiirallex e M
= x¢ — ¢ ist obere Schranke von M = xy — ¢ > ¢ (da z¢ die kleinste obere
Schranke von M ist) = ¢ < 0, ein Widerspruch!

Also ist 3 = 2. O

1.2.22 Bemerkung: Analog kann man zeigen, dafl es zu jeder positiven
reellen Zahl z und jeder natiirlichen Zahl n eine positive reelle Zahl y gibt
mit y" = z.

Analog zu oberen Schranken kann man auch untere Schranken behandeln.
Fiir eine Teilmenge M C R, M # () heifit s € R eine untere Schranke von M
falls gilt:

m> s Ym € M.

Besitzt M eine untere Schranke, so heifit M nach unten beschrinkt. s € R
heifit groBite untere Schranke, wenn gilt (i) s ist untere Schranke und (ii) ist
t € R eine untere Schranke so ist ¢t < s.

Es gilt wieder, dass die grofite untere Schranke einer nichtleeren Menge M
eindeutig bestimmt ist, falls sie existiert.

1.2.23 Definition: Sei M C R, M # (). Die grofite untere Schranke s von
M wird als das Infimum von M bezeichnet (in Zeichen: s =: inf M). Hat M
keine untere Schranke so setzen wir inf M: = —oo0.

Man kénnte jetzt erwarten, dafl man zusétzlich zum Axiom (A5) noch durch
ein weiteres Axiom die Existenz von grofiten unteren Schranken fordern muss.
Das ist aber nicht nétig, da (A5) dies bereits impliziert. Fiir eine Teilmenge
M CR, M # () und s € R gilt ndmlich:

s ist untere Schranke von M <=

—s ist obere Schranke von —M := {—z | z € M}

Damit folgt sofort:

M ist genau dann nach unten beschrinkt, wenn —M nach oben beschrinkt
ist. In diesem Fall besitzt es eine grofite untere Schranke ndmlich — sup(—M).
Es gilt also —sup(—M) = inf(M). Diese Gleichheit gilt auch noch, wenn
M nicht nach unten beschrinkt ist, denn dann haben wir —sup(—M) =
—(+00) = —oo0 = inf(M).
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1.2.24 Beispiel:

M ‘ inf M supM

0D 0 1
01| o 1
0,1 ] o0 1

Hierbei bezeichnet (0,1) (bzw. (0,1] bzw. [0,1]) das offene (bzw. halboffene,
bzw. abgeschlossene) Intervall {x € R|0 < z < 1} (bzw. {z € R|0 < z < 1}
bzw. {x e R|0 <z < 1}).

1.2.25 Definition: Sei M C R, M # (). Ein Element m € M heifit Maxi-
mum (bzw. Minimum) von M (in Zeichen: m = max M bzw. m = min M),
falls m > z (bzw. m < z) fiir alle z € M.

Hat M ein Maximum (bzw. Minimum) so gilt offensichtlich max M = sup M
(bzw. min M = inf M). Im Allgemeinen muss aber fiir beschréinkte Men-
gen weder Maximum noch Minimum existieren, wie das Beispiel des offenen
Intervalls M = (0, 1) zeigt.

Offenbar hat jede endliche Menge ein Maximum und ein Minimum. Fiir ein

n-Tupel reeller Zahlen (z, s, ..., z,) setzen wir
max(zy, To, ..., Ty): = max{xy,Zo,...,Tn},
min(zy, T, ..., T,): = min{zy, Zs,..., Ty}

Zum Abschluss dieses Paragraphen geben wir noch die formale Definition der
Betragsfunktion an.

1.2.26 Definition: Fiir eine reelle Zahl z ist der Betrag von x definiert als

2| = z fallsx >0
| —z fallsz <0

Nach dem Axiom (A1) ist das wohldefiniert.
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1.3 Natiirliche Zahlen und vollstindige Induktion

1.3.1 Eine grundlegende Eigenschaft der Menge N = {1,2,3,4,...} der
natiirlichen Zahlen ist das eine Teilmenge M C N schon dann gleich N ist,
wenn gilt:

(1) 1e M,

2)VneN:neM=n+1leM

Dies ist eine Umformulierung des Beweisprinzip der vollstindigen Induktion:

Fiir jede natiirliche Zahl n sei eine Aussage A(n) gegeben. Falls gilt:

(I) A(1) richtig ist (Induktionsanfang).

(IT) Fiir jedes n, fiir welches A(n) richtig ist (Induktionsvoraussetzung), ist
auch A(n + 1) richtig (Induktionsschluf).

Dann gilt: A(n) richtig fiir alle n € N.

Beweis: Sei M = {n € N | A(n) ist richtig}. Nach (I) ist 1 € M und nach
(IT) gilt n € M = n+1 € M. Folglich ist M = N, d.h. A(n) ist wahr fiir alle
n €N O

1.3.2 Beispiel: Fiir jede natiirliche Zahl n gilt:
A(n) : 1+2+...+n:w

Induktionsanfang: A(1) ist richtig, da 1 = 1(12—+1)

Induktionsschlufi: Wir nehmen an, dass A(n) richtig ist (Induktionsvoraus-
setzung) und wollen daraus folgern, dass auch A(n + 1) gilt.

« 1
1+24+...4n+(n+1)=1+2+...4n)+(n+1) = 5n(n+1)+(n+1)
Die Gleichheit * folgt aus der Induktionsvoraussetzung. Da

1 n 1
5n(n+1)+(n+1) =(n+1) <§+1) = §(n+1)(n+2)

folgt 1+2+...+n+(n+1)=1(n+1)(n+2), dh. A(n+ 1) ist richtig.0]
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1.3.3 Beispiel: Jede natiirliche Zahl n > 1 ist Produkt von Primzahlen.

Erinnerung: Fine natiirliche Zahl p > 2 heifit Primzahl, wenn sie nur durch
1 und sich selbst teilbar ist.

Beweis: Sei A(n) die Aussage:
Jede natiirliche Zahl m, 2 < m < n ist Produkt von Primzahlen.
n = 1: A(1) ist richtig (die Aussage ist leer).

Induktionsschluss n — n + 1: Sei also A(n) richtig. Wir miissen zeigen, daf
eine natiirliche Zahl m, die < n+ 1 ist, Produkt von Primzahlen ist. Falls m
sogar < n ist, so folgt das aus der Induktionsvoraussetzung. Es bleibt also
noch der Fall m = n + 1 zu betrachten.

1. Fall: n + 1 = p ist Primzahl. Dann ist nichts zu zeigen.

2. Fall: n 4+ 1 hat einen Teiler d mit d # 1, d # n + 1. Dann gilt:
n+1=dk, mit2<d,k<n.

= m, k sind jeweils Produkte von Primzahlen.

= n ist Produkt von Primzahlen. O

1.3.4 Summen und Produkte: Seien m < n ganze Zahlen. Fiir jede
ganze Zahl k, m < k < n sei eine reelle Zahl a; gegeben. Dann setzt man

n
Zak =Qp Tt g1 + .o+ ay

k=m

n
Hak = OOyl t - Gy
k=m

Fiir n = m — 1 fithrt man folgende Konventionen ein:

m—1
Z a, =0
k=m
m—1
H ap = 1
k=m
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1.3.5 Fakultiten und Binomialkoeffizienten: Fiir n € Ny ist n! (n
Fakultét) wie folgt definiert:

0l:=1, n!:zl-?-...-nsz

Es gilt also (n+ 1)! = n!(n + 1) fiir jedes n € Np.

Wir wollen jetzt zeigen, dass n! gerade die Anzahl der verschiedenen bijekti-
ven Abbildung einer n-elementigen Menge in sich ist. Wir betrachten speziell
die Menge {1,2,...,n}. Eine Permutation der Menge {,1,2,...,n} ist eine
bijektive Abbildung

m:{1,2,...,n} = {1,2,...,n}.

Es gilt also 7 () # n(j) fiir ¢ # j. Sei &,, die Menge aller Permutationen von
{1,2,...,n}.

1.3.6 Bemerkung: G, bildet zusammen mit der Komposition o eine Grup-
pe. Sie heisst symmetrische Gruppe.

Fiir eine Menge M mit endlich vielen Elementen bezeichnet |M| die Anzahl
der Elemente von M.

1.3.7 Satz: |&,| =n!.
Man kann diesen Satz auch wie folgt interpretieren:

Es gibt genau n! Mdoglichkeiten n Gegenstinde Gy, . .., G, nacheinander an-
zuordnen.

Ist ndmlich G;,,...,G;, eine solche Anordnung, so kommt jede der Zahlen
1,2,...,n unter den Zahlen iy, 1s,...,%, genau einmal vor, d.h.
m:4{1,2,...,n} — {1,2,...,n},k — i ist eine Permutation. Umgekehrt
liefert jede Permutation 7 € &,, eine Anordnung von (Y, ..., G,, ndmlich
Gr1), - -» Gr(n)- Also entsprechen die méglichen Anordnungen von G, ..., Gy,
eineindeutig den Permutationen von {1,2,...,n}.

Beweis des Satzes durch Induktion: Der Fall n = 1 ist klar.

n—n+1: Firie {1,...,n+ 1} sei GSL, die Menge der Permutationen
m:{l,...,n+1} = {1,...,n+ 1} mit 7(n+ 1) = 1.
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Ein Element 7 € 6%1 entspricht also einer Anordnung von n 4+ 1 Ge-
genstinden G,...,G, 1, fiir die der letzte Gegenstand G, 11 an der i-ten
Stelle steht.

Da wir die iibrig gebliebenen n Gegensténde auf den restlichen n Platzen
immer noch frei anordnen koénnen hat 65;11 genauso viele Elemente wie G,,,
also nach Induktionsvoraussetzung genau n!.

Da jedes m € 0,41 in genau einer der Menge 6531, ce 65::31) liegt folgt:

Gnial = 18|+ ...+ 6" = nl+ ...+ 0! (n+1)-mal) = (n+1)!

O

1.3.8 Definition: Seien n, k£ € Ny, 0 < k < n. Wir definieren den Bino-
mialkoeffizient (Z) durch

(n)_ n! _nn—-1)...(n—k+1)
k)  kl(n—k)! k(k—1)...1 '

Es gilt die folgende Rekursionsformel:

1.3.9 Lemma: (Zﬁ) =)+ (k_ﬁl) fir 0 < k < n.

Beweis:

<Z> * (qu) - k!(nni PIRECE 1)!(nni (k+1)!

~ JF(ZL)J!F(T?i B! (ii + Z:rlf) = (Z:)

d

1.3.10 Satz: Seien n € Nk € Ny mit 0 < k < n. Die Anzahl der k-
elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge M ist (Z)

Beweis: Es bezeichne C} die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-
elementigen Menge M = {ay, ..., a,}.

Vorbemerkung: Es gilt Cf' = 1, da die leere Menge die einzige Teilmenge mit
0 Elementen ist und C] = 1, da M die einzige n-elementige Teilmenge von
M ist.
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Die Gleichheit C}} = (Z) wird durch Induktion iiber n gezeigt.

n=1: Ci=1=(), Ct=1=(}).

n —+n+1:Ist k =0 oder k = n+ 1 so gilt nach der Vorbemerkung
cpt=1= (7).

Sei jetzt 1 < k < n. Die k-elementigen Teilmengen von M = {ay, ..., 4y, Gni1}
zerfallen in zwei Klassen Xy und K;, wobei K, alle Teilmengen umfasst, die
Gns1 nicht enthalten und X; alle Teilmengen die a, 1 enthalten. Die Anzahl
der Teilmengen in K ist gleich der Anzahl der k-elementigen Teilmengen in
{a1,...,a,}, also nach Induktionsvoraussetzung = C} = (Z) Die Mengen
der Klasse X; bestehen aus k — 1 Elementen aus {ay,...,a,} und aus dem
Element a,;. Nach Induktionsvoraussetzung besteht X; aus C}_; = (kfl)
Mengen. Damit ergibt sich mit Hilfe des obigen Lemmas:

w-()+(5)- (1)

O

1.3.11 Satz: Seien n € N, z,y € R. Dann gilt die verallgemeinerte Bino-
mische Formel o
n __ n k, n—k
(x+y) —Z (k)x y" "
k=0
Beweis durch Induktion: Der Fall n = 1 ist klar.

n—n+1:

@+y)" " =@+y)"@+y) = (k) 2y ) (@ +y) =



wobei die Gleichheit * aus der Induktionsvoraussetzung und #*x aus obigem
Lemma folgt. (]
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1.4 Komplexe Zahlen

Die komplexen Zahlen sind aus dem Wunsch heraus entstanden den Zahlbe-
reich der reellen Zahlen so zu vergréssern, dass die Gleichung 22 + 1 = 0 ein
Losung besitzt. Eine Losung dieser Gleichung wird mit ¢ bezeichnet. Komple-
xen Zahlen sind Ausdriicke der Form x+4y mit denen man “genauso rechnet”
wie mit reellen Zahlen wobei man beriicksichtigt, dass i> = —1. Die formale
Definition der komplexen Zahlen ist wie folgt:

1.4.1 Definition: Eine komplexe Zahl ist ein Element z = (z,y) der Menge
R? =R x R

Komplexe Zahlen werden wie folgt addiert und multipliziert:

(A) (z,9) + (u,v) == (x+u,y +v)

(M) (z,y) - (u,v) := (zu — yv, xv + yu)

1.4.2 Satz: Die Menge der komplexen Zahlen zusammen mit der Addition
(A) und der Multiplikation (M) bildet einen Korper der mit C bezeichnet
wird.

Beweis: Man rechnet leicht nach, dass die Addition (A) (bzw. die Multiplika-
tion (M)) assoziativ und kommutativ sind. Das Distributivgesetz gilt wegen:

(,y) - ((u1,01) + (uz,v2)) =

(

(z(uy + uz) — y(v1 + v2), z(vy + v2) + y(uy + uz)) =
=(zu; — Yyv1 + Tus — Yo, TV + YU + Ty + Yuz) =

(xuy — yv1, 201 + yur) + (Tug — Yvg, TV + Yus) =
=(z,y) - (u1,v1) + (2, ) - (U2, v2).

Das neutrale Element bzgl. der Addition ist (0,0) und das Inverse von (z,¥)
ist (—z, —y). Das neutrale Element bzgl. der Multiplikation ist (1,0), denn

(,9)-(1,0)=(21-y0,20+y1) = (z,y) = (1,0) - (z,¥)

fiir alle komplexe Zahlen (x,y). Schliesslich bleibt noch zu zeigen, dass eine
komplexe Zahl (x,y) # (0,0) ein Inverses bzgl. der Multiplikation besitzt.
Wegen x # 0 oder y # 0 ist 22 + y? > 0. Da

2 2
x -y T Y —zY Yy
»9)° ) = + ; + = 1,0
() <$2+y2 x2+y2> (a:2+y2 2+ a? + y? x2+y2> (.0
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ist (z,y)': = (xny% ﬁ) das Inverse von (z,y) bzgl. der Multiplikation.

Wir haben also gesehen, dass C mit der Addition (A) und der Multiplikation
(M) den Korperaxiomen (K1) — (K3) geniigt. O

1.4.3 R als Unterkdrper von C: Fiir komplexe Zahlen der Gestalt (z, 0)
gilt:

(,0) + (y,0) = (z + y,0)
(37, 0) ’ (ya 0) = (my, 0)

Die komplexen Zahlen der Gestalt (x,0) werden also wie die entsprechenden
reellen Zahlen z addiert und multipliziert. Wir wollen im Folgenden nicht
mehr zwischen z € R und der komplexen Zahl (z,0) unterscheiden. Wir
schreiben also einfach z fiir (z,0) und fassen auf diese Weise R als Teilmenge
von C. Insbesondere schreiben wir einfach 0 fiir (0,0) und 1 statt (1,0). Fiir
jede komplexe Zahl gilt dann 2z +0=2, 2-1 = 2.

Da fiir reelle Zahlen die Addition (A) und Multiplikation (M) mit der gewhn-
lichen Addition und Multiplikation iibereinstimmt spricht man davon, dass
R ein Unterkérper von C ist.

1.4.4 Bemerkung: Wenn man sehr genau sein mdchte, kann man den
Zusammenhang zwischen R und C wie folgt beschreiben: Die Abbildung

L:R—R:={(z,0) | z € R}
z +— (z,0)

ist ein Isomorphismus, d.h. ¢ ist bijektiv und es gilt: t(x + y) = ¢(z) + (y),
t(zy) = o(z)e(y) V z,y € R. Also ist R zum Unterkérper R von C isomorph

(d-h. R und R sind gleichstrukturiert).

1.4.5 Die imaginire Einheit: Darunter versteht man die komplexe Zahl
i:=(0,1).

Es gilt: 2 = 4-: = (0,1)(0,1) = (—1,0) = —1, d.h. ¢ und —i sind die Lésungen
der Gleichung 22 +1 = 0.

Fiir eine komplexe Zahl z = (z,y) gilt:
z=(2,0) 4+ (0,y) = (z,0) + (0,1)(y,0) = = + 1y
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Dies ist die kartesische Darstellung von z. Die reellen Zahlen x und y heiflen
der Real- bzw. der Imaginérteil von z (in Zeichen: z := Re(z), y := Im(z)).
Man kann eine komplexe Zahl z also geometrisch als einen Punkt der Ebene
R? mit z-Koordinate Re(z) und y-Koordinate Im(z) deuten. Man spricht
deshalb auch von der komplexen Zahlenebene.

1.4.6 Die komplexe Konjugation: Fiir eine komplexe Zahl z = (z,y) =
T + 1y setzt man

z=(z,~y)=x—1y

Es gilt: 2z = (z + 1y)(z — iy) = 2% — i?y? = 22 + y? d.h. 2Z ist reell und > 0
falls z # 0.

1.4.7 Definition: Fiir z € C heifit |z| := v/2Z der Betrag von z.

Geometrisch |z| ist der Abstand von z = z + 4y vom Ursprung (oder anders
ausgedriickt: |z| ist die Lange des Vektors (z,y)). Das ergibt sofort aus dem
Satz des Pythagoras.

Es gelten die folgenden Rechenregeln:

(1) Re(2) = §(z+72), Im (2) = &(2 — 2);

(2) 2=%72 <= z€R;

(3) z+w=7zZ+w, zw = Zw;,

(4) z=2

(5) [z] = [z];

(6) |z - w| = [z] |wl;

(7) (2,0) = lz[ VzeR

(8) [Re(z)| < |z[, Im(2)] < |z;

(9) |z4+ w| < |z| +|w| (Dreiecksungleichung).

Wir beweisen nur (9) (der Nachweis von (1)—(8) sei als Ubungsaufgabe emp-
fohlen). Geometrisch ergibt sich (9) sofort aus der Tatsache, dass in einem
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Dreick die Summe zweier Seiten immer grosser als die Dritte ist (das wen-
det man auf das Dreieck in der komplexen Zahlenebene mit den Eckpunkten
0,2,z + w an). Ein algebraischer Beweis verlauft wie folgt:

4w =(+uw)ETw) 2 (2 +w)(Z+3) =

. - _ — B2 T o 2 _
=224 20+ wzZ+wd = |2]° 4 20 + 20 + |w|* =

(8)
Q22+ 2Re(zw) + |w]? < |22 + 2|z0] + |w]? =

CLO 22 4 202] |w| + [w]? = (|2] + w])?

Es folgt |z + w| < |z| + |w]. O

1.4.8 Darstellung der komplexen Zahlen in Polarkoordinaten: Jede
komplexe Zahl z = z+ 14y # 0 ldsst sich in der Form z = r(cos ¢+ i sin ) mit
eindeutig bestimmten 7 € R 7 > 0, ¢ € [0,27). Dies ist die Darstellung von
z in Polarkoordinaten. Dabei ist r = |z| der Betrag von z. ¢ ist der Winkel
zwischen der positiven Richtung der z-Achse und dem Vektor (z,y). Der
Winkel ¢ wird als das Argument von z bezeichnet (in Zeichen ¢ = Arg(z)).

z=(x,y)=x+iy

r=lz]

‘ im Bogenmass

Die folgenden Formeln geben die Umrechnung zwischen den kartesischen und
Polarkoordinaten von z an:

T =TCcosyp r:\/m

y=rsing  tangp =12 (Quadranten beachten).
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+¥3

1.4.9 Beispiele: (a) Die Darstellung von z = ¥>1 in Polarkoordinaten

1
ist cos (%) +isin (5), d.h. r =1 und Arg(z) = §2

(b) Sind umgekehrt die Polarkoordinaten von z, r = 2 und ¢ = %”, so ergibt
sich fiir die kartesische Darstellung von z:

2 2
T = 2cos <§> =—1, y=2sin <§) = /3.

Der Vorteil der Darstellung in Poloarkoordinaten gegeniiber der kartesischen
Darstellung ist, dass sich in der ersten das Produkt zweier komplexer Zahlen
einfacher beschreiben lisst. Sind z; = 71 (cos 1 + isin ¢1), 20 = 72(coOs o +
isin ) zwei komplexe Zahlen # 0 in Polarkoordinatendarstellung so gilt:

2129 = 1179(c0s(p1 + 2) + isin(p; + o)

Das folgt sofort aus den, aus der Schulmathematik bekannten, Additionstheo-
remen:

cos(p1 + p2) = coSs 1 €oS Yo — sin gy sin s,
sin(p1 + p2) = sin @1 cos ps + €os @1 sin ps.

Also gilt: Das Produkt zweier komplexer Zahlen z; 2, erhélt man, indem man
ihre Betriige multipliziert und ihre Argumente addiert (bis auf ein Vielfaches
von 27, d.h. Arg (z129) = Arg(21) + Arg(z2) + 27k fiir eine ganze Zahl k).

1.4.10 Beispiele: (a) Sei z =  + ¥3; = cos (&) + isin (£). Dann ist
2% = cos (6E> + isin (65) =1
3 3

Entsprechend gilt (Y2 +Y27)8 = 1, da |2 +¥2i| = 1 und Arg (32 +%24) = .
(b) Die Gleichung 2" = 1 fiir n € N besitzt die n verschiedenen Ldsungen
z = cos (Z£) +isin (2£) fir k=0,1,...,n— 1.

Das letzte Beispiel ist ein Spezialfall des folgenden Satzes.

1.4.11 Satz: Sei z € C, z # 0 eine komplexe Zahl. Dann hat die Gleichung

(2) w" =z
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genau n verschiedene Losungen. Ist z = r(cos ¢ +isin ¢) die Darstellung von
z in Polarkoordinaten, so sind

21k 2rk
Wy = C/F(cosu+isinu), k=0,1,...,n—1

n n
die verschiedenen L&sungen.
Dabei ist /r die eindeutig bestimmte n-te positive reelle Wurzel von reellen
Zahl r > 0. Beweis: Ist w = t(cos ) + isin 1)) eine Losung der Gleichung (2),
so gilt

t" =r, nY = ¢+ 2nk

fiir ein gewisses k € Z. Wegen 9, ¢ € [0, 27) ist
2rk =nyY — p < ny < 2mn,
und
2k =nY —p > —p > 27
also k € {0,1,...,n—1}.
Umgekehrt sind die wy, := /7 (cos %2” +1 sin %m) fir k=0,1,...,n—1
Losungen von (2), da |w}| = /7" = r und

Arg (wp) = nArg (wg) = o+ 2km = ¢

wobei = bedeutet, dass eine Gleichheit bis auf ein ganzzahliges Vielfaches
von 27 vorliegt. Damit folgt Arg (w}) = Arg(z), also w} = z. O

1.4.12 Bemerkung: Ublicherweise versteht man unter der Polarkoordi-
natendarstellung einer komplexen Zahl z € C z # 0, eine Darstellung der
Form

2z =re", mit 7 € R,r > 0,9 € [0, 27).

Dabei ist e = 2,718... die Eulersche Zahl.

Diese ist dquivalent zu der Darstellung z = r(cos ¢ +isin ¢), denn es gilt die
Eulersche Formel: 4
€'Y = cos @ + 1 sin .

Dazu ist aber zunichst einmal zu erkliren, was der Ausdruck e bedeutet.
Aus der Schulmathematik sollte die folgende Formel fiir die Exponentialfunk-
tion exp (z) := e® bekannt sein:

ewzexp(x)zzx—
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Fiir eine komplexe Zahl z definiert man analog

Dass man die Reihe Y 2 iiberhaupt bilden (d.h. dass sie konvergiert) werden

n=0
wir in einem spéteren Abschnitt iiber Folgen und Reihen zeigen.
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1.5 Polynome

Sei K =R oder C.

1.5.1 Definition: Ein Polynom (iiber K) ist eine Funktion der Form
K=Kz f(2) =anz”+...+a1z+a022akzk
k=0

mit ag, a1,--.,a, € K Ist a, # 0, so heifit n der Grad des Polynoms (in
Zeichen: n = deg f)

Sind alle ay = 0, so heifit f das Nullpolynom, dem wir den Grad —oo zuord-
nen.

Summen und Produkte von Polynomen sind wieder Polynome. Das Produkt
der Polynome

f(z)=a,2"+...+ a1z +ap
9(z) =bp2™ + ...+ b1z + by

ist das Polynom
f(2)9(2) = 2™ 4+ ...+ az+ o
mit

cp = ZaTbs k=0,1,...,m+ n.
r+s=k

1.5.2 Satz (Division mit Rest): Sei ¢g(z) ein Polynom # 0. Dann gibt es
zu jedem Polynom f(z) eindeutig bestimmte Polynome ¢(z) und r(z) mit

f(2) = 9(2) - q(2) + r(2)
und deg r(z) < deg g(z).

Beweis der Existenz: Ist deg f < deg g soist f = ¢g-0+ f eine Zerlegung der
gesuchten Art.

Im anderen Fall sei n :=deg f > m:=deg g, f(2) = an2" + ...+ a1z + ao,
9(2) = bp2™ + ...+ b1z + by.

= f(2) — apb,'2""g(2) =: f1(2)
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ist ein Polynom vom Grad n; < n.

Ist n; > m so subtrahieren wir von f; wieder ein Vielfaches von g, so dafl
die Differenz ein Polynom vom Grad n, < ny ist.

So fortfahrend erhélt man schliellich ein Polynom r dessen Grad < m ist.
Mit geeignetem ¢ gilt also f — gq = 7.

Eindeutigkeit: Ist f = g¢' + ' eine weitere derartige Zerlegung mit q # ¢', so
folgt:

9(a—¢)=r—r1"=deg g(g—¢') = deg (r —1') <m,
ein Widerspruch. O

Die Menge der Polynome iiber K wird mit K[z]| bezeichnet.

1.5.3 Definition: Ein Element o € K heifit Nullstelle von f(z) € Klz],
wenn f(a) = 0.

1.5.4 Lemma: Sei f(z) ein Polynom iiber K und o € K. « ist genau dann
Nullstelle von f(z), wenn f(z) durch z—« teilbar ist, d.h. es gibt ein Polynom
q(z) vom Grad deg (g) = deg (f) — 1 mit

f(2) = (z — a)q(2)
Beweis: Nach dem Satz iiber die Division mit Rest gibt es ¢(2),7(2) € K[2]
mit
f(z) = (z — a)q(z) + r(z) und deg 7(z) < deg(z —a) =1
also r(z) = ¢, ¢ € K. Folglich gilt:
fla) =0 <= r(a) =q(a)(a—a)+7r(a) =0 <= ¢c=0
U

1.5.5 Folgerung: Ein Polynom # 0 vom Grad n hat héchstens n verschie-
dene Nullstellen.

Beweis durch Induktion iiber n: Der Fall n = 1 ist klar.

n — n—+1: Sei f ein Polynom vom Grad n+1. Falls f keine Nullstelle hat ist
nichts zu zeigen. Andernfalls sei o eine Nullstellen von f. Nach dem obigen
Lemma gibt es ein Polynom g vom Grad n mit

f(z) = (z = a1)g(2)-
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Nach der Induktionsvoraussetzung hat g hchstens n Nullstellen. Damit hat f
hochstens n+ 1 Nullstellen, denn jede solche ist entweder = « oder Nullstelle
von g. U

1.5.6 Folgerung: Stimmen die Werte der Polynome
fR)=a2"+ ...+ a1z + ag
g(2) =b2" + ...+ biz+ by

an n + 1-Stellen iiberein so gilt ay = by fiir £ = 0,...,n und damit f(z) =
g(z) Vzek

In diesem Fall hat das Polynom h: = f — ¢g vom Grad < n ndmlich n + 1
Nullstellen und muss daher das Nullpolynom sein.

1.5.7 Nullstellen von quadratischen und kubischen Gleichungen:

1.5.8 Satz: Ein quadratisches Polynom f(z) = az? + bz + ¢ hat in C eine
Nullstelle.

—btvb2—4ac (
2a

Beweis: Die Nullstellen sind o = das folgt aus der p-g-Formel).

Wir wenden uns jetzt Polynomen vom Grad 3 zu:
f(2) = az® + b2> + cz + d € C[7]
Wir betrachten statt f das einfachere Polynom
p(z) = Ef <z—£> =2"+pz+q
mit, geeigneten p, g € C. Es gilt:

o ist Nullstelle von f <= o+ 2= ist Nullstelle von p(z).

Sei D := (’5’)3 + (1)2 und

2

U4y = S —%:‘:\/B

Dann ist a = u; + u_ Nullstelle von p(z) (ohne Beweis; dies ist die Formel
von Cardano).
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Beispiel: Sei p(z): = 2% — 152 — 4.

=D=-125+4=-121

S uL=vV+2+1li=2+i= a=4.

(denn (2 + )3 = (3 + 4i)(2 + ) = 2 + 114).

= «a = 4 ist Nullstelle von p(z).

= p(2) = (2 — 4)q(2)

mit ¢(z) = az? + bz + c fiir geeignete a, b, c € C. Aus einer leichten Rechnung
ergibt sich g(z) = 22 + 4z + 1. Damit sind —2 + /3 die weiteren Nullstellen
von p(z) und es gilt:

p(z) = (z—4)(z+2+V3))(z +2 —V3)).

Man kann auch noch fiir Polynome vom Grad 4 die Nullstellen explizit durch
seine Koeffizienten berechnen. Fiir Polynome vom Grad > 5 ist das i.a. nicht
mehr moglich wie der norwegische Mathematiker N.H. Abel 1826 gezeigt hat.

Der folgende Satz garantiert die Existenz von Nullstellen von Polynomen
iiber C

1.5.9 Satz (Fundamentalsatz der Algebra): Jedes Polynom # 0 iiber C
besitzt eine Nullstelle.

Der Beweis wird zu einem spéteren Zeitpunkt nachgeholt.

1.5.10 Folgerung (Satz von der Linearfaktorzerlegung): Jedes nicht kon-
stante Polynom f € C[z] (d.h. deg f > 0) besitzt eine Darstellung

fR)=alz—a1) ... (z — an)
Dabei sind die Faktoren (z—ay), . .., (2—a,,) bis auf die Reihenfolge eindeutig
bestimmt.

Beweis: Ist ; eine Nullstelle von f so gilt: f(2) = (2 — aq) f1 wobei f; eine
Polynom vom Grad deg f — 1 ist. Ist deg fi > 0 so schreiben wir wieder
fi = (2 — aa) fo wobei ap Nullstelle von f; ist, also f = (z — a1)(z — a2) fo-
So fortfahrend erhélt man schliesslich die gesuchte Darstellung. O

1.5.11 Folgerung: Jedes reelle, nicht konstante Polynom f(z) € R[z],
besitzt eine Darstellung

f)=alz—ay) ...- (2 —as)Pi(2)-...- P(2),

wobei die Pi(2),..., P,(z) Polynome der Form z? + p;z + ¢; sind, fiir deren
Distkriminante p? — 4¢; < 0 gilt.
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2 Kapitel: Lineare Algebra

2.1 1. Lineare Gleichungssysteme

Eine lineare Gleichung ist eine Gleichung der Form
ar1 + asxe + ...+ a,x, = b.

Dabei sind aq,as, ..., a,,b gegebene Zahlen (in einem festgewiihlten Zahl-
bereich; also etwa in R oder C) und zi,zo,...,x, gesuchte n Zahlen. Das
Adjektiv linear bezieht sich darauf, dass nicht etwa Quadrate oder Produkte
oder noch kompliziertere Funktionen der Unbekannten in der Gleichung vor-
kommen. Hat man nur wenige Unbekannte, so bezeichnet man sie auch mit
x,Y, 2, ... statt mit zq, x9,x3,.... Wir betrachten nun lineare Gleichungssy-
steme, also mehrere solcher Gleichungen, wie etwa

3r — 2y + 5z = 2
y + 92 = 0.

Fiir lineare Gleichungssysteme gibt es ein allgemeines Verfahren, einen Al-
gorithmus, der

e zur Losung fiihrt, wenn es eine gibt,
e alle Losungen liefert, wenn es mehrere gibt,

e gegebenenfalls meldet, dass es keine Losung gibt.

Dieses Verfahren heisst Gauflscher Algorithmus. Wir fithren ihn zunéchst an
zwei Beispielen vor.

2.1.1 Beispiel:

or + Ty = 3
20 + 3y = -1
Wir multiplizieren die erste Zeile mit —% und addieren sie zur zweiten und

erhalten das lineare Gleichungssystem

o + Ty = 3
1, _ -1l
59 = 5
Die Losung der zweiten Gleichung ist y = —11. Setzen wir diesen Wert in die

erste Gleichung ein und l6sen diese nach z auf, so erhalten wir x = 16. Das
Gleichungssystem hat also genau eine Losung, ndmlich (z,y) = (16, —11).
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2.1.2 Beispiel:

2.’131 + T2 + 3$3 = 0
4y — 1z + x3 = 10 —2 X erste Zeile
(3) 3z, + 229 + x3 = T —% X erste Zeile
2$1 + X9 + 3£E3 = 0
— 3z — bdzzg = 10
(4) ity — Izg = 7 +¢ X zweite Zeile
2,’131 + X9 + 3373 = 0
— 33 — bz = 10
(5) BTy = %
Das dritte Gleichungssystem ist sehr leicht zu 16sen. Aus der letzten Glei-
chung folgt 3 = —2. Einsetzen in die vorletzte Gleichung liefert x5 = 0, und

Einsetzen der gefundenen Werte in die erste Gleichung des dritten Systems
liefert 71 = 3. Also hat das System die einzige Losung (x1, 22, z3) = (3,0, —2).

Beachten Sie, dass man bei den Umformungen keine Information verliert:
Addiert man z.B. im Gleichungssystem (4) zur zweiten Zeile das Doppelte
der erste Zeile und zur dritten Zeile das 3-fache der ersten Zeile so erhilt
man das urspriingliche Gleichungssystem (3) zuriick. Alle Umformungen sind
umkehrbar.

Wir beschreiben nun den Gaufschen Algorithmus im allgemeinen. Gegeben
sei ein lineares Gleichungssystem

a11T1 + 129 4+ ... 4+ Aipnlp = b1
2111 + 2919 4+ ... 4+ Aonlny = bg
Am1Z1 + QmaTo2 + ... + QupZn = by

Wir nehmen an, dass x; wirklich vorkommt, d.h. eines der a;; ist # 0. Sonst
nummerieren wir die Unbekannten um. Nach Vertauschung von zwei Zei-
len kénnen wir annehmen, dass sogar a;; # 0. Dann addieren wir von den
folgenden Zeilen ein Vielfaches der ersten, so dass jeweils z; verschwindet.
Genauer: wir addieren zur i-ten Zeile das —Z%-fache der ersten. Wir erhalten
ein neues, zum ersten System #dquivalentes, in dem x; nur noch in der ersten
Zeile vorkommt:

a11T1 + a19T9 4+ ... 4+ Aipnly = b1
! ! !

! ! _ !
oy + ... + a,T, = b,
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Noch einmal die vorgenommen Umformungen:

e Vertauschung von zwei Zeilen,

e Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen.

Bei den weiteren Umformungen des Systems betrachten wir nur noch die Zeile
ab der zweiten, die erste Zeile fiihren wir unverindert mit. Wir betrachten in
den folgenden Zeilen die Unbekannte mit dem kleinsten noch vorkommenden
Index. In der Regel wird das x sein, es konnte aber auch sein, dass alle Terme
in denen x5 vorkam, bei den Umformungen verschwunden sind. Nehmen wir
an, r; wére diese Unbekannte. Nach Zeilenvertauschung kénnen wir wieder
annehmen, dass x; in der zweiten Zeile wirklich vorkommt. Dann addieren
wir wie eben zu den Zeilen 3,...,m jeweils ein geeignetes Vielfaches der
zweiten Zeile, so dass z; in keiner der Zeilen 3, ..., m mehr vorkommt.

Dieses Verfahren setzen wir fort, bis in den nachfolgenden Zeilen gar keine
Unbekannten mehr stehen. Das ist insbesondere dann der Fall, wenn es keine
nachfolgenden Zeilen mehr gibt. Es kann aber auch sein, dass noch Gleichun-
gen da sind, die aber auf der linken Seite keine Unbekannten mehr haben
also von der Form

0 = b

fiir irgendeine rechte Seite b sind. Das System ist dann in Zeilenstufenform.

2.1.3 Definition: Ein lineares Gleichungssystem

anTy + apry + ... + GpT, = b
*) 1Ty + ATy + ... + (T, = by
Up1T1 + QmaXo + ... + QupTn = b
ist in Zeilenstufenform, falls fiir jeden Zeilenindex ¢ = 1,2,...,m ein Index

j€{1,...,n} existiert, so daf§

(1) az-j#Oundaik:O szl,,]—l

(2) ap =0 VEk>il<j.

Ein System in Zeilenstufenform sieht also so aus:
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| | = b
—
] = b

0 = b

0 = b

Da der Index j in (1) von ¢ abhéngt schreiben wir auch j; dafiir. Wegen (2)
gilt:
Nn<j<...<jr<n.

Wir wollen jetzt untersuchen wann das System (%) in Zeilenstufenform lsbar
ist und beschreiben wie die Losungsmenge gegebenenfalls aussieht.

1. Fall: r < m und mindestens eine der Zahlen b, 1, b,1o, ..., b, ist # 0.
Dann besitzt das System () keine Lésung.

2. Fall: b,y =...=b,, =0o0derr =m.

Dann koénnen wir die letzten m — r Zeilen ignorieren, sie enthalten keine
Information.

Das Gleichungssystem ist in diesem Fall 16sbar.

Fall 2, (a): r = n. Dann sind alle Stufen von der Breite 1, also j; = i fiir
i =1,2,...,n. Die letzte Gleichung ist a,,r, = b, und wir erhalten daraus
einen eindeutig bestimmten Wert fiir x,,. Diesen setzen wir in die vorletzte
Gleichung

Un—1n—1Tp—1 + Qp_1nTp = bn—l

ein und erhalten daraus den Wert fiir x,,_;. So fortfahrend sehen wir, daf§ das
Gleichungssystem eine eindeutig bestimmte Losung (z1, x9, . . ., z,) besitzt.

Fall 2, (b): r < n. Dann gibt es wenigstens eine breitere Stufe d.h. es
gibt mindestens eine Variable x; die nicht am Anfang einer Zeile steht. Eine
solche Variable nennnen wir “freie Variable”. Davon gibt es offenbar genau
n — r Stiick. Wir konnen sie beliebig wihlen und fiir jede solche Wahl erhélt
man eine eindeutig bestimmte Losung.

Wir fiihren den Algorithmus noch einmal an einem Beispiel vor. Gegeben sei
das Gleichungssystem
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To + 2z3 =

(*) 3371 + 4.’L‘2 + 5.’133
6x1 + Txe + 8x3 =
921 4+ 929 + 923 =

© © v ©

Wir benutzten dafiir die abkiirzende Schreibweise

© o w o
© -3 A =
© L Ul
© © © ©

Als ersten Schritt vertauschen wir die 1. und 2. Zeile:

3 4 519
01 219
6 7 8|9 2% 1. Zeile
9 9 919 3% 1. Zeile
|}
3 4 5 9
0 1 2 9
0o -1 -2 -9 1x 2. Zeile
0 -3 -6 -18 3x 2. Zeile
)
3 4 5|9
01 219
0 0 0]0
0 0 019

Also ist das System nicht 1sbar.

Wenn wir stattdessen die letzte Zeile von (x) durch die Gleichung
(*) 9331 + 931'2 + 9333 =0

ersetzen so erhalten wir am Ende auf das Diagramm
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OO O W
O O = o
O O N Ot
OO O O

gestoflen, d.h. in diesem Fall ist das System dquivalent zu dem Gleichungs-
system

3.CE1 + 4.’132 + 5.733 =9
i) +2.T3=9

(%)

Wir erhalten unendlich viele Lésungen, da wir x3 frei wihlen konnen, d.h. zu
jeder Wahl von z3 gibt es genau eine Losung. Als Losungsmenge von (kx)
erhalten wir

{(t—9,9—2t,t) | t e R}.

2.1.4 Definition: 1. Ein lineares Gleichungssystem der Form

a1ry + ... + ATy = 0

Qmi1 + ... + Gmptn, = 0
heilt homogen.

2. Setzt man in einem beliebigen linearen Gleichungssystem

a1ry + ... + ATy = b1

amiTi + ... + G, = b,

die rechte Seite = 0, so erhilt man ein neues lineares Gleichungssystem, das
das zugehorige homogene System genannt wird.

2.1.5 Bemerkung: Hat das homogene lineare Gleichungssystem

a1y + ... + AT, = 0

amix1 + ... + amptn, = 0

mehr Unbekannte als Gleichungen, d.h. ist m < n, so besitzt das System eine
nicht-triviale Losung

(1, 2n) # (0,...,0).
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Beweis: Wir bringen das System mit dem Gauflalgorithmus auf Zeilenstu-
fenform mit r nicht-trivialen Zeilen. Da r < m < n gibt es mindestens eine
“freie Variablen”. Sei z; eine solche. Nach den obigen Uberlegungen gibt es
eine Losung (21, ..., 2,) des Systems bei der wir x; beliebig vorgeben kénnen
(also etwa z; = 1). O
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2.2 Vektorriaume

Sei K ein Korper (etwa K = R oder = C).

2.2.1 Definition: Ein K-Vektorraum ist ein Tripel (V,+, -) bestehend aus

einer nichtleeren Menge V einer Verkniipfung (genannt Addition)
+:VxV =YV

und einer Abbildung (genannt skalare Multiplikation)
KXV >V

so daf} gilt:

V) z+y=y+=z Vz,yeV;

(V2) 2+ (y+2)=@+y)+2z Va,y,zeV;

(V3) Es gibt ein Element 0 = 0y € V' (genannt Nullvektor)

O+z=2+0=2x VaxeV;

(V4) Fiir alle z € V gibt es ein —z € V, so dass

z+ (—x) = 0;
(V5) 1= VzeV,
(V6) Ao (pn-z)=(Ap)- 2 VYA\peKzeV,
V) Mz+y)=Xx+Xy VAIeK,zyeV;
(V8)

V8) (A+ p)x = Az + px ViNpeKzeV.

Oft schreibt man auch einfach V' anstatt (V,+,-). Die Axiome (V1) — (V4)
bedeuten gerade, dass (V,+) eine abelsche Gruppe ist. Die Elemente in V
werden als Vektoren bezeichnet. Ist K = R (bzw. = C), so spricht man auch
von einem reellen (bzw. komplexen) Vektorraum.

Abkiirzend schreibt man: z —y: =z + (—y)
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2.2.2 Bemerkung: Sei V ein K-Vektorraum. Dann gilt:

(a) 0-2z =0y VeV
(b))\OV:OV VieK
(c) (1) z2=—-2x VYzeV.

Beweis: Es gilt

(V3) (V4)

0-z+0y ="0-2+(0-2—(0-2)) =

0-24+0-2)—(0-2) 2 0+0)-2-(0-2) =0y

0-z
(V:2)(

und damit (a). Der Beweis von (b) verlduft ganz analog. (c) ergibt sich wie
folgt:

29 (1 (-))r=—z+lr+ (—Dz =

=—z+z+(-1)z=0p+(-1)z=(-1)z.

Nl

O

2.2.3 Beispiele: (a) Das Standardbeispiel fiir einen Vektorraum ist die
Menge K" = {(z1,...,%,) | #1,...,%, € K} mit der Addition und skalaren
Multiplikation

(T1, ey ) + (W15, Yn): =(@1+ Y1y, Tn + Yn)
Ao (21, n): =(AT1, -0, Ay).

(b) Ist K = R oder C, so ist die Menge der Polynome K[z] iiber K ein
Vektorraum. Dabei ist die Addition und skalare Multiplikation definiert durch

(6) fr9 K=Kz (f+9)(2): =f(2) +9(2)
(7) M K=Kz (A f)(2): =Af(2)

Ebenso ist {f € Klz] | deg f < n} ein K-Vektorraum

(c) Sei M eine Menge und K ein Korper. Die Menge Abb (M, K) der Ab-
bildungen f : M — K ist ein K-Vektorraum. Dabei ist die Addition und
Skalramultiplikation wieder durch (7) definiert, d.h. es gilt (f + g)(m): =
f(m)+g(m) und (Af)(m): = \f(m) fiir alle f,g € Abb(M,K) und X € K.
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2.2.4 Definition: Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U von V heisst
Untervektorraum, wenn U # () und fiir alle z,y € U, und alle A € K gilt:

r+y, Mrel.

2.2.5 Beispiele: (a) Die Untervektorriume von R? sind {0}, R? und die
Geraden durch den Nullpunkt (0,0), d.h. Mengen der Form {(z,y) € R* |
ax + by = 0} wobei a und b reelle Zahlen sind die nicht beide = 0 sind.

(b) Sei K ein Kérper und

anlry + ... + A1pnTn = 0
(%)

m1iT1 + ... + Gmpxp, = 0

ein lineares Gleichungssystem (iiber K'). Dann ist die Lésungsmenge U von
(%), d.h. die Menge der n-Tupel reeller Zahlen (z1,...,z,) die (x) erfiillen
ein Untervektorraum von K".

(c) Sei V' der R-Vektorraum der Funktionen f: R — R. Sei
U:={f eV | fist2x stetig differenzierbar und f" + f = 0}.

Dann ist U ein Untervektorraum von V. Zum Beispiel sind sin(z) und cos(z)
Elemente von U, da sin’ = cos und cos’ = — sin.

Allgemeiner ist der Losungsraum einer homogenen linearen Differentialglei-
chung auf R ein Untervektorraum von V.

2.2.6 Bemerkung: Sei (V,+,-) ein K-Vektorraum und U C V ein Un-
tervektorraum. Dann ist U zusammen mit der induzierten Addition und Sk-
alarmultiplikation wieder ein Vektorraum, (d.h. (U,+ | - ist ein
K-Vektorraum).

) ‘KXU)

Beweis: Alle Axiome bis auf (V3) und (V4) folgen sofort aus der Tatsache,
daf} sie fiir V' gelten.

Fir v € U gilt
—u=(-1)-uevl,

und folglich
Oy =u+ (—u) el.

Da U # () folgen (V3) und (V4). O
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2.2.7 Bemerkung: Sind Uy, U; Untervektorrdume von V', so ist auch Uy N
U, ein Untervektorraum.

Als néchstes diskutieren wir die Begriffe lineare Unabhdngigkeit, Basis und
Dimension.

Sei V ein K-Vektorraum. Seien vy, ..., v, € V Vektoren. Ein Vektor der Form
)\11)1 + ...+ AT’UT

mit Ai,..., A\, € K, heifit Linearkombination der Vektoren vy, ..., v,.

2.2.8 Definition: Die Menge aller Linearkombinationen von vy, ..., v,
L(Ul,...,’l),,«) ={)\11)1+...+/\Tvr ‘ Ay ooy Ap EK}

heif}t lineare Hiille von (vy, ..., v,) (oder auch der von den Vektoren vy, ..., v,
aufgespannten oder erzeugten Raum).

2.2.9 Bemerkung: L(vy,...,v,) ist ein Untervektorraum von V.

Beweis: Die Summe zweier Linearkombinationen und skalare Vielfache einer
Linearkombination ist wieder eine Linearkombination denn

(Ao + oo+ o) + (v + oo+ o) = (A + pa)vr 4+ oo+ (A F )y
/\(/\1’1)1 + ...+ /\rvr) = (/\/\1)’!)1 + ...+ (/\/\r)vr-

O

2.2.10 Beispiele: (a) Sei v = (z,y) € R? ein Vektor # 0. Dann ist L(v)
die Gerade in R? durch die Punkte (0,0) und (z,y).

(b) In K™ betrachten wir die Vektoren
er = (1,0,...,0),es = (0,1,0,...,0),...,en = (0,0,...,0,1)

Der Vektor e; hat also an der i-ten Stelle eine 1 und sonst lauter Nullen.
Dann gilt fiir einen beliebigen Vektor z = (z1,...,z,) € K™

T = T1€1 + To€o + ...+ Tpepy.

Jeder Vektor in K™ ist also Linearkombination von ey,...,e,, d.h. es gilt
L(ey,...,e,) = K"
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(c) Das Polynom z® € Abb (R,R) ist Linearkombination der Funktionen
(x — 1) k=0,1,2,3. Es gilt nimlich

P=(r-1)+1)P=1-(z-12+3-1)2+3x-1)+1-(z—1)°

Umgekehrt ist die Funktion (1 + )" eine Linearkombination der Monome
1,z,22,...,2", denn

1+z)" = (70’)1+ (?)x1+...+ (nil)x”‘l + (Z)x”

Die Aufgabe einen (Unter-)Vektorraum durch méglichst wenige Vektoren zu
erzeugen fiihrt zum Begrift der linearen Unabhdingigkeit.

2.2.11 Definition: Sei V ein K-Vektorraum. Ein k-Tupel von Vektoren
(v1,...,vg) heifit linear unabhéngig, falls fir Ay,..., \; € K gilt:

MU F .+ =0=> A =...= X =0.
Das Tupel (v1, ..., v) heisst linear abhéingig, falls es nicht linear unabhéngig
ist.
Anders ausgedriickt: (v1, ..., vg) ist linear abhéingig, falls es eine Darstellung

des Nullvektors als Linearkombination 0 = Ay - v1 + ... + Ag - v; gibt, wobei
die A1,..., Ay € K nicht alle gleich Nulll sind.

2.2.12 Beispiele: (a) Die Vektoren z = (1,0,1), y = (-1,2,1), z =
(0,2,2) sind linear abhéngig, denn

3r+3y—32=0
(b) Die Vektoren ey, ..., e, von K" sind linear unabhéingig. Aus
AMrer+ ...+ e, =0
folgt namlich (Ay,...,A,) =(0,...,0),also Ay =... =\, =0.
(c) Ein einzelner Vektor v ist genau dann linear unabhéingig, wenn v # 0.

(d) Zwei Vektoren vy, ve sind linear unabhéngig, wenn keiner Vielfaches des
anderen ist.

(e) Die Monome 1 = 2% z,2% ..., 2" in K[¢] sind linear unabhingig. Dies
ergibt sich aus der Folgerung auf Seite 31.

(f) Drei Vektoren in R® sind linear abhiingig, wenn sie in einer Ebene liegen.
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2.2.13 Lemma (Kriterien fiir lineare Unabhéngigkeit): Sei V ein K-Vektorraum

und (v1,...,vx) ein k-Tupel von Vektoren. Die folgenden Bedingungen sind
dquivalent:
(i) (v1,...,vg) sind linear unabhéingig.
(ii) Jeder Vektor in L(vy, ..., vx) 148t sich in eindeutiger Weise als Linear-
kombination der v, ..., vy schreiben.
(iii) Keiner der Vektoren vy, ..., vy ist Linearkombination der anderen.
Beweis: (i) = (ii): Sei v € L(vy, ..., v;) und seinen

U:/\1U1+---+)\kvk:N1U1+---+Nkvk

zwei Darstellungen von v als Linearkombination von (v1, ..., vg).

= O=z—2= (A —p)v1+ ...+ (M — lg)v

g /\1—/1,1:...:)\k—/1,k:0

= )\1=,u1,...,)\k=,uk.
(i) = (iii): Angenommen es existiert ein Index ¢ € {1,2,...,k}, so dass v;
Linearkombination von (v1,...,v;_1,Vit1,.-.,0k) ist. Sei v; = Ao + ... +
Ai—1Vi—1+Ait1Vir1+- . .+ Ak vk eine solche. Dann erhélt man eine nicht-triviale
Darstellung des Nullvektors als Linearkombination von (v, ..., v) ndmlich

0= /\1’1)1 + ...+ /\Z',l’l)ifl + (—1)’Ui + /\,‘+1UZ‘+1 + ...+ /\kvk

im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von (vy, ..., v).

(iii) = (i): Seien Ay,..., A\t € K mit
AMvr+ ..o+ Ao = 0.

Angenommen )\; # 0 fiir einen Index i € {1,...,k}. Dann folgt

S VO (o U= = SO
i S VL B VAL I W
im Widerspruch zur Annahme (iii). O
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2.2.14 Beispiel (Unabhéngigkeitstest in K™): Seien £1 = (T11, -, Tn1)s- - - Ty =
(Tnis- -, Tum) n Vektoren in K™. Um diese auf lineare Unabhéngigkeit zu
testen betrachten wir

)\1$1++/\n$n:0

Das ist dquivalent zum linearen Gleichungssystem

-Tll)\l + ... + xnl)‘n =0

()

Die Vektoren sind also genau dann linear unabhéngig genau, wenn (x) nur
die Losung Ay = Ay = ... = A, = 0 besitzt. Zum Beispiel sind mehr als m
Vektoren im K™ stets linear abhéngig.

2.2.15 Definition: Sei V ein K-Vektorraum und (v1,...,v,) ein n-Tupel
von Vektoren von V.

1. (vy,...,v,) heifit Erzeugendensystem, wenn jeder Vektor von V' Line-
arkombination von vy, ..., v, ist, d.h. wenn V = L(vy,...,v,)
2. (v1,...,v,) heiBft Basis, wenn (v1,...,v,) ein Erzeugendensystem und

linear unabhéngig ist.

3. V heifit endlich erzeugt, wenn es endlich viele Vektoren vy, ..., v, gibt
die ein Erzeugendensystem bilden.

2.2.16 Bemerkung: Ist (by,...,b,) ein Erzeugendensystem von V, so lisst
sich jeder Vektor v € V schreiben als

’U:/\1U1+...+)\nbn
fiir gewisse A1, ..., A, € K. Ist (by,...,b,) eine Basis, so sind Ay, ..., A, nach

dem Kriterium (ii) des obigen Lemmas eindeutig bestimmt.

2.2.17 Beispiel: (a) (ey,...,e,) ist eine Basis von K". Sie heisst Stan-
dardbasis des K™.

(b) Sei K = R oder = C. Der K-Vektorraum K[z] der Polynome iiber K ist
nicht endlich erzeugt.
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Betrachten wir stattdessen den Untervektorraum der Polynome vom Grad
<n:

K[z]deggn = {f(Z) € K[Z] ‘ deg f(Z) S TL}
Die Monome 1 = 2% z,2%,..., 2" bilden eine Basis von K[z]qeg<n-

(c) Sei V ein reeller Vektorraum mit Basis (vy, v5). Dann ist auch (v;+wvg, v1 —
v9) eine Basis.

2.2.18 Lemma: Es seien k£ + 1 Vektoren vy,..., v, vx11 in V' gegeben.
Sind (v1,...,vx) linear unabhénig und ist vy ; € V N L(vy,...,v,) so ist
(vi, ..., Vg, Vky1) linear unabhiingig.

Beweis: Seien \q, ..., A\y11 € K mit

(8) /\11)1 + ...+ )\k-}—lvlc—{—l =0.

Dann ist zunédchst A\t ; = 0, denn wire Ay, # 0, so konnte man die Glei-
chung nach v, auflésen

Al Ak
Vg+1 = — Vi — ... — Vg
Ae+1 A1
und wvg;; wire Linearkombination von (vq,...,vy) im Widerspruch zur Vor-

aussetzung.

Also konnen wir den Summanden Ag vk, in (8) weglassen und erhalten
v+ ..o+ Ao = 0.

Da (v1,...,vx) nach Voraussetzung linear unabhinig ist, folgt A\; = ... =

Ar = 0. (]

2.2.19 Lemma (Schrankenlemma): Sei V' ein K-Vektorraum und n € N.
Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) V wird von n Vektoren erzeugt.

(ii) Je n+ 1 Vektoren von V sind linear abhéngig.

Beweis: Ist V' = {0} so ist nichts zu zeigen (beide Aussagen sind erfiillt). Wir
nehmen also an, dass V # {0}.
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(i) = (ii): Seien vy, . .., v,41 € V. Wir wollen zeigen, dass es Ay, ..., A\pi1 € K
gibt, die nicht alle = 0 sind, so dass

)\11)1 4+ ...+ )\n—|—lvn+1 =0.

Nach Voraussetzung gibt es ein Erzeugendensystem (bq,...,b,) von V und
damit a;; € K,i=1,...,n,7=1,...,n+1, so dass

n
vj:aljbl—i-...—i-anjbn:Zaijbi firj=1,...,n+ 1.
i=1

Damit ist

n+1 n+1 n n n+1
DA =Y N ( %‘bz‘) = (Z aij/\j> bi.
j=1 j=1 =1 =1 j=1

Es geniigt also zu zeigen, dass es Werte A; gibt, die nicht alle = 0 sind, so

dass
n+1

Z aij)\j fiir alle 7 = 1,...,n.
j=1

Das ist ein homogenes lineares Gleichungssystem mit n Gleichungen fiir n+1
Unbekannte. Es hat also immer eine nicht-triviale Losung.

(ii)) = (i): Wir wihlen uns ein linear unabhéngiges Tupel (b;,...b.) von
Vektoren von grosstmoglicher Lange r. Das existiert nach Voraussetzung und
esist 1 <r < mn. SeiU: = L(by,...,b). Ist U =V, so sind wir fertig.
Andernfalls gibt es ein b,4; € V ~\ U. Nach dem obigen Lemma ist dann
(b1,...br,bry1) linear unabhéingig. Das ist ein Widerspruch zur Wahl von 7.
O

2.2.20 Satz (Basissatz): Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann
gilt:

(i) V besitzt eine Basis. Genauer: Ist (v1, ..., v,) ein Erzeugendensystem,
so gibt es eine Basis (by,...,b,) mit b; € {vq,...,v,} fir alle i €
{1,...,n}, d.h. man erhilt eine Basis aus (vy,...,v,,) indem man ge-

gebenenfalls einige der Vektoren weglésst.
(ii) Je zwei Basen haben die gleiche Anzahl von Elementen.

(iii) (Ergénzungssatz) Sind b, ...,b, € V linear unabhingig und keine Basis
von V, so gibt es Vektoren b,,1,...,b,, so dass (by,...,b,) eine Basis
von V ist.
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Beweis: Zu (i): Sei (by,. .., b,) ein Erzeugendensystem von V mit minimalem
n, gebildet aus Vektoren in {vq, ..., vy, }. Wir wollen zeigen, dass (b1, ..., by,)
linear unabhiingig ist und damit eine Basis. Es geniigt zu zeigen dass keiner
der Vektoren b,...,b, Linearkombination der anderen ist (sieche dazu die
“Kriterien fiir lineare Unabhéngigkeit”).

Wiire z.B. b,, Linearkombination von (by,...,b,_1), also b, € L(by,...,b,_1),
so wiirde fiir eine beliebige Linearkombination . ; A;b; von b, .. ., b, gelten

D Aibi = (Mbi+ .+ An1bn1) + Anbn € (b, .., by1)
=1

da L(by,...,b, 1) ein Untervektorraum ist. Also wiirde folgen
V = L(bl, ey bn)gL(bl, ey bn—l):

d.h. (by,...,b, 1) wire ein Erzeugendensystem. Das steht im Widerspruch
zur Minimalitit von n.

Zu (ii): Seien (by,...,b,) und (¥},...,0),) zwei Basen von V. Wir wollen
zeigen, dass n = n'. Da (by,...,b,) ein Erzeugendensystem ist, ist n’ < n,
den das n'-Tupel (b}, ...,b!,) wire sonst nach dem Schrankenlemma linear

abhiingig. Analog, indem man die Rollen von (by,...,b,) und (b},...,b,)
vertauscht, ergibt sich n < n', also n = n'.

Zu (iii): V sei erzeugt von n Elementen. Sind by, ...,b, linear unabhéngig
aber keine Basis, so sind sie kein Erzeugendensystem, d.h. L(by,...,b,) # V.
Dann gibt es ein b, € V \ L(by,...,b,). Nach einem der vorangegangenen
Lemmata ist (b, ..., b, b,41) linear unabhéngig. Diesen Prozess kénnen wir
fortsetzen, solange wir nicht bei einem Erzeugendensystem angekommen sind.
Aber nach dem Schrankenlemma geht das allenfalls, solange r < n ist. Also
bricht der Prozess ab, und wir erhalten eine Basis der gesuchten Form. [

2.2.21 Definition: Sei V ein K-Vektorraum. Wir definieren die Dimension
von V
dim(V) € {0,1,2,...} U{oc}

wie folgt:
1. Ist V = {0}, so sei dim V' = 0.
2. Ist V # {0} endlich erzeugt und (b1, ...,b,) eine Basis von V| so sei

dimV =n.
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3. Ist V nicht endlich erzeugt, so sei

dimV = oo.

Beispielsweise ist dim(K™) = n. Fiir den reellen Vektorraum R[z| aller Poly-
nome iiber R gilt dim(R[z]) = oo und dim{f(z) € R[z] | deg f(z) < n}) =
n+ 1.

Ein Vektorraum V heisst endlich-dimensional falls dim(V) < oo, also wenn
V endlich erzeugt ist. Im Folgenden betrachten wir haupséichlich endlich-
dimensionale Vektorrdume. Als Folgerung aus dem Basissatz erhalten wir:

2.2.22 Folgerung: Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum der Di-
mension n und (vi,...,v,) ein n-Tupel von Vektoren V. Dann sind die fol-
genden Bedingungen dquivalent:

(i) (v1,...,v,) ist eine Basis.
(ii) (vi,...,v,) ist linear unabhéngig.
(iii) (vy,...,vy,) ist ein Erzeugendensystem.
Beweis: (ii) = (i): Wire (v1, . .., v,) keine Basis, so konnte man es nach dem

Ergidnzungssatz zu einer Basis auffiillen, die dann aber mehrals n Elemente
enthielte im Widerspruch zu dim(V') = n.

(iii) = (i): Wire (v1,...,v,) keine Basis, so wiirde aus (vy,...,v,) durch
Weglassen einiger Vektoren eine Basis mit weniger als n Elementen entstehen.
Das ist wieder ein Widerspruch zu dim(V') = n. O

2.2.23 Folgerung: (Dimension von Unterrdumen) Sei U C V ein Un-
tervektorraum des endlich-dimensionalen Vektorraums V. Dann ist auch U
endlich-dimensional und

dimU < dimV.

Gleichheit gilt genau dann, wenn U =V ist.

Beweis: Sei n: = dim(V'). Nach dem Schrankenlemma sind dann je n + 1
Vektoren in V' linear abhéngig. Also sind auch je n+1 Vektoren aus U linear
abh#ngig. Nach dem Schrankenlemma (angewendet auf U) hat U daher ein
Erzeugendensystem aus n Elementen und folglich, nach Teil (i) des Basissatz,
eine Basis aus hochstens n Vektoren. Das zeigt, dass dim(U) < dim(V').
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Ist dim(U) = dim(V) = nund (v1, . .., v,) eine Basis von U, so ist (vq, - . ., Up),
aufgrund der Implikation (ii) = (i) in der obigen Folgerung 1, auch eine Basis
von V und damit U = L(vy,...,v,) = V. O

Als Beispiel wollen wir eine Basis der Losungsmenge UCR?* des Gleichungs-
systems

T — 4$2 + 2.173 =0
2l‘1 — 3$2 - I3 — 5$4 =0
3r7 — Txg + x3 — bxy = 0

To — x3 — x4 = 0

bestimmen. Mit dem Gaufischen Algorithmus bringen wir es in Zeilenstufen-
form:

$1—4$2+2$3 =0
o — x3 — x4 = 0

Also sind z3,z4 freie Variable. Fiir 23 = 1,24 = 0 (bzw. 23 = 0,24 = 1)
erhalten wir die speziellen Losung u: = (2,1,1,0) (bzw. v: = (4,1,0,1)).

2.2.24 Behauptung: (u,v) ist eine Basis von U, d.h. fiir jede Losung
(21, T2, 3, 24) des Gleichungssystems gibt es eindeutig bestimmte reelle Zah-
len s,t mit

(21,22, T3,24) = Su+tv = (25 +4t,s + t, 8, 1).

Beweis: Ist su + tv = 0 fiir s,¢ € R so folgt (2s + 4¢,s + t,s,t) = (0,0,0,0)
also s = 0 = t. Das zeigt, dass (u,v) linear unabhéngig ist.

Ist x = (21,2, x3,24) € U, dann ist x — z3u — x4v ein Vektor in U dessen
dritte und vierte Komponente beide = 0 sind. Da die einzige Lésung des
Gleichungssystems mit dieser Eigenschaft die triviale Losung (0,0,0,0) ist
folgt © — z3u — z4v = (0,0,0,0), d.h. z = z3u + x4v. Das zeigt, dass (u,v)
auch ein Erzeugendensystem von U ist und damit eine Basis. U

Ganz allgemein kann man mit dem obigen Verfahren eine Basis der Lésungs-
menge eines homogenen linearen Gleichungssystems bestimmen. Sei

a1y + aixe + ... + AQipnln = b1
(211 + Q22Ts + ... + QopT, = b2
m1T1 + AmeZ2 + ... + App®n = bm

o1



ein solches (iiber einem Korper K) und UCK™ die Losungsmenge. Zunéchst
einmal konnen wir das Gleichungssystems mit Hilfe des Gaufschen Algorith-
mus vereinfachen. Danach bleiben r von Null verschiedene Zeilen in Zeilen-
stufenform iibrig. Ist » = n, so ist U = {(0,...,0)}.

Andernfalls zerfallen die Komponenten z; der Losungen (1, ..., %,) in zwei
Klassen: Die r Variablen z,,...,z;,, die am Anfang einer Zeile stehen und
die n — r freien Variablen. Wir kénnen jeweils eine “freie” Komponente = 1
setzen und alle anderen = 0 wihlen und dann daraus z;,, ..., z;, bestimmen.
Das gibt n — r verschiedene spezielle Losungen des Gleichungssystem, die
gesuchte Basis von U.
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2.3 Matrizenrechnung

2.3.1 Sei K ein Koérper. Eine m x n-Matrix (oder Matrix vom Typ m X n)
iiber K ist ein rechteckiges Schema der Form

a1 a12 N VAT )

921 929 ... Qop
A=

Am1 Am2  --- Qmp

Die Elemente a;; € K 1 <7 < m,1 < j < n heiflen Komponenten oder
Eintrage der Matrix A. Wir schreiben abkiirzend

oder auch nur A = (a;;), wenn der Typ feststeht. Matrizen vom Typ n x n
heiflen quadratische Matrizen.

Die 1 x n—Matrizen (bzw. m x 1-Matrizen) heiflen Zeilen- (bzw. Spalten-)
vektoren. Sie haben die Form

a1

a2
z=(a1ay ... a,) (bzw.s=1| _ |)

U,

Wir identifizieren K™ mit M (1 x n, K) (Bei nur einer Zeile oder Spalte
benétigt man i.a. keinen zusétzlichen Zeilenindex oder Spaltenindex). Hiufig
identifizieren wir Elemente (a4, ...,a,) € K™ mit Zeilenvektoren (a; ... ay,).

Mit M (m x n, K) bezeichnen wir die Menge aller m x n-Matrizen mit Kom-
ponenten aus K. Wir definieren die Addition “+” von zwei Matrizen vom
gleichen Typ und skalare Multiplikation “-” einer Matrix mit einer Zahl kom-
ponentenweise: Fiir A = (a;;), B = (b;j) € M(m x n, K) und A € K setzten
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wir

a1 A2 ... Qin bin bz ... bin
G21  QA22 G2n bor  bay ... bop
(*) +| -
Um1 Am2 ... OGmnp bml bm2 s bmn
ain +by ... a1+ by
A1 + bml co- Omp + bmn
aj; ... Qip )\CLH PN )\aln
(%) A =
Om1 -+ Omn A1 - A

2.3.2 Bemerkung: M(m X n, K) zusammen mit der Addition (*) und
skalaren Multiplikation (xx) ist ein K-Vektorraum.

Das neutrale Element bzgl. der Addition in M (m X n, K) ist die Nullmatrix

0 ... 0
0:= :

2.3.3 Bemerkung: dim M(m x n, K) = mn.

Beweis: Die Matrizen

( J
0
0 : 0
E,,=1 0 1=1 m =1 n
] 0 0 1 0 0 - 3 I ]_: )y 1Y
0
0 : 0

\ 0

mit einer Eins an j-ten Stelle der i-ten Zeile und sonst Nullen bilden eine
Basis von M(m x n, K). O
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Man kann zwei Matrizen vom Typ m xn und. nxr miteinander multiplizieren
und erhélt dabei eine m x r Matrix als Produkt: Ist A = (a;;) € M(mxn, K)
und B = (bjx) € M(n x r, K), so definieren wir das Produkt AB € M(m x

r, K) durch
A-B= (Z aijbjk)
j=1

0
1
2.3.4 Beispiele: (a) (2305 1) 4] = 8. Allgemeiner ist das Produkt
1
0
eines Zeilenvektors x = (z1,...,2,) € R® = M(1 x n,R) mit einem Spalten-
hn
vektor y = | 1 | € M(n x 1,R) eine 1 x 1 Matrix, d.h. eine Zahl, ndmlich
Yn
Yy = 2?21 ZiY;-
4 3 01 2 é i g 5 21 17
(b)21401 301_14810
00410 11 3 13 1 7
2010 4 00 4 5 4 17

Sind ay,...,an € M(1 x n,K) die m Zeilen von A = (a;;) € M(m x n, K)
aufgefasst als Zeilenvektoren und by, ..., b, € M(n x 1, K) die r Spaltenvek-
toren von B = (bjx) € M(n x r, K) so gilt: A- B = (a; - bj)i=1,...m-

]:1,...,7‘

Die quadratische Matrix

1 0 . 0
01
E,=]: | € M(n xn, K)
0
0 .. 01

heisst n x n-Einheitsmatrix. Besteht keine Unklarheit iiber n, so schreiben
wir kurz F statt E,.

2.3.5 Satz: (Rechenregeln fiir die Matrizenmultiplikation).
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(1) (A1+A2)B = AlB+AQB, A(B1+BQ) = AB1+ABQ VA, Al, AQ, €
M(m xn,K),B,B;,By € M(n xr,K);

(ii) a(AB) = («¢A)B = A(aB) Vao € K, A € M(m xn,K),B €
M(n xr,K);

(iii) A(BC) = (AB)C VA € M(mxn,K),B € M(nxrK),C €
M(r x s, K);

(iv) E,A=AE, =A VYA€ M(mxn,K).

2.3.6 Bemerkung: Die Matrizenmultiplikation ist i.a. nicht kommutativ.
Fir A€ M(m xn,K), B € M(n xr,K) kann man zwar AB bilden nicht
aber BA falls r # m. Wenn r = n ist und m # n, so ist AB eine m X m
Matrix wihrend B A eine n X n Matrix ist. Selbst wenn A und B beide n X n
Matrizen sind gilt i.a. AB # BA. Beispielsweise ist

GG =606 a0)=00)0)

2.3.7 Bemerkung: Eine niitzliche Beobachtung, die im Folgenden noch
hiufiger benutzt wird, ist, dass die j-te Spalte der Matrix

ai; ... Qip
A= : | € M(m xn)
Am1 .- Omn
gleich dem Produkt
0
ailr ... Qip :

1| « j-te Stelle

Am1  --- Qmn

ist.

Entsprechend sind e;A,...,e,A die Zeilen von A, wobei (eq,...,e,) die
Standardbasis von K™ ist.
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2.3.8 Die Transponierte einer Matrix. Jeder m x n Matrix A = (a;;)
ist die an der Diagonalen ; = j gespiegelte Matrix A’ (die Transponierte von
A) zugeordnet, deren i-te Zeile aus den Koeflizienten der i-ten Spalte von A

besteht (1 < i < n). Explizit:

ain Q2 ... Qip a1 Q21
e 21 G99 Aop, N At B a2 Qa22
Am1 A2 ... (pp Q1n  Q2p

(dh At = (b”);fjl_,’fn mit bij = aji).
1 2

. . 1

2.3.9 Beispiel: A = (2 g _31) =A'=10 5
3 —1

Es gelten die folgenden Rechenregeln

1) (A+ B)l= A"+ B!

2 aA)t:aAt VC\(EK, A’EM(an,K)g

(1) (
(2) (
(3) (A=A VA e M(mxn,K);
(4) (

4) (AB)t = B! At

VA Be M(imxn,K);

Am1
Am2

amn

VAe M(m xn,K), B€ M(n xr,K).

€ M(n xm,K)

2.3.10 Definition: Eine n x n Matrix A = (a;;) heifit symmetrisch falls

Al = A, d.h. falls Qij = Qjj Vi je€ {1, .. .,n}.

2.3.11
1
n-Matrizen iiber K betrachtet. Mit £ = E,, =

matrix bezeichnet.

o7
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2.3.12 Definition: Eine n x n Matrix A heifit invertierbar, wenn es eine
n X n Matrix B gibt, so dafl

AB=BA=FE.

In diesem Fall ist B eindeutig bestimmt und wird mit A~ bezeichnet (d.h. A™': =
B). Sie heifit inverse Matrix oder die Inverse von A.

2.3.13 Lemma: Wenn es zu A € M(n x n,K) zwei Matrizen B,C €
M(n x n,K) gibt mit BA = AC = FE, dann ist A invertierbar und es ist
B=C=A""

Das ist ein Spezialfall von 1.2.4.

2.3.14 Beispiel: (a) E ist invertierbar.

b

(b) Sei A = <‘CL y

und

) € M(2 % 2,K) mit ad — bc # 0. Dann ist A invertierbar
1 d —b
A7l = .
ad — be (—C a >

2.3.15 Satz: (i) Das Inverse einer invertierbaren Matrix A ist invertierbar
und (A7H)! = A

(ii) Das Produkt zweier invertierbarer Matrizen AB ist invertierbar und
(AB) ' =B1'A"L
(ii) Die Transponierte einer invertierbaren Matrix A ist invertierbar und es

gilt (A)~1 = (A1),

2.3.16 Folgerung: Sei GL,(K) = {A € M(nxn, K) | A ist invertierbar}.
Dann ist GL,(K) zusammen mit der Matrizenmultiplikation eine Gruppe.
Sie ist nicht abelsch falls n > 1 ist.

2.3.17 Satz: Fiir eine n x n Matrix A = (a;;) sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) A ist invertierbar;

ii) Es gibt eine Matrix B € M (n x n, K) mit AB = E;
g
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(iii) Es gibt eine Matrix C' € M(n x n, K) mit CA = FE.

Beweis: (i) = (ii) und (i) = (iii) sind klar.

Vorbemerkung: Es seien

ai a12 Q1n
ag=1|: |,ae=1| |, .c;an=] ¢ | €EMnx1K)
n1 An2 Gnn
die Spalten von A. Voriibergehend identifizieren wir K™ mit M(n x 1, K),
T
d.h. wir fassen die Elemente aus K™ als Spaltenvektoren | : | auf.

Tn

Sei A = (ai;) € M(m x n, K). Multiplikation mit A definiert eine Abbildung
K™ — K™ die wir mit [4 bezeichnen:

i a1 ... QAip T Ealjxj
gy K" > K" z=|: |~ : : o :

Tn Aml - Qmn Tn YamiTj

l 4 ist ein Beispiel fiir einer sogenannte lineare Abbildung, die in einem spéte-
ren Abschnitt noch genauer untersucht werden.

Ist B€ M(n xr, K) so gilt:
laolp(zr) = A(Bz) = (AB)x =lap(x) V2 e K"

d.h. l4 - lg =lap Es gilt also

T
lA( )=x1a1+...+xnan.
‘,L"n
Folglich gilt:
l4 ist injektiv <= (ay,...,a,) ist linear unabhéngig.
l4 ist surjektiv <= (ay,...,a,) ist ein Erzeugendensystem.
l4 ist bijektiv <= (a1, ..., ay) ist eine Basis.
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Mit 2.2.22 ergibt sich:
[ 4 ist injektiv = [ 4 ist surjektiv = [ 4 ist bijektiv.
(ii)) = (i):
AB=E = (lgolp)(z) =14a(Bx)=A(Bz)=(AB)xr=FEx =2 VzeK".
= [, ist surjektiv, also bijektiv.
= Ig=((la) " ols)olg=1"0(aolp) =1}
= =x=lgols(x)=B(Az) Vze K"
=e¢; = (BA)e; firi=1,...,n

Also stimmen die Spalten von BA und FE iiberein und es folgt E = BA. Das
zeigt, dass A invertierbar ist.

(c) = (a) Analog impliziert CA = FE, dass lc o la = Idgn». Damit ist [
injektiv, also bijektiv und I = (I4)~'. Wie vorher folgt [4 o lc = Idg» und
damit AC = E. O

2.3.18 Bemerkung: Da wir strenggenommen Zeilenvektoren und Spal-
tenvektoren der Linge n unterscheiden sollten und K™ aus Zeilenvektoren
besteht, sollte man besser 14 als die Abbildung

I aiy ... QAip T Ealjxj
(@1, cm) > | 2= | : = : = (Za1;75, - . Bl ;)

Ty, ml -+ Qmn Ty, Ym;Tj

definieren, d.h. I4 : K" — K™ z — (Az')! = z A"

2.3.19 Wie invertiert man eine Matrix? Es gibt einen Algorithmus,
der es einem erlaubt zu entscheiden, ob eine gegebene Matrix A € M(n x
n, K) invertierbar ist und der gegebenenfalls ihr Inverses berechnet.

Wir wollen ein B = (b;;) € M(n x n, K) finden mit AB = E. Betrachten wir
nur die j-te Spalte so miissen wir also das lineare Gleichungssystem

0
by :
(%) Al | =|1] < j-te Stelle
bn; 5
0



in den Unbekannten (by;, ..., by;) 16sen. Dazu wenden wir Gauflschen Algo-
rithmus simultan auf alle Gleichungssysteme (x) fiir j = 1,...,n an.

Wir fiihren den Algorithmus zuerst an zwei Beispielen vor.

01 —4
2.3.20 Beispiel: (a) Sei A = |1 2 —1|. Wir versuchen A mit Hilfe
11 2

von Zeilenumformungen in die Einheitsmatrix umzuwandeln und fiihren alle
Umformungen parallel auch an E3 durch.

01 4|1 0 O
-1
1 1 20 01

—_
[\
—_
]

1 2 -17]0 1 0
01 4|1 0 0
11 20 01

1 2 -1/0 1 O
1 4
0 -1 3|0 -1 1

—_
=)

1 2 -17]0 1 O
01 4
0 0 -1j1 -1 1

—_
e}

1 2 -110 1 O
1 411 0 0

,_.
i
—_
=
o

)
o = o
1
S
—_
ja)
)



1 0 0|5 -6 7

01 0(-3 4 -4

o o0 1(/-1 1 -1
5 —6 7
= A ist invertierbar mit Inversem A~'= [ -3 4 —4
-1 1 -1

(b)

0 -1 0,0 1 O
1 1 1]0 0 1
1 0 1}]1 0 O
0 -1 00 1

o
—_
o
o
—
o

1 0 1
= B: =0 —1 0] ist nicht invertierbar.
1 1 1

Wir haben also das folgende Verfahren zur Bestimmung des Inversen von
A € M(n x n,K): Man schreibe die Matrizen A und E, nebeneinander.
Alle Zeilenumformungen, die an A vorgenommen werden, filhrt man parallel
auch an F, durch. Zunéchst bringt man A durch Zeilenumformungen auf
Zeilenstufenform. Dabei stellt sich heraus ob r = n ist. Ist » < n, so ist A
nicht invertierbar. Ist 7 = n, so fithrt man weitere Zeilenumformungen durch
bis aus A links die Matrix E, geworden ist. Rechts steht dann die inverse
Matrix A~1. Das méchte ich jetzt begriinden.

Die Zeilenumformungen, die wir in jedem Schritt vorgenommen haben waren
jeweils von einem der folgenden Typen:

Typ 1: Vertauschung zweier Zeilen;

Typ 2: Multiplikation einer Zeile mit einem Zahlenfaktor # 0;
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Typ 3: Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen.

Diese heiflen elementare Zeilenumformungen. Analog definiert man elemen-
tare Spaltenumformungen des Typs 1, 2 und 3.

Eine m x m Matrix E heifft Elementarmatrix vom Typ i wenn sie aus der
Einheitsmatrix F,, durch eine elementare Zeilenumformung vom Typ i her-
vorgeht. Die Elementarmatrizen haben die folgende Gestalt:

(1.' 0\

0 1 i-te Zeile
Typ 1

1 0 j-te Zeile

(1 O\

A Typ 2

\o Y
( 1 0\
| I ... 0 i-te Zeile

: - Typ 3
A o1 j-te Zeile
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2.3.21 Satz: (i) Entsteht A € M(m x n, K) aus A € M(m x n, K) durch
eine elementare Zeilenumformung (bzw. Spaltenumformung) dann gilt:

A=FEA (bzw. A= AE?)
mit der zugehorigen Elementarmatrix E.

(ii) Die Elementarmatrizen sind invertierbar, die Inversen sind ebenfalls Ele-
mentarmatrizen.

Beweis: (i) Wir betrachten den Fall einer elementare Zeilenumformung vom
Typ 3. Seien zq,...,z, € K" die Zeilen von A. A entstehe aus A durch
Addition des A-fachen der i-ten Zeile zur j-ten:

( 2 ( el A \
: : el
2 e; A :
= A= : = : = |ej+)e; | A= EA
zj + Az (ej + Xej)A :
: : €m
\ oz /O e

0

2.3.22 Folgerung: (i) Jede invertierbare Matrix ist ein Produkt von Ele-
mentarmatrizen.

(ii) Erhdlt man E, durch elementare Zeilenumformungen aus A, so verwan-
deln dieselben Zeilenumformungen die Matrix E, in A~

Beweis: Durch Zeilenumformungen, d.h. durch Multiplikation von links mit
Elementarmatrizen 148t sich A in eine Matrix M in Zeilenstufenform

iiberfiithren, die ebenfalls invertierbar ist. Daher ist » = n. Weitere Zeilenum-
formungen iiberfiihren M in die Einheitsmatrix. Also gibt es Elementarma-
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trizen El, ..., E mit

= A'=E,....-E,=E,-...-E\E,
Das beweist (b). Ferner gilt:

Da das Inverse einer Elementarmatrix wieder eine Elementarmatrix ist, ist
A Produkt von Elementarmatrizen. [l

2.3.23 Der Rang einer Matrix. Sei A = (a;;) eine m x n Matrix iiber
einem Korper K mit den Zeilen zy,...,2, € K™ und Spalten a4,...,a, €
M(m x 1, K). Die lineare Hiille von 21, ..., z,, heifit Zeilenraum von A und
L(ay, ..., a,) heifit Spaltenraum von A. Bezeichnet

lg: K" - K™
wieder die Abbildung = — (Az')! = 2 A? so gilt:

Spaltenraum A = {Az' | z € K"} = Bild (l4)"
Zeilenraum A = {yA |y € K™} = Bild (La).

Der Zeilen- (bzw. Spalten-)Rang von A ist die Dimension des Zeilen- (bzw.
Spalten-) raums von A. Wir werden gleich sehen, daf§ der Zeilenrang immer
gleich dem Spaltenrang ist.

2.3.24 Definition: Rang A := Zeilenrang von A = dim L(z1,...,2n).

Die folgende Bemerkung ist niitzlich fiir die Bestimmung des Rangs einer
Matrix.

2.3.25 Bemerkung: Elementare Zeilen- (bzw. Spalten-)umformungen éndern
den Zeilen- (bzw. Spalten-)rang nicht.

Beweis fiir eine Zeilenumformung vom Typ 3: Sind 2y, ..., 2, € K" die Zeilen
von A = (a;;) € M(m x n, K) und entsteht A aus A durch Addition des A-
fachen der i-ten Zeile zur j-ten Zeile so gilt:

L(z1, . s Ziye ey 2j+ A2iy ooy zm) = L(21, -, Ziy o3 2y ooy Zm)),
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d.h. der Zeilenraum — und folglich auch der Zeilenrang — dndert sich nicht.
g

Wird nun die m x n Matrix A durch elementare Zeilenumformungen in ei-
ne Matrix M in Zeilenstufenform umgewandelt (und in analoger Weise mit
Spaltenumformungen in eine Matrix N in Spaltenstufenform),

dann zeigt die folgende Bemerkung, dafl der Zeilenrang von A = r ist (und
entsprechend der Spaltenrang von A = p ist).

2.3.26 Bemerkung: Sei A = (a;;) € M(m x n, K) eine Matrix in Zei-
lenstufenform, so sind die von Null verschiedenen Zeilen von A linear un-
abhéngig.

Eine entsprechende Aussage gilt fiir Matrizen in Spaltenstufenform.

Beweis: Sind z; = (0,...,0,a1j,,...,01n),22 = (0,...,0,025,.-.,Q2n), -, 2
(0,...,0,a,,-..,a+,) die von Null verschiedenen Zeilen mit ay;,, .. ., ar;, # 0
und j; < ... < j, dann folgt aus

)\121+...+)\TZT=0

durch Betrachtung der j;-ten Komponente zunéchst Ajai;, = 0, also A\; = 0;
dann Agag;, = 0, also Ay = 0 etc. O

Fiir eine Matrix A € M(m x n, K) bezeichne Kern A C K™ den Untervek-
torraum der Losungen des homogenen linearen Gleichungssystems

Azt =0

Es ist also Kern A = {z € K™ | L4(z) = 0} = I;' ({0}).
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2.3.27 Satz (Dimensionsformel): Rang A + dim (Kern A) = n.

Beweis: Da sich die linke Seite der Gleichung unter elementaren Zeilenum-
formungen nicht dndert, kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl A in Zeilenstu-
fenform ist.

Ist r die Anzahl der von 0 verschiedenen Zeilen von A, so gilt: Rang A = r
und dim (Kern A) = n—r (letzteres, da das lineare Gleichungssystem Az = 0
n — r freie Variable besitzt). O

2.3.28 Folgerung: “Zeilenrang = Spaltenrang”.

Beweis: Sei r = Rang A (= Zeilenrang A) und sei (by,...,b,) eine Basis von
K", so daB die letzten n — r Vektoren (b,41,...,b,) eine Basis von Kern A
sind (eine solche Basis existiert nach dem Ergénzungssatz; wihle zuerst eine
Basis von Kern A und ergénze diese zu einer Basis von K™).

Stellen wir einen beliebigen Vektor 2 € K™ als Linearkombination von (by, ..., b,)
dar
$:/\1b1++)\nbn,

so gilt:
Azt = A, + ..+ A0h)
= M AbL + .+ A\, AbL
= MAb, + ..+ A\ A
denn AbL, , =...= Abl, =0.

= {As' |z € K"} = L(Ab}, ..., Ab})

Folglich ist (Ab%, ..., Ab.) ein Erzeugendensystem des Spaltenraums. Da ein
Vektorraum der von r Vektoren erzeugt wird hochstens die Dimension 7 hat
ist der Spaltenrag von A hochstens = r, also

Spaltenrang A < Zeilenrang A.
Diese Ungleichung gilt fuer eine beliebige Matrix, also auch fiir A*. Es folgt
Zeilenrang A = Spaltenrang A’ < Zeilenrang A' = Spaltenrang A.

und damit Zeilenrang A = Spaltenrang A. 0
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2.3.29 Satz (P-Q-Normalform): Sei A eine m xn Matrix mit Rang A = r.

(i) Es gibt invertierbare Matrizen P € M(mxm, K) und Q € M(nxn, K),
derart dass
E. 0
rag= (7).

(ii) Sind P € M(m x m,K), @ € M(n x n, K) invertierbare Matrizen mit

E, 0
PAQ = ( ’ 0)
dann gilt 7 = s und die letzten n — r Spalten von @) bilden eine Basis
von Kern A.

Beweis: (i) Da elementare Zeilenumformungen der Multiplikation von links
mit Elementarmatrizen entspricht gibt es eine invertierbare Matrix P €
M(m x m, K), so dass PA in Zeilenstufenform ist. Offenbar kann man eine
Matrix in Zeilenstufenform durch elementare Spaltenumformungen, d.h. durch

Multiplikation von rechts mit Elementarmatrizen, umwandeln in ( OT 8)

Folglich gibt eine invertierbare n x n Matrix ) mit PAQ = (EOT 8)

(ii) Nach 2.3.25 und 2.3.28 #ndert sich der Rang einer Matrix nicht, wenn
man sie von links oder rechts mit einer Elementarmatrix multipliziert. Da
jede invertierbare Matrix Produkt von Elementarmatrizen ist und &dndert
sich der Rang folglich nicht bei Multiplikation von links oder rechts mit einer
invertierbaren Matrix.

E, 0\ . E, 0\ _
= r-RangA-Rang(P(O 0)@)—Rang(0 0)-5

2.3.30 Folgerung: Fiir eine n X n Matrix A sind dquivalent:

(i) A ist invertierbar,
(ii) Rang A = n,
(iii) Kern A = {0}.
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Beweis: Die Aquivalenz von (ii) und (iii) folgt aus der Dimensionsformel.

Sind P,@Q € M(n x n, K) invertierbar mit,

ria=(5 )

so gilt:
. . E. 0\. . .
A ist invertierbar & PAQ = ( 0 0) ist invertierbar <& r=n.
O
1 -4 2 0
Beispiel: P — (Q-Normalform fiir A= |2 —3 —1 —5|. Wir bringen A
3 =7 1 =5
zunichst durch Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform:
1 4 2 0|1 0 0
2 3 -1 5/0 1 0
3 -7 1 510 0 1

ul= O O

Jetzt verwandeln wir die Matrix rechts durch Spaltenumformungen:

1 4 2 01 0 0 O
o0 1 -1 -1{0 1 0 O
0o 0 0 0}0 0 1 O
0 0 0 1
10 0 01 4 -2 0
1 -1 -1/0 1 0 O
0 0 00 1 0
0 0 0 1
10 0 0j1 4 2 4
010 0[O0 1 1 1
000 0j0 0O 1 O
0 0 0 1
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Mit

1 0 o0 1 4 2 4
po—|_2 1 Q__()lll
'__3_511’ o010
5 5 5 0 0 01
gilt dann
1000
PAQ=1(0 1 0 0
0 0 00
2.3.31 Wir kénnen ein lineares Gleichunssystem
a1y + ... + apxT, = bl
() : :
AmiTi + ... + GmnZn = bn
x1 by
auch als Matrizengleichung Ax = b mit x: = | und b: = :
Tn, brm

schreiben. Die Matrix

A= (aij)i:1,...,m S M(m xXn, K)
j:l,...,n

heisst Koeffizientenmatrix. Ist m = n und A invertierbar, so hat (x) die
eindeutig bestimmte Losung z = A™'b.

Im allgemeinen gilt das folgende Losbarkeitskriterium:

2.3.32 Bemerkung: (%) ist genau dann lésbar, wenn gilt:
Rang (A,b) = Rang A
Dabei entsteht (A, b) aus der Matrix A, indem man noch die Spalte b anhéngt:

aiy ... Qip b1
(Aa b) =

Am1l --- Qmn bm

Die Matrix (A, b) heisst erweiterte Koeffizientenmatrix.
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2.4 Determinanten

Einer quadratischen Matrix kann man eine Zahl zuordnen — ihre Determinan-
te — die genau dann nicht null ist wenn die Matrix invertierbar ist. Man kann
mit Hilfe von Determinanten die LOsung eines linearen Gleichungssystems
mit invertierbarer Koeffizientenmatrix direkt als Funktion der Koeffizienten
darstellen. Im Falle einer Matrix mit reellen Komponenten misst die De-
terminante das Volumen des von den Spalten (oder von Zeilen) erzeugten
Parallepiped (ein 2-dimensionales Parallepiped ist ein Parallelogramm, ein
3-dimensionales ein Spat).

2.4.1 2-reihige Determinanten Sei A = (i d

Zahl

b) eine 2 x 2-Matrix. Die

det A :=ad — be
heifit Determinante von A.

Wir wollen die Niitzlichkeit dieses Begriffs an den oben erwidhnten Beispie-
len — lineare Gleichungssysteme und Fliacheninhalt eines Parallelogramms —
dokumentieren.

2.4.2 Sei

(+) a1 + appre = by
a1 T1 + apry = b

ein lineares Gleichungssystemvon dem wir annehmen, dass die Koeffizienten-

. a1 Qi2 . . . .
matrix A = invertierbar ist. Also ist det A = aq1a99 — a12a97 # 0
Q21 Q22
. _ az2  —Q12
und das Inverse ist A~ = detl i )
—a21 411

Wir suchen eine allgemeine Formel fiir die Losung. Multiplizieren wir die

Matrizengleichung A (z1> = (21> mit A™1, so erhalten wir fiir die Losung
2 2
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von (x):

by aip
det
= 0,221)1 — &12[)2 o ¢ (bQ a22)
1= =
det (A) det (an CL12>

21 A22

ann b
—a1b1 + a11by det <a21 bz>
det (A) det (CLH 0,12)

a1 Aa22

To =

2.4.3 Seien v = (a,b),w = (c¢,d) € R®. Wir wollen den Flicheninhalt F
des von v und w aufgespannten Parallelogramms {sv + tw | 0<s,t<1}
bestimmen. Im obigen Bild bezeichnet ¢ den Winkel um den man v drehen

V+w

muss (entgegen dem Uhrzeigersinn), um einen zu w parallelen Vektor zu
erhalten. Der Flicheninhalt ist Grundfliche mal Hohe. Schreiben wir v und
w in Polarkoordinaten

v =171 (cosa,sin «r)
w = 19 (cos B,sin f)

so gilt also
F =rh=nrrysing

Dabei ist A der Abstand von w von der Geraden durch v und den Ursprung,
also h = rasin ¢ = rosin(f — «).

. . ricosa TSina )
r = rire(sin f cos a—sin acos §) = de <7“2 cos B Tosin 5) e (w)
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2.4.4 Sei K ein beliebiger Kérper. Wir listen jetzt einige Eigenschaften der
Abbildung

a b

det : M(2x 2, K)—K, A= (C d) — ad — bc = det A

auf. Dabei benutzen wir die Notation A = <Z) wobei v = (a,b), w = (¢, d)

die Zeilenvektoren von V sind.

(a) Fir A\, p € K ist

det ()\v) = \-det (U>, det(v ) = - det <U>
w w pw w

Im Falle K = R folgt dass aus der Tatsache, dass der Fliche eines Parallelo-
gramms so gestreckt wird wie die einzelnen Seiten.

(b) Fiir wy, we,v € K? ist

det( v )zdet(v)+det<v)
w1 + Wo w1 W2

Ebenso gilt fiir vy, vy, w € K?
det (”l + ”2> — det (vl) + det (”2) .
w w w
det <61> =1.
€2

Das bedeutet (fiir K = R) dass das Einheitsquadrat den Flicheninhalt 1 hat.

(d)
det (Z) = 0.
det (5}) = —det (?) .

(f) det <U) #0 <= Rang (U) =2 & (v) ist invertierbar.
w w w
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2.4.5 Bevor wir Determinanten von 3 x 3-Matrizen einfiihren soll noch ein-
mal an die aus der Schulmathematik bekannten Skalar-, Vektor- und Spat-
produkte im R? erinnert werden. Wir fassen dabei Vektoren im R?® voriiber-
gehend als Spaltenvektoren auf.

aq bl
Das Skalarprodukt a e b zweier Vektoren a = | ay | ,b = | by | ist definiert
as bs

durch
aeb= (11[)1 + agbg + a3b3.

Sind weder a noch b gleich dem Nullvektor und ist ¢ € [0,7] der Winkel
zwischen @ und b, so gilt

aeb=|lal-|b] - cos(¢).

Dabei bezeichnet ||a|| (bzw. ||b||) die Lénge des Vektors a (bzw. b). Es gilt
also |la|| = v/a? + a3+ aj = Vaea.

Das Vektorprodukt a x b ist definiert durch

a2b3 - a3b2
axb= a3b1 — a1b3
a,lbg — a2b1

Der Vektor a x b € R? ist der Nullvektor, falls a und b linear abhéingig sind.
Andernfalls ist er durch die folgenden Eigenschaften eindeutig charakterisiert:

e a X b steht senkrecht auf a und b;
e a,b,a x b bildet ein Rechtssystem;

e Die Linge von a X b ist gleich dem Fléchinhalt des von a und b aufge-
spannten Parallelogramms.

ai b C1
Das Spatprodukt von drei Vektoren a = [as | ,b= | by | und c = | ¢
as bs C3
ist gegeben durch
[a,b,c]: =ae(bXc).

Bis auf das Vorzeichen, ist es gleich dem Volumen des von a, b und ¢ aufge-
spannten Spats {t1a + tea + t3a | 0 < ty,t9,t3 < 1}. Das sieht man wie folgt.
Der Flicheninhalt der Grundfliche des Spats mit den Kanten b und c ist
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F =|b x c||. Der Vektor v: = & b x ¢ hat die Linge 1 und steht senkrecht
auf dieser Grundflache. Die Hohe h des Spats bzgl. dieser Grundfliche ist
h = |a e v|. Damit ergibt sich

V =hF =|Faev|=|ae(bxc).

2.4.6 3-reihige Determinanten Sei

ai; Qa2 Gi13
A= [an ax 23
azi1 asz Gss

eine relle 3 x 3 Matrix. Wir bezeichnen die 3 Spaltenvektoren von A mit

a11 a12 a13
1 = (G|, Q2= |G|, a3 = | Q3
a3 a32 a33

Die Determinante von A ist das Spatprodukt [ay, ag, as] also

(22033  —0U23032
det A :=a; ® (a2 X a3) = a; ® | —a12a33 +a13032
a12G23  —A13022

=a11(06210b33 - 0230632) — 21 (a12a33 - a13a32) + az; (a12a23 - 06130622)
a a a a a a
=ay; det 2 T a9 det ) asz; det 1z ™3
a3z (33 a3z (33 Qoo Q23
Bis auf das Vorzeichen ist det A gleich dem Volumen des von des Spalten
aufgespannten Spats.

Es gilt det A = 0, genau dann wenn der Spat entartet ist, d.h. wenn (a4, as, as)
linear abhingig sind. Also:

det A=0 <= RangA <3
det A #0 <= Rang A =3 <= A ist invertierbar.

Berechnung der Determinante einer 3 x 3 Matrix mit Hilfe der Formel von
Sarrus:

+ + +
a1 G122 Q13 Q11 Gi12
G21 OG22 Q23 Q21 G22
31 G3z2 az3 31 G32
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Man schreibt die ersten beiden Spalten noch einmal rechts neben A, addiert
langs der \Diagonalen zu bildenden Produkte und subtrahiert die ldngs der
" berechneten Produkte. Also:

det A =aj1a92a33 + a12093a31 + 413021 Q32

— a31022013 — (32022011 — (33021012

0 -2 3
2.4.7 Beispie: A=|-2 1 -2
3 6 5

det A=12—-36—-9—20= —53.

Wir betrachten jetzt m x n Matrizen iiber einem beliebigen Koérper K. Ist

A € M(n x n, K mit den Zeilenvektoren ay, ..., a, so schreiben wir
ai
A=
an

2.4.8 Satz und Definition: Es gibt genau eine Abbildung
det: M(nxn,K)—> K

mit den folgenden Eigenschaften:

(D1) Fiir jeden Zeilenindex i € {1,...,n} gilt:

(a) Ist a; = a'; + a"; so ist

det | a; | =det | a'; | +det | a";

Qn Qn, Qn
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(b) Ist a; = Ad’;, A € K so ist

(45} aq
det | a; | = \det | d/;

an an
(D2) Hat A zwei gleiche Zeilen, so ist

det A = 0.
(D3) det E,, = 1.

det heifit Determinante, det A die Determinante von A.

Die Eigenschaft (D1) bedeutet daf det linear in den Zeilen ist. Dieser Begriff
wird im néchsten Abschnitt eingefiihrt und untersucht.

Bevor wir zum Beweis des Satzes kommen sollen einige Folgerungen aus den
Axiomen (D1) — (D3) abgeleitet werden.

2.4.9 Lemma (Anderung von det bei elementaren Zeilenumformungen):
Sei det : M(n x n, K) — K eine Abbildung mit den Eigenschaften (D1) und

(D2). Seien A, A € M(n x n, K).

(i) Entsteht A aus A durch Vertauschung zweier Zeilen so ist det A =
—det A.

(ii) Entsteht A aus A durch Multiplikation einer Zeile mit A € K, so gilt
det A = Adet A.

(iii) Entsteht A aus A durch Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer
anderen so gilt: det A = det A.

Beweis: (ii) folgt direkt aus (D1).
a1
zu (iii): Entsteht A aus A = | : | durch Addition des A-fachen der i-ten

Qp
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Zeile zur j-ten, so folgt aus der Eigenschaft (D1) fiir die j-te Zeile:

a; a; a;
det A = det : =det | : | +det
Aa; + a; Aa; a;
(D2)
=Adet | : | +det A ="det A.

zu (i): Seien die i-te und die j-te die beiden zu vertauschenden Zeilen. Nach
(ii) und (iii) ergibt sich durch mehrmaliges Anwenden von Zeilenumformun-
gen:

ai a; ai — (a; + a;)
det A=det | : | =det : = det
a;j a; + a; a; + a;
a; ( a;
= —det : = —det : = —det A
a; +a; a; + a; + (—1)a;

2.4.10 Folgerung: Sei det : M(n x n, K) — K eine Abbildung mit den
Eigenschaften (D1) - (D3).

(i) Entsteht A aus A € M(n x n, K) durch eine elementare Zeilenumfor-
mung und ist E € M(n x n, K) die zugehorige Elementarmatrix (also
A = FA) so gilt:
det A = det E det A
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(i) Ist A € M(n x n, K) ein Produkt von Elementarmatrizen

o0
l1-3+3—1+—...= kz_o(—nkﬁ konvergiert (man kann zeigen dass
ihre Summe 7 ist). A = E,-...- B, so gilt:

detAzdetEl-...-detES.

Beweis: (i) Nach dem Lemma unterscheiden sich det A und det A durch einen
Zahlenfaktor o (d.h. det A = adet A) der nur vom Typ der Zeilenumformung
und nicht von A selber abhéingt. Also gilt auch det E = adet E, und daher
wegen (D3) det E = av.

= det A =det Edet A.
(ii) folgt sofort aus (i).
2.4.11 Folgerung: Ist det = M(n x n, K) — K eine Abbildung mit den
Eigenschaften (D1) und (D2) und ist A € M(n x n, K) so gilt:
Rang A <n = det A=0.

Beweis: Durch elementare Zeilenumformungen vom Typ 1 und 3 148t sich A
in Matrix M in Zeilenstufenform umwandeln. Nach Lemma 2.4.9 gilt det A =
+det M.

Ist r = Rang A < n so sind die letzten n — r Zeilen von M alle = 0. Wenden
wir (D1), (b) auf die r + 1-te Zeile von M und A = 0 an so ergibt sich:

det M =0 —det M =0.

Beweis des Satzes:

1. Beweis der Eindeutigkeit: Seien det und det’ zwei Abbildungen mit den
Eigenschaften (D1) — (D3) und sei A € M(n x n, K). Wir miissen zeigen,
dafl det A = det’ A. Ist zunéichst Rang A < n, so gilt nach obiger Folgerung:

det A =0 = det’A.

Ist andererseits Rang A = n, so ist A invertierbar und 148t sich durch ele-
mentare Zeilenumformungen in die Einheitsmatrix tiberfiihren. Nach Lemma
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2.4.9 dndern sich det und det’ bei jeder dieser Umformungen um den gleichen
Zahlenfaktor. Daher folgt det A = det’ A aus

det E, =1=det'E,

2. Beweis der Existenz: Die Existenz einer Abbildung det : M(n x n, K) —
K mit den Eigenschaften (D1) — (D3) wird durch Induktion bewiesen. Fiir
n = 1 hat offenbar det(a) := a diese Eigenschaften. Fiir den Induktionsschluf
n—1 — n nehmen wir an, dafi die Determinante fiir (n—1) x (n—1) Matrizen
bereits existiert.

Fir A = (a;;) € M(n x n, K) bezeichne A;; die aus A durch weglassen der
i-ten Zeile und j-ten Spalte entstandene (n — 1) x (n — 1) Matrix.

Wir fixieren jetzt einen Spaltenindex j € {1,...,n} und definieren
n
det A := Z(—l)zﬂaij det Aij
i=1

Es ist leicht zu sehen, dass die so definierte Abbildung det : M (nxn, K) — K
die Eigenschaften (D1) — (D3) hat.

2.4.12 Satz (Rechenregeln fiir Determinanten): Fiir alle A, B € M(n x
n, K) gilt:

(i) (Multiplikationssatz)

det AB = det Adet B

(i1) det A = det A
Insbesondere ist det A auch linear in den Spalten.

(iii) A ist invertierbar <= det A # 0; dquivalent dazu: Rang A < n <=
det A =0.

(iv) (Entwicklung von det A nach einer beliebigen Zeile oder Spalte): Fiir
A = (a;j) € M(n x n, K) gilt:

det A = Z(—l)”j a;; det A;; (Entwicklung von det A nach der j-ten Spalte)
i=1

det A = Z(—l)”j a;; det A;; (Entwicklung nach der i-ten Zeile)
j=1

80



Beweis: (i) Ist RangA < n oder Rang B < n, so ist auch RangAB < n
(Ubungsaufgabe!) und folglich (nach Folgerung 2.4.11)

det AB = 0 = det Adet B.

Andernfalls sind 4 und B invertierbar und lassen sich daher als Produkt von
Elementarmatrizen schreiben:

A=F...E,B=E,,...Ey,
Mit 2.4.10, (b) ergibt sich
det AB =det E - ...-det B, , = det Adet B
(ii) Ist Rang A < n so gilt nach 2.4.11
det A =0 = det A*

(die zweite Gleichheit gilt wegen Rang A = Rang A < n). Ist Rang A = n,
so konnen wir A als Produkt von Elementarmatrizen schreiben

A=E1-...-ES, also At:EE...Ef
und nach (i) geniigt es daher fiir eine Elementarmatrix E zu zeigen:
det E = det E"

Das ist klar falls E vom Typ 1 oder 2 ist, denn dann ist E symmetrisch. Ist
FE vom Typ 3 also von der Form

1 0\
~ I ... 0 i-te Zeile
E = STl
A L1 j-te Zeile
\0 1)
SO ist
( 1 0
I ... A i-te Zeile
Et = oL
0o ... 1 j-te Zeile
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wieder eine Elementarmatrix vom Typ 3. Nach Lemma ... folgt:
det E =det B, = 1 = det E*
(iii) Aufgrund von 2.4.11 ist nur noch zu zeigen:
Rang A =n = det A #0.
Ist Rang A = n dann ist A invertierbar. Nach (i) gilt:
det Adet A ™' =det AA™ ! =det B, = 1.

= det A # 0.

(iv) Die Formel fiir die Entwicklung von det A nach der j-ten Spalte haben
wir bereits gezeigt. Die Formel fiir die Entwicklung nach der i-ten Zeile folgt

aus det A = det A°. d
5 —4 2
2.4.13 Beispiel: A= [0 1 0]. Wir entwickeln det A nach der zwei-
7 8 3
ten Zeile:
5 2
det A = det (7 3) =1.

2.4.14 Bemerkungen: (a) Fiir eine invertierbare n x n Matrix A gilt:
det(A 1) = (det A) *
(b) Fiir A € M(n x n, K) und eine invertierbare Matrix C' € M(n x n, K)

gilt:
det(CAC™) = det A

(c) Ist A = (a;;) € M(n x n,K) eine obere (bzw. untere) Dreiecksmatriz,
dh.ista;; =0 Vi>j(bzw. a;; =0 Vj>1i)so gilt:

detA:all-azz-...-a,m
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2.4.15 Die Adjunkte von A: Sei A = (a;;) € M(n x n, K). Setze fiir

i,j€{l,....,n} o

afj = (—1)Z+J det A]Z
Die Matrix A* = (a;;) heifit Adjunkte von A. Nach Satz 2.4.12, (iv) gilt fiir
die (ii)-te Komponente des Produkts AA*:

n

Z aija;i = Z(_l)HjCLU det A;; = det A
j=1

i=1

Fiir j # i ergibt sich fiir die (ii)-te Komponente von AA*:
n n
Z aika};j = Z aik(—l)kﬂ det Ajlc
k=1 k=1

Das ist die Determinante der Matrix A die man aus A erhilt, wenn man die j-
te Zeile durch die i-te ersetzt. Also hat A zwei gleiche Zeilen und Enj Wikl =
0. =

Fiir das Produkt AA* gilt also

det A 0
AA* = =det(A) - E,
0 det A

Analog zeigt man: A*A = det(A) - E,,. Damit ergibt sich:

2.4.16 Satz: Sei A € M(n x n, K) invertierbar. Dann gilt fiir die inverse

Matrix A=1:
_1)i+j det A...
A—l — A —lA* — ( J? .
det(4) ( det A )ij

Man kann mit Hilfe des Determinantenkalkiils eine Formel fiir die Losung
eines linearen Gleichungssystems mit n Gleichungen in n Unbestimmten und
invertierbarer Koeffizientenmatrix angeben.

2.4.17 Satz (Cramersche Regel): Sei

a1r1 + ... + apr, = bl

()

011 + ... + appZn = b,
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ein lineares Gleichungssystem mit n Gleichungen in n Unbestimmten mit
Koeffizientenmatrix A = (a;;) € M(n x n, K). Ist det A # 0 so besitzt (x)

eine eindeutig bestimmte Losung (z1,...,z,). Es gilt
ai; ... b1 co. Qip
det
Op1 --- by .. Qun
T; =
ai; ... Qip
det
Ap1 --- Qpp

wobei die Matrix im Zahler aus A entsteht, indem man die i-te Spalte von
b1

A durch b: = | ! | ersetzt.
bn

Beweis: Dass (x) eine eindeutig bestimmte Lésung (x1, .. ., z,) besitzt, folgt
aus der Invertierbarkeit von A. Seien a4, ..., a, die Spalten von A. Die Vek-
toren ay,...,a;_1,%; - a; — b, a;11,...,a, sind linear abhéngig, denn

riay + ...+ xia,—1 + 1 (ra, = b) + ...+ z,0, = Az — b =0.
Es folgt

0 = det(al,...,ai_l,xi-ai—b,aiﬂ,...,an)

= z;det A—det(ay,...,a; 1,b,0i11,-..,0p)
wobei wir bei der zweiten Gleichheit benutzt haben, dass die Determinante
auch in den Spalten linear ist. O
2.4.18 Beispiel: Wir betrachten das Gleichungssystems

.T1+LL‘2=1
To+x3=1
3$1+2$2+$3:0

Fiir die Determinante der Koeffizientenmatrix gilt

1 1 1 0
_1det(2 1)+3det<1 1>_2
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Also ergibt sich:

1 110 9
0 21
110
1 1+3
mgzidet 011 :%:2
301
111
1 —2+40
x3:§det 01 1]= 2+ =-1
320

Fiir grofle n ist die Cramersche Regel unpraktisch, da der Rechenaufwand
zur Berechnung von n 4+ 1 Determinanten von n x n-Matrizen von zu gross
ist.

2.4.19 Leibnizsche Formel Abschliessend soll noch eine Verallgemeine-

rung der Formel von Sarrus fiir n-reihige Determinanten erwdhnt werden. Sei
A = (a;j) € M(n x n, K). Dann gilt:

(9) det A = Z (—1)*Da;,105,2 . .. - Giyn

1=(21yeeesin)

Dabei erstreckt sich die Summe iiber alle méglichen Anordnungen i = (i1, ..., 4,)
der Zahlen 1,...,n (d.h. iiber alle Permutationen von {1,...,n}). £(7) ist die
Anzahl der Vertauschungen, die erforderlich ist um (iy,...,1,) in die natiirli-
che Reihenfolge zu bringen.

Im allgemeinen gibt es verschiedene Méglichkeiten eine Anordnung i = (i1, ..., i,)
durch Vertauschungen in die natiirliche Reihenfolge zu bringen. Man kann
aber zeigen, dass die Anzahl der Vertauschungen dabei immer gerade oder im-
mer ungerade ist. Daher ist das Vorzeichen (—1)°) wohldefiniert. Fiir n = 3
und i = (2, 3,1) gilt beispielsweise () = 2 und fiir s = (3,2,1) ist ¢(i) = 1
oder = 3.

Die linke Seite der Formel (9) besteht aus n! Summanden. Da mit wach-
sendem n die Fakultit n! rapide steigt, ist die Formel zur Berechnung der
Determinante fiir grosse n ungeeignet. Wir verzichten auf den Beweis von

(9).
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2.5 Lineare Abbildungen

Lineare Abbildungen sind Abbildungen zwischen Vektorrdumen, die die Struk-
tur erhalten. Fiir den K™ sind dies Abbildungen die durch Mulplikation mit
einer festen Matrix gegeben sind.

2.5.1 Definition: Sei K ein Koérper und V und W K-Vektorrdume. Eine
Abbildung

f:V—Ww
heisst linear oder Homomorphismus, wenn fiir alle v,v;,vo € V und A € K

gilt
flor +v2) = f(v1) + f(v2)

Dazu dquivalent ist die Bedingung
Fqvr 4+ .o+ X)) = Mif(vr) + ..o+ A f(vn)

fiir alle A\q,..., A\, € K und vy,...,v, € V.

2.5.2 Beispiele: (a) Die Abbildung
[ R =R (2,y,2)— 32—y + 2,2+ 2y)
ist linear, denn es ist

F(z1 + T2, 91 + Y2, 21 + 20)) = (3(21 + o) — (Y1 + Y2) + (21 + 22), (%1 + T2) + 2(y1 + ¥2))
= (31 — 1 + 21,21+ 2u1) + (Bx2 — Yo + 22, 22 + 2y2) = f((21,y1,21)) + (@2, Y2, 22))

und entsprechend

fA(@,y,2)) = Af (w9, 2)).
(b) Allgemein ist die Multiplikation mit einer festen Matrix A € M (mxn, K)
ist linear:

t
x1

la: K" > K™ x=(x1...2,)—~ | A] : = g A

T

Wir werden weiter unten zeigen dass jede lineare Abbildung K™ — K™ von
dieser Form ist.

36



(c) Sei C'([a,b]) der reelle Vektorraum, der stetig differenzierbaren Funktio-
nen f : [a,b] — R und C°([a,b]) der Vektorraum aller stetigen Funktionen
auf [a, b]. Der Differentiationsoperator

-9

a4 : C'([a, b)) = C%([a, b)), f(z) de

" (@)

b
ist linear. (d) Das Integral f — [ f(z)dz, f € C%([a,b]) ist linear.

Keine linearen Abbildungen sind z.B.:

(e) Die Parallelverschiebung ¢, : V' — V, v — v+ a (mit einem festem Vektor
acV).

) [R5 R (z,y) = (2%, + y).

Seien V und W K-Vektorrdume. Sind f,g : V' — W lineare Abbildungen
und A € K so verifiziert man leicht dass die Abbildungen

(10) fH+g:Vo>Wous f(v)+g(v),
(11) Af:V > Wuo— Af(v)

wieder linear sind. Die Menge aller linearen Abbildungen von V in W be-
zeichnen wir mit Homg (V, W). Sie wird durch die in 10 definierte Addition
und skalare Multiplikation selbst wieder zu einem K-Vektorraum.

2.5.3 Lineare Abbildungen und Matrizen: Seien V' und W endlich-
dimensionale K-Vektorrdume der Dimensionen n und m. Seien A = (vq, ..., v,)
und B = (wy, ..., w,,) Basen von V bzw. W. Wir koénnen die Bilder f(v;),j =
1,...,n in eindeutiger Weise als Linearkombination von (wy, ..., w,,) schrei-
ben:

Fl) =" aguw;
=1

Die m x n Matrix
Mg (f) = (aij)
heisst die Darstellungsmatriz von f bzgl. der Basen A und B.

2.5.4 Beispiel: Sei R[z]qeg<n der Vektorraum der Polynome vom Grad
< n. Wir wollen die Darstellungsmatrix von

af _

D : Rlzlaeg<s = Rltlaeg <2, f(2) = - = f'(@)
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bzgl. der Bases A = (1,z,2% 2%) und B = (1,z,2%) bestimmen. Wegen
D(®)=322=0-1+0-2 + 3- 2% sind die Komponenten der letzte Spalte
von My'(D) der letzten Spalte 0,0 und 3. Entsprechend ergibt sich wegen
D(z") = iz

Mg (D) =

O OO
S O =
O NN O
w O O

2.5.5 Im Fall einer linearen Abbildung f : K™ — K™ und der Standard-
basen KK = (e1,...,e,), K' = (e1,...,en), gilt

m
f(Ej) = Z CLZ'jEZ' = (alj, ceey amj).
i=1

d.h. f(e;)! ist die j-te Spalte A: = (a;; = Mg\ (f). Also gilt
flej) = ;A" = 1a(e;) Vie{l,2,...,n}.

Wegen der Linearitdt von f und l4 ergibt sich damit fiir einen beliebigen
Vektor z = (z1,...,x,) € K™

flz) = f(xier + ...+ zpen) =z f(e1) + ... +z,f(€n)
=zyla(er) + ...+ zplale,) = la(x),

also f = [4. Daher ist jede lineare Abbildung f : K" — K™ von der Form
f =14 ist, wobei A € M(m x n, K) die Darstellungsmatrix von f bzgl. der
Standardbasen ist. Das zeigt ausserdem, dass die Abbildung

Homg (K™, K™)—M(m x n, K), f — Mg (f)
bijektiv ist und die Umkehrabbildung durch A — [4 gegeben ist.

Indem man die obige Argumentation leicht modifiziert kann man allgemein
zeigen:

2.5.6 Satz: Seien V und W K-Vektorraume mit fest gewihlten Basen
A= (vi,...,v,), B=(wi,...,wy,). Dann ist die Abbildung

(12) Homg(V,W)—M(m x n,K), f = Mg(f)
bijektiv.

Als néchstes wollen wir untersuchen we sich die Darstellungsmatrix &ndert,
wenn man andere Basen wihlt.
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2.5.7 Lemma: (i) Seien V,W,U drei K-Vektorrdume und f : U — V,
g : V — W lineare Abbildungen. Dann ist auch die Komposition

gof:U—Wuws go f(u) = g(f(u))
linear.

(ii) Seien A = (uy,...,up), B= (v1,...,vy) und C = (w1, ..., w,) Basen von
U,V und W. Dann gilt

Mt (go f) = Mg (g) - ME(f)-
Beweis: (i) ist klar.
(ii) Sei MZ(g) = (a;;) und Mg (f) = (bjx). Die Behauptung folgt aus

gof (ur) Z bikvy) = Y biwg(vj) = D bix D asgwi =D (Y aigbj)w
j=1 j=1 =1 i=1 j=1
Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und A = (vy,...,v,), B = (w1, ..., wy)

zwei Basen von V. Die Darstellungsmatrix der Identitét Idy : V — Vv —wv
bzgl. A und B bezeichnen wir mit

TH': = Mg (Idy).

Sie heisst Transformationsmatriz des Basiswechsels. Sei v ein beliebiger Vek-
tor in V. Wir schreiben v als Linearkombination von (vy, ..., v,) und (wy, ..., w,)

V=21V + ... TpUp = Y1W1 + ... YWy

Die Kenntnis von T erlaubt es, die Koordinaten (z1,...,x,) von v bzgl.
(vi,...,v,) in die Koordinaten bzgl. (wy, ..., w,) umzurechnen:
I A
T3 =|:
‘/I"TL yn

Ist T4' = (a;;) so gilt néimlich

= Idy(v)) Z Qi W;

und daher
n n n n n n
E Yiw; = v = E T = E:xa’E:“ijwiZE:(z Qi)W
i=1 j=1 j=1 i=1 i=1 j=1

n
also y; = > iy aijz;.
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2.5.8 Lemma: Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und A und
B zwei Basen von V. Die Transformationsmatrix T4' ist invertierbar mit
Inversem

(T5) ' =T%.

Beweis: Offenbar gilt 7' = E,, = T5 mit n = dim V. Mit Lemma 2.5.7 ergibt
sich
T3 TR =T} =FE,=TE =T5% - T4

2.5.9 Beispiel: Im R? seien die Basen A = ((2,1),(3,2)) und B = ((1,0), (3,1))
und der Vektor
v=5-(21)—3-(3,2)

gegeben. Sei K = ((1,0), (0,1)). Fiir die Transformationsmatrix 7' gilt nach
2.5.7 und 2.5.8:
Ty =Ty - T = (TR) ™ - T

2 3
w=(13):

denn die erste Spalten von T¢ besteht aus den Koordinaten von (2,1) und die
zweite Spalte aus den Koordinaten von (3,2) bzgl. der Basis ((1,0), (0,1)).

Entsprechend ist
5 (1 3
Tk_<01

() ED6 D E)-E D
o (3 3) () (4) o

v=4-(1,0)—1-(3,1).

Ferner ist

also

Wir wollen nun die Frage beantworten, wie sich die Darstellungsmatrix Mg
einer linearen Abbildung #ndert, wenn man von den Basen A von V und B
von W zu zwei neuen Basen A’ und B’ iibergeht.
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2.5.10 Satz: Es gilt:
Mg (f) = Tg - ME(f) - T

Die Darstellungsmatrizen von f beziiglich zweier Basenpaare unterscheidet
sich also durch Links- und Rechtsmultiplikation mit gewissen Transformati-
onsmatrizen.

Beweis: Das folgt wegen f = Idy o f o Idy aus 2.5.7 (b). O

2.5.11 Definition: Seien V und W K-Vektorraume.

1. Eine bijektive, lineare Abbildung f : V — W heisst Isomorphismus (von
Vektorrdumen).

2. V heisst isomorph zu W (in Zeichen: V' = W), wenn es einen Isomorphsmus
f:V = W gibt.

Seien V und W endlich-dimensionale K-Vektorrdume. Man kann leicht sehen,
dass die Umkehrabbildung f~! eines Isomorphismus f : V — W wieder linear
ist. Alsogilt: V=W & W =V.

Man kann leicht nachrechnen, dass die Abbildung (12) auch linear ist, d.h.
(12) ist ein Isomorphismus.

2.5.12 Lemma: Seien A und B Basen von V und W. Eine lineare Abbil-
dung f:V — W ist genau dann ein Isomorphismus, wenn dim V' = dim W
ist und die Darstellungsmatrix Mg'(f) invertierbar ist.

Beweis: Sei n = dimV und m =dim W. Ist f : V — W ein Isomorphismus,
so gilt fiir die Darstellungsmatrizen A: = Mg'(f), B=: = ME(f7):

A-B=Mg(f) - MA(f) = Mg(f o f71) = M§(Idw) = Erm

und ebenso B - A = E,,. Also ist m = n und A ist invertierbar.

Ist umgekehrt m = n und A = MgZ'(f) invertierbar mit Inversem B, so gibt
es aufgrund der Surjektivitéit von (12) eine lineare Abbildung g : W — V
mit Darstellungsmatrix M%(g) = B. Wegen

MZ(go f) = M5(g) - M§(f) = B- A= E, = M{(Idy)

folgt g o f = Idy (da die Abbildung (12) injektiv ist). Analog zeigt man
fog=Idw. Also ist f ein Isomorphismus mit Umkehrabbildung g. O
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2.5.13 Satz: Seien V und W zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume.
Dann gilt:
dimV =dimW <=V W

Beweis: “=" folgt aus Lemma 2.5.12.

“<": Sei n =dimV = dim W. Wir wihlen Basen A = (vq,...,v,) und B =
(wi,...,wy) von V und W. Nach Satz 2.5.6 gibt es eine lineare Abbildung
f:V — W mit Mg\ (f) = E,. Nach 2.5.12 ist f ein Isomorphismus. Explizit
ist f auf Linearkombinationen von (vy,...,v,) gegeben durch

FOv + o4+ Avn) = Mwy + ..+ Awy,
O
2.5.14 Bemerkung: Explizit ist die Abbildung f : V — W im zweiten
Teil des obigen Beweises auf Linearkombinationen v = Ajv;+. ..+ A,v,, durch
Fv + oo+ Avn) = Mwy + ..+ Awy
gegeben. Man kann leicht direkt sehen, dass die so definierte Abbildung V' —

W ein Isomorphismus ist.

2.5.15 Definition: Sei f : V — W eine lineare Abbildung.
Kern f = f~'({0}) = {v € V | f(v) =0}
heisst der Kern von f.
Bildf={weW |JveV:f(v)=w}=f(V)
heisst das Bild von f. Ist Bild f endlich-dimensional, so heisst Rang f =

dim Bild f der Rang der linearen Abbildung f.

2.5.16 Bemerkung: Das Bild einer linearen Abbildung der Form f = 1[4 :
K™ — K™ ist offenbar gleich dem Spaltenraum von A. Also ist Rangly =
Rang A.
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2.5.17 Lemma: Sei f : V — W eine lineare Abbildung. Dann sind Kern f
und Bild f Untervektorrdume von V' bzw. W.

Beweis: Fiir v,w € Kern f und A € K gilt
fot+w)=f0)+f(w)=0+0=0, f(hw)=Af(v) =0

also v + w, A\v € Kern f. Die Unterraum-Eigenschaft fiir Bild f ist genauso
leicht zu zeigen. d

2.5.18 Satz (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen): Sei f: V — W
eine lineare Abbildung von endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen. Dann
gilt:

dimV = dim Kern f + Rang f.

Beweis: Seir: = n—dim Kern f, und sei (v,41, ..., v,) eine Basis von Kern f,
die wir zu einer Basis (v, ..., v,) von V erginzen. Sei v = \jv1+...+ A0, €
V. Wegen

f)=Af()+ ...+ M\flon) =X f(v) +. ..+ A f(vy)

ist (f(v1),..., f(v,)) ein Erzeugendensystem von Bild f. Die Vektoren f(v;),..., f(v,)
sind iiberdies linear unabhéngig, denn aus

Mf(or))+...+ X f(v,) =0
folgt f(Auv1 + ...+ Aw,) =0, also \vg + ... + A, € Kern f und damit
AU+ AU = A1Vt - AUy
fiir gewisse A\py1,..., A, € K. Da (vy,...,v,) eine Basis ist, folgt
M=o = A=A = ... =\ =0.
Also ist (f(v1),---, f(v,)) eine Basis von Bild f und es folgt

n —dim Kern f = r = Rang f.
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2.5.19 Bemerkung: Sei f : V — W eine lineare Abbildung von endlich-
dimensionalen K-Vektorrdumen. Wir wihlen eine Basis A = (vy, ..., v,) von
V' wie oben und erginze wy = f(v1),...,w, = f(v,) (r: = Rang f) zu einer
Basis (wy,...,wy) von W. Da f(v;) = w; falls j < r und f(v;) = 0 falls
4 > r hat die Darstellungsmatrix Mg'(f) die Gestalt

E. 0

A _ T

Wir betrachten speziell den Fall einer lineare Abbildung der Form f =14 :
K™ — K™ fiir eine Matrix A € M(m x n,K). Sei P = Tf und Q = T¢

wobel I und K’ wieder die Standardbasen von K™ bzw. K™ sind. Mit Satz
2.5.10 ergibt sich:

, E. 0

d.h. wir erhalten einen neuen Beweis fiir die Existenz der P—(Q—Normalform.
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3 Kapitel: Analysis

3.1 Konvergente Folgen

3.1.1 Definition: Sei M eine Menge. Eine Folge in M ist eine Abbildung
No — M,n +— a,. Hierfiir schreibt man meistens einfach {a,}nen, oder
{an}n>0 oder auch nur {a,}. Oft schreibt man auch die ersten Werte der
Folge:

ap, A1, a2, . - ..

Die Elemente a,, heilen Glieder der Folge.

Ist M =R (oder M = C) so spricht man von einer reellen (bzw. komplexen)
(Zahlen-)Folge.

3.1.2 Bemerkung: Das erste Glied einer Folge braucht nicht immer ag
zu sein. Durch Umbenennung, etwa by = a5, b, = ag, ..., b, = a,y5 erreicht
man, dafl auch as, ag, . . . eine Folge darstellt. Wir bezeichnen sie mit {a, }n>5

3.1.3 Beispiele: (a) Sei a, := c fiir alle n € Ny fiir ein fest gewihltes
¢ € R (konstante Folge);

(b) Ein Folge der Form a, = ag + nd,n > 0 fiir ein fest gewéhltes d € R
heisst arithmetische Folge. Sie ist dadurch charakterisiert, dass die Differenz
zweier aufeinander folgender Glieder konstant ist:

Opy1 — Qp = d Vn > 0.

(c) Ein Folge der Form a, = ao¢",n > 0 (¢ € R, g # 0 fest gewihlt)
heisst geometrische Folge. In diesem Fall ist der Quotient zweier aufeinander
folgender Glieder konstant (falls ag # 0):

Apn+1
G,

=q Vn > 0.

Héiufig kommen auch sogennante rekursiv definierte Folgen vor. Man gibt
einen oder mehrere Anfangswerte vor und eine Vorschrift, wie sich die Fol-
genglieder aus den vorangehenden Gliedern berechnen lassen.

(d) Sei {an}n>0 gegeben durch

ap =1, ani1=(n+1)ay, fiir allen > 0
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(Das ist also die Folge a, = n!).

(e) Die Folge der Fibonacci-Zahlen ist gegeben durch
ap=a, =1, a,=ap_1+ ay_o, fir n > 2

Die ersten Glieder sind 1,1,2,3,5,8,13,21,34,....

Eine Folge reeller Zahlen {a,}nen, heisst beschrdnkt, wenn die Menge der
Folgenglieder beschrénkt ist, wenn also simtliche Folgenglieder in einem end-
lichen Intervall liegen:

K, <a, <K,

(oder dazu dquivalent |a,| < K) gilt fiir alle n > 0 mit gewissen Konstanten
Kl, K2 (bZW K)

Die Folgen im Beispiel (a) sind beschrinkt. Im Beispiel (c¢) ist die Folge genau
dann beschrinkt, wenn |¢| < 1 ist (oder ag = 0). Die Folgen im Beispiel (b)
(fiir d # 0), (d) und (e) sind nicht beschrénkt.

3.1.4 Definition: Eine reelle Zahlenfolge {a, }»>o heisst konvergent, wenn
es eine Zahl ¢ € R mit der folgenden Eigenschaft gibt: Zu jedem (beliebig
kleinen) € > 0 gibt es ein N € Ny so da8

la, —al <e

fiir allen > N.

Die Zahl a heifit Grenzwert oder Limes der Folge und man schreibt

lim a, = a
n—0oQ

(oder a,, — a fiir n — oo oder auch nur a, — a)

Man sagt auch, dal {a,}, gegen a konvergiert. Eine Folge die gegen 0 kon-
vergiert heifit Nullfolge.

Eine Folge {a,}, die nicht konvergent ist, heifit divergent.

Man kann sich die Konvergenz Folge {a, } mit Limes a wie folgt veranschau-
lichen: jedes (noch so kleine) Intervall I = (a — ¢, a + €) mit Mittelpunkt a
enthilt fast alle Folgenglieder (d.h. alle bis auf endliche viele).
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- |
N

AN

a— a

3.1.5 Satz (i) (Eindeutigkeit des Grenzwerts): Ist lim a,, = ¢ und lim a, =

n—oo n—oo
b, so gilt a = b.
(ii) Jede konvergente Zahlenfolge ist beschrinkt.

Beweis: (i) Angenommen es ist ¢ # b. Dann ist : = |”;b| > 0. Dann gibt es

Ny, Ny € Ny, so dass:

la, —a| <e Vn > Ny, la, — bl <e VYn > N,.
Fiir ein fest gewéhltes n > max(Ny, No) gilt deshalb
la, —a| <& und|a, —b| <e
also nach der Dreiecksungleichung
la—0b| =|(a —an) + (a, — b)| <l|a—ay| + |a, — b <e+e=l|a—b|,

ein Widerspruch.

(ii) Sei lim,, o @, = @ und € > 0 beliebig (wir kénnen z.B. ¢ = 1 wihlen).
Dann gibt es ein N € Ny, so dass |a, — a| < ¢ fiir allen > N d.h.

a—e<a,<a-+te Vn > N,

d.h. die Menge {an, ani1, ...} ist beschrénkt (a — ¢ ist eine untere und a +¢
eine obere Schranke). Fiigen wir zu dieser Menge noch die endlich vielen Ele-
mente ag,ay, .- .,ay hinzu, so erhalten wir offenbar wieder eine beschrinkte
Menge (eine obere Schranke ist z.B. max(ag, ay,...,an,a + €)). O

3.1.6 Beispiele: (a) Die Folge {+},>1 konvergiert gegen 0.

Sei ¢ > 0 eine beliebig kleine aber fest vorgegebene reelle Zahl. Nach dem
Archimedischen Axiom (A4) gibt es ein N € Ny mit N = N > £ (man wende
das Archimedische Axiom fiir # = 1 und y = { an). Fiir n > N gilt dann

0<-—< <e

1
N

S|
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also [0 — 2| < ¢ fiir allen > N.

(b) Fiir eine reelle Zahl z mit |z| < 1 ist die geometrische Folge {z"},>¢
eine Nullfolge (das kann man leicht mit Hilfe der Aufgabe 2 (b) des zweiten
Ubungsblatts zeigen).

Fir [z| > 1 ist {"},>0 divergent. Ist z > 1 so sind die Folgenglieder z™
fiir hinreichend grosse n, grosser als jede vorgegebene Schranke K > 0. Man
sagt, dass {2"},>o uneigentlich gegen +o0o0 konvergiert.

3.1.7 Definition: Eine Folge reeller Zahlen {a, },en konvergiert uneigent-
lich gegen oo (bzw. —00), wenn es zu jedem K > 0 ein N € Ny gibt mit

a, > K

(bzw. a, < —K) fiir alle n > N. Dann schreibt man auch lim a, = oo (bzw.
n—o0

= —o0) oder auch a, — oo (bzw. a, = —o0) fiir n — oo.

3.1.8 Satz (Rechenregeln fiir Grenzwerte): Seien {ay }nengs {0n }nen, kon-

vergente reelle Zahlenfolgen mit lim a, = a, lim b, = b € R. Dann gilt:
n—r0o0 n—0o0

(i) lim (ap +b,) = lim a, + lim b,.

n—oo n—oo n—o0

BI) pi3g(emba) = i, n 175, B

(iii) Ist a # 0, dann gibt es ein ny; € N mit a,, # 0 fiir alle n > n; und fiir
die Folgen {an }n>nys {bn}tn>n, gilt:

lim — = —, lim =% = -,
n—00 (I, a n—00 Ay, a

() Jim Jan] =
(v) Ist a, > 0 fiir alle n so gilt:

lim /a, = va.

n—oo

Beweis: Wir geben einen ausfiihrlichen Beweis von (ii) und skizzieren nur die
Beweise der anderen Aussagen.
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(i) folgt aus
l(an +b,) — (@ +0)| <l|ap —a|l+ |b, — b =0
(ii) Es gilt
|anbn — abl = |an(bn — b) + b(an — a)| < |an[|bn — b] + |bl|an — al
Nach Satz 3.1.5 ist die Folge {a,} beschrinkt. Sei etwa
la,| < K fiir alle n.

Sei € > 0 vorgegeben. Dann gibt es N1, Ny € Ny, so dass

la, — al fiir alle n > Ny,

< &
2[0|
b, — b < % fiir alle n > Ns.

Fiir n > N := max(/N;, Ny) folgt:
£
2K

3

nbn —abl < K =
la ab| < 20

+ [b| €

(iii) Ist @ # 0, so enthélt das Intervall (a — %, a+ ‘;i') nicht den Nullpunkt,
aber simtliche Folgenglieder ab einem Index n;. Fiir n > ny gilt
1 1 Ja,—d 2
= <

~ = Z an—al =0
% "3 T ol STep @

Also gilt ;- — ;. Die zweite Behauptung folgt aus (ii).
(iv) folgt aus
|lan| = lal| < lan —a] =0

v) 1. Fall: @ # 0. Dann gibt es ein n; € Ny, so dass a, > £ fiir alle n > n,
- 2 —
gilt, also

(Van = VO (an + V&) 1
Vin +/a T Vit Va

2. Fall: a = 0. Fiir ein vorgegebenes (beliebig kleines) ¢ > 0 wihle N € Ny,
so dass a, < &2 fiir alle n > N gilt. Fiir diese n ist dann /a, < &, also

a, — 0. O

[V = Va| =]

la, —a|] — 0.
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3.1.9 Beispiele: (a) lim 2 = lim (1+ %) =1+ lim + = 1.

n—00 n—00 n—oo ™

2
(b) Aus lim 3 =3 (lim %) =0, lim % =0, lim £ =0, lim 5 folgt:
n—oo

n—0o0 n—oo TL—)OO n—oo

. 6nt+3n2 +2 ) 6 -I-
lim = lim 12
n—oo  Tn*+12n3 +6 nooo |\ 74+ 12 +

Eine wichtige Methode, das Konvergenzverhalten und gegebenenfalls den
Grenzwert einer Folge {a,}, zu bestimmen, besteht darin, die Folgenglieder
a, geeignet in der Form b, < a,, < ¢, abzuschéitzen mit leichter zugingliche
Folgen b,, und c,.

3.1.10 Lemma: Sei {a,}, eine reelle Zahlenfolge. Lassen sich fiir n > n,
die Glieder der Folge nach oben und unten abschétzen durch b, < a, < ¢,

mit lim b, = lim ¢, = ¢, so ist die Folge {a,}, konvergent und es gilt
n—0o0 n—0o0

lim a, = c.

n—o

Beweis: Fiir jedes € > 0 gilt
c—e<b,<a,<c¢c,<cHe

fiir alle hinreichend grossen n, also a,, — c. U

3.1.11 Beispiel: (a) hm 2% = 0, denn fiir n > 4 ist n? < 2™ (das ldsst

sich leicht durch vollstandlge Induktion beweisen) und daher

n 1
0<—<
on

(b) lim ¢/n = 1.

n—o0

Beweis: Sei a, = {/n — 1. Dann gilt fiir n > 2

- —1
n:(an—i-l)"zz (Z)aﬁZl—i—(Z)ai:l—i-%ai
k=0

und damit 0 < a2 < 2. Es folgt a2 — 0 fiir n — co und daher a, = \/a2 — 0
(nach Satz 3.1.8, (v)).

(c) Fiir a > 0 ist lim /a = 1. Nach Satz 3.1.8, (iii) geniigt es dass im Fall
n—oo

a > 1 zu betrachten. Dann gilt aber 1 < ¥a < ¥/n fiir n > a und die
Behauptung folgt ergibt sich mit dem vorangegangenen Beispiel.
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3.1.12 Satz: Fiir zwei konvergente Folgen {a,}n, {bn}n mit a, < b, fiir

alle n > ny gilt lim a, < lim b,.
n—o0 n—od

Beweis: Fiir ¢, = b, — a, ist lim ¢, > 0 zu zeigen. Wére lim ¢, < 0 dann
n—,oo n—oo

miissten die ¢, ab einem Index N negativ sein, ein Widerspruch. O

3.1.13 Folgerung: Sei {a,}, eine konvergente Folge reeller Zahlen mit
A < a, < B fiir alle n > ny. Dann gilt auch A < lim a, < B.

n—o0

3.1.14 Definition: Sei {a,}, Folge reelle Zahlen.

(i) {an}n heisst monoton wachsend, wenn fiir alle n gilt: a, < ap41.
(i1) {@n}n heisst monoton fallend, wenn fiir alle n gilt: a, > an41.

(iii) {a,}, heisst monoton, wenn sie monoton wachsend oder fallend ist.

Gilt in (i) (bzw. (ii)) die strikte Ungleichung a,, < a1 (bzw. a, > a,41) fiir
alle n so heisst {a,}, streng monoton wachsend (bzw. fallend).

3.1.15 Satz: Jede monotone und beschrinkte Folge von reellen Zahlen ist
konvergent.

Beweis: Sei {a, },>0 monoton wachsend und a = sup {a,;n > 0} die kleinste
obere Schranke der a, (sie existiert nach dem Vollstindigkeitsaxiom (Ab5)).
Sei e > 0 vorgegeben. Da a—e keine obere Schranke ist, gibt es ein Folgenglied
ay mit ay > a — . Aufgrund der Monotonie gilt dann a — e < ay < a, < a
fir alle n > N, also a,, — a.

Der Fall einer monoton fallenden Folge {a,} wird analog behandelt, jedoch
mit ¢ = inf{a,|n > 0}, oder man geht zur monoton wachsenden Folge

{—ay}, iiber und benutzt, dass — lim (—a,) = lim a,. O
n—oo n—oo

3.1.16 Beispiel: Wir betrachten die rekursiv definierte Folge ag = 1, a,,11 =

6(1+an) go
“rar fiir n > 0.

Wir zeigen durch vollstéindige Induktion, dass {a,} monoton wachsend ist
und das 2 und 0 eine obere bzw. untere Schranke von {a,|n > 0} sind. Zum
Beweis bendtigen wir das folgende einfache Tatsache, die sich durch einfache
Umformungen zeigen lésst:
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Sind x,y € R reelle Zahlen mit 0 < x <y <2 so qilt 0 < 6(71:;) < 6(71:;’) < 2.

6(1+1) _
T4 aj.

Induktionsanfang: Es ist 0 < ap =1 < % =

Induktionsschritt n — 1 — n: Ist 0 < a,—1 < a, < 2 fiir ein n > 0, so gilt

auch

6(1 + ap_ 6(1 + ay
o< 80+any) o BU+a) oy
7+an_1

Nach Satz 3.1.15 ist {a,} konvergent. Sei a der Grenzwert. Der Ubergang
zum Limes in der Rekursionsformel liefert dann die Gleichung
6(1+a, 6(1+a)

a= lim a = lim =
noo TN aSe T4+ ay, T4+a ’

wobei die letzte Gleichheit aus den Rechenregeln fiir den Grenzwert folgt.
Also gilt a> +a —6 =0, d.h. a = 2 oder a = —3. Nach 3.1.13 ist 0 < a < 2
und damit a = 2.

3.1.17 Beispiel: Als weitere Anwendung von Satz 3.1.15 betrachten wir
die Folge ¢, = (1+1)",n > 1.

Wegen

ist {c,} monoton wachsend. Dabei folgt (x) aus der

Bernoullische Ungleichung (Aufgabe 2 (a), 2. Ubungsblatt): Ist = €
R,z > —1und n > 1, so gilt (1 + )" > 1+ nxz.

Ausserdem ist {c,} beschrinkt, denn
1\" = /(n\1
n — 1 — = —_
w=(3) =2 ()

und fiir die einzelnen Summanden (};) ¢ fiir k£ > 1 gilt

(Z)l_n(n—l)...(n—k—i—l)l_n(n—l) no1

nk nk K n n T (n—k+1) k!
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1 11 1 1
<—=-- . —-<—
— k! 23 k — 2k-1
Es folgt
"1
Cn < Z il <3.
k=0
Der Grenzwert e: = lim,,_, (1 + %)" = 2,718281 ... heisst Fulersche Zahl.

3.1.18 Definition: Sei {a,},>o eine Folge. Eine Teilfolge von {an},>¢ ist
eine Folge {by }x>o fiir die es eine streng monoton wachsende Folge {rny}x>o
natiirlicher Zahlen gibt, so dass

b, = ap, fiir alle £ € N.

Man sagt oft einfach: Sei {ay, } eine Teilfolge von {a, }. Eine Teilfolge entsteht
aus der Originalfolge durch weglassen von Gliedern, so dass aber noch eine
unendliche Folge iibrig bleibt.

3.1.19 Beispiel: Die Folge {5} ist eine Teilfolge der Folge {%}

3.1.20 Bemerkung: Konvergiert die Folge {a, }»>0 gegen a, so konvergiert
auch jede Teilfolge {a,, } von {a,} gegen a.

3.1.21 Satz (Existenz monotoner Teilfolgen): Jede reelle Zahlenfolge be-
sitzt eine monotone Teilfolge.

Beweis: Sei {z,}, eine reelle Zahlenfolge. Wir nennen ein Folgenglied z,
dominant, wenn es mindestens so gross ist wie alle folgenden Glieder, d.h.
wenn

T, > T, fir alle m > n.

1. Fall: Es gibt unendlich viele dominante x,: Dann lassen wir alle anderen
Folgenglieder weg und erhalten eine monoton fallende Teilfolge.

2. Fall: Es gibt nur endlich viele dominante z,: Dann lassen wir zunéchst den
Anfang der Folge bis zum letzten dominanten Glied weg. Die verbleibende
Folge enthélt dann kein dominantes Glied mehr, d.h. zu jedem Glied gibt es
ein groferes nachfolgendes. Also kénnen wir eine (streng) monoton wachsende
unendliche Teilfolge auswéhlen. O

Als néchstes wollen wir ein hinreichendes und notwendiges Kriterium fiir die
Konvergenz einer reellen Folge diskutieren.
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3.1.22 Definition: Eine Folge reeller Zahlen {z,}, heifit Cauchyfolge,
wenn es zu jedem ¢ > 0 eine N € Ny gibt, so daf

|Tp — Tm| < € fiir alle n,m > N.

3.1.23 Bemerkung: Eine konvergente Folge ist eine Cauchyfolge. Ist ndmlich
{zn}» konvergent mit Grenzwert a und ¢ > 0, so gibt es ein N € N, so daf

|z, —a| < % fiir alle n > N.
Dann ist aber

e €
\mn—xm\:|(xn—a)+(a—a:m)|§|xn—a|+\xm—a|§§+—=

E.

V]

fiir alle m,n > N.

Umgekehrt gilt aber auch:

3.1.24 Satz (Cauchysches Konvergenzkriterium:) Jede Cauchyfolge ist kon-
vergent.

Beweis: Sei {z,}, eine Cauchyfolge. Zunichst ist {z,}, beschrinkt. Es gibt
niamlich ein N € N so dass

|Tp — Tm| < 1 Vn>N

also
oy — 1<z, <zy+1firallen>N

Also ist die Folge {xy, } ,>n beschrinkt und die endlich vielen Glieder zy, ..., Zn_1
dndern daran nichts.

Nach Satz 3.1.21 gibt es eine monotone Teilfolge {z,,} von {z,}. Diese ist
natiirlich wieder beschrankt, also konvergent. Sei a ihr Grenzwert. Wir wollen
zeigen, dafl die Originalfolge {z,}, auch gegen a konvergiert. Sei ¢ > 0
vorgegeben. Dann gibt es ein K € Ny so daf

la — x| < % fiir alle £ > K
und ein N; € Ny so dafl
|Tp — x| < % fiir alle m,n > N;.
Fiir m > N = max(Ny, K) gilt dann

e €
|xm—a|§\mm—xnm\+\mnm—a\<§+§:5.
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3.1.25 Beispiel: Sei {z,}n>0 = a’;zl die Folge der Quotienten aufeinander
folgender Fibonacci Zahlen

d.h. z, = ™ mit ay =1 = a; und a,41 = a, + a,_; fiir n > 1. Es gilt also:

= fatl
1 ..
xo=1 zpy1=1+— fiirn>0.
n

Wir wollen zeigen, dafl {z, }, konvergent ist und den Grenzwert berechnen.
Wir zeigen zunichst durch Induktion, dass % <z, <2firallen>1.

Beweis durch Induktion: n =1 V-

Induktionsschritt n — n + 1: Es ist z,,1 = 1 + i > 1 +% = % und
Tppr =1+ <1+2<2 O

Fiir die Differenz zweier aufeinander folgender Glieder gilt daher

1 1 Tp1 — T,
Tpgl — Tp = — — =
T Tp-1 Tp—1Tn
und somit
|Tp — Tp—1| _ 2
|Tpt1 — Tp| = ————— < = |2y — Tp_1| Vn>l1.
Tp_1Tn 3

Wieder mit vollsténdiger Induktion erhalten wir

2\" 2\"

Fiir n > m folgt:

|~7;m _xn| S |$n _xn—l‘ + ‘xn—l —.7)”_2| +...+ |xm+1 — T
2 n—1 92 n—2 92 m
<[z z R
—<3) +<3) i (3)
142442 o
1
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Seie >0und N € N, so daf} 3 (%)N < e. Dann gilt:
|Th —zm| <e  Vn,m>

d.h. {z,}, ist eine Cauchyfolge. Sei a = lim z,, der Grenzwert. Wegen z,, > 1
n—,oo
fiir alle n ist @ > 1. Es gilt

1
¢=lim 2,41 =lim 1+ —=1+—
n—00 n—ro0 x’n a

ista? =1+ aq, alsoa:%.

3.1.26 Definition: Ein Punkt ¢ € R heifit Hiufungspunkt der reellen
Zahlenfolge {2, }nen,, wenn diese eine gegen a konvergente Teilfolge besitzt.

3.1.27 Beispiele: (a) Ist lim z, = a, so ist a ein Hiufungspunkt und
n—,oo

zwar der einzige.
(b) Die Folge {(—1)"},>0 hat die beiden Hiufungspunkte 1 und —1.
(c) Die Folge {n?},>o hat keinen Hiufungspunkt.

3.1.28 Satz (Bolzano-Weierstraf}): Jede beschrinkte Folge von reellen Zah-
len hat mindestens einen Haufungspunkt.

Beweis: Eine beschrinkte Folge enthilt eine monotone Teilfolge. Diese ist
wieder beschriankt, also konvergent. O

3.1.29 Limes superior und Limes inferior: Sei {a/n}nZO eine Folge von
reellen Zahlen und s, := sup {ay | k € No,k > n} € RU{+oo}. Ist {ax | k €
N } nach oben beschrénkt, so ist {s, }n>0 eine monoton fallende Folge reeller
Zahlen, denn mit wachsendem n wird die Menge {ay | k > n} kleiner. Ist
{sn ‘ n > 0} iiberdies nach unten beschrinkt (das ist insbesondere dann der
Fall, wenn {a,},>0 auch nach unten beschrénkt ist), so ist die Folge {s, }n>0
konvergent. Andernfalls konvergiert sie uneigentlich gegen —oo.

Ist {ag | k € Ny} nach oben beschriinkt, so definiert man den Limes superior

von {z, }n>o durch

) lim s, falls {s, | n > 0} nach unten beschréinkt ist,
limsup a, = { n—
—00 sonst.
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Ist {a, ‘ n € Nyg} nicht nach oben beschrinkt, so setzt man

limsup a, = +o0c.

Analog definiert man den Limes inferior:
liminf a, = lim inf{ay | k>n} e RU{+o0}
n—o0

Offenbar gilt: liminf a,, = — limsup(—ay,).

3.1.30 Besipiele: (a) Wir betrachten die Folge a,, = (—1)"(1 + +). Dann
gilt

limsupa, =1, liminf a, = —1
(b) Fiir die Folge
% fiir n ungerade;
an =
—Tn  fiir n gerade.

gilt limsup a,, = 0 und liminf a,, = —oo.

3.1.31 Lemma: Sei {an}nzo eine beschrinkte Folge reeller Zahlen. Dann
ist limsup a,, der grésste und liminf a,, der kleinste Haufungspunkt von {a,, },>o.

Beweis: Sei a ein Hiufungspunkt und sei {a,,} eine Teilfolge von {a,} die
gegen a konvergiert. Da n,, > m ist, ist an, € {ax | k > m}, also a,,, <
Sm: = sup {a ‘ k € k > m} und damit ¢ = lima,,,, <lims,, = limsup a,.

Um zu zeigen, dass limsup a,, ein Hiufungspunkt von {a, }»>o ist, bemerken
wir zunéchst, dass es nach Definition der kleinsten oberen Schranke fiir jedes
n € Ny einen Index i(n) > n gibt mit

1
Sp — — < Gi(n) < Sp-
n

Wir definieren rekursiv eine streng monoton wachsende Folge von Indizes
ny <ny <ng < ...durch ng: =4(0) und nyy = i(ny + 1) fiir £ > 0. Es gilt
ngy1 = i(ng +1) > ni + 1 > ny und

Spg+1 — < Opy, < Syt fir alle k£ € N.

ng + 1
Durch Ubergang zum Limes folgt mit Lemma 3.1.10

lim a,, = lim s,,,1 = lim s, = limsupa,,
k—o00 k—o0 n—00
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d.h. limsup a, ist ein Haufungspunkt.

Das der Limes inferior der kleinste Hiufungspunkt ist kann, man analog
zeigen, oder aus dem schon Bewiesenen ableiten, indem man es auf die Folge
{—an}n>0 anwendet. O

3.1.32 Folgerung: Eine beschriankte Folge {ay},>0 ist genau dann kon-
vergent gegen a € R, wenn limsup a, = a = liminf a,.

Beweis: Das folgt aus 3.1.31 und Aufgabe 4 des 10. Ubungsblatt.

3.1.33 Konvergenz komplexer Zahlenfolgen: Analog zur Konvergenz
einer reellen Folge definiert man die Konvergenz von komplexen Folgen.

3.1.34 Definition: Eine Folge von komplexen Zahlen {z,},>¢ heisst kon-
vergent, wenn es eine Zahl ¢ € C mit der folgenden Eigenschaft gibt: Zu
jedem € > 0 gibt es ein N € Ny, so dass

|z —a| <€
fiir alle n > N.

Dabei bezeichnet | | die komplexe Betragsfunktion: fiir eine komplexe Zahl
z=x+iy ist |z| = /2% + 2

Die Zahl o heisst Grenzwert oder Limes der Folge und man schreibt

lim z, =a oder zn — a fir n — oo.
n—00

Die Rechenregeln (i)—(iv) (Satz 3.1.8) gelten genauso fiir komplexe Zahlen-
folgen (die Beweise verlaufen ganz analog).

3.1.35 Satz: Sei {z,}n>0 komplexe Folge und a € C. Dann gilt: die Folge
{#n }n>0 konvergiert genau dann gegen a, wenn sowohl die Folge der Realteile
{Re(zn)}n>0 gegen Re(a) als auch die Folge der Imaginérteile {Im(z,)}n>0
gegen Im(a) konvergieren.

Beweis: Fiir jede komplexe Zahl z gilt:
[Re(2)], [Im(2)] < [2] < |[Re(z)+ilm(2)| < |Re(z)[+]i[[Im(z)| = [Re(z)|+[Im(2)]

(sieche Ungleichungen (8) und (9) auf Seite 24).
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Konvergiert {z,},>0 gegen a, so erhalten wir damit
|[Re(z,) — Re(a)| < |z, — a|] — 0,

also Re(z,) — Re(a). Entsprechend folgt Im(z,) — Im(a) aus [Im(z,) —
Im(a)| < |2, —al.

Gilt umgekehrt Re(z,) — Re(a) und Im(z,) — Im(a) so folgt
|zn — a| < |Re(z,) — Re(a)| + [Im(z,,) — Im(a)| — 0,
also z, — a. O

Mit Hilfe des Satzes kann man z.B. zeigen, dass eine Folge in C genau dann
konvergiert, wenn sie eine Cauchyfolge ist; dass jede konvergente Folge be-
schriankt ist und dass jede beschrinkte Folge eine konvergente Teilfolge, al-
so einen Haufungspunkt besitzt. Dabei sind die Begriffe “Cauchyfolge” und
“Beschréinktheit” wie fiir reelle Folgen definiert (mit der komplexen Betrags-
funktion an Stelle des reellen Betrags):

3.1.36 Definition: (a) Eine komplexe Folge {z,},>0 heisst Cauchyfolge,
wenn es zu jedem, wenn es zu jedem € > 0 eine N € Ny gibt, so daf}

|2n — 2m| < € fiir alle n,m > N.
(b) {#n}n>0 heisst beschrankt, wenn es ein K € R, K > 0 gibt mit

|zn| < & fiir alle n € Np.

Monotonie hingegen macht fiir komplexe Folgen keinen Sinn.

3.2 Unendliche Reihen

3.2.1 Definition: Sei {a,},>0 eine Folge von reellen oder komplexen Zah-
len.

(a) Durch

n
Sp=0Qp+ a1 +...+a, = E ag
k=0

definieren wir eine neue Folge {s, },>¢ die wir mit
o0
D> ax
k=0
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bezeichnen. Folgen dieser Form heissen unendliche Reihen.
. : %
Man nennt s,, die n-te Partialsumme von ) 7° = ay.

(b) Die unendliche Reihe >".°  ay heisst konvergent, wenn die Folge {s, }n>0
konvergiert. In diesem Fall schreibt man auch ZZ‘;O ay statt lim,,_ . 8, und
nennt diesen Grenzwert die Summe der unendlichen Reihe. Eine unendliche
Reihe die nicht konvergiert, heisst divergent.

Das Symbol )7 ai hat also zwei Bedeutungen: es bezeichnet die Folge der
Partialsummen und ggf. deren Grenzwert.

Ist Y 72, a konvergent und A die Summe, dann konvergiert auch die Fol-
ge {spt1}tn>0 gegen A (sie hat ja dieselben Glieder wie {s,}n>o nur in der
Nummerierung um eins verschoben). Damit ergibt sich

0=A—- A= lim $p41 — lim s, = lim (8,41 — $,) = lim ay.
n—oQ n—,oo n—oQ n—oo

Wir erhalten damit die folgende notwendige Bedingung fiir die Konvergenz
einer unendlichen Reihe:

3.2.2 Lemma: Sei ) -, a) eine unendliche Reihe. Dann gilt:

Y reo ar konvergiert = {ay}x>o ist eine Nullfolge

3.2.3 Beipiel: (a) Das wichtigste Beispiel einer unendlichen Reihe ist die
geometrische Reihe:

o
l+g+¢+...=) ¢
k=0

wobei ¢ eine reelle oder komplexe Zahl ist. Fiir die Partialsummen

n

k

Sp = E q
k=0

gilt
n n
(1=q)sn = (3 =3 &) = (14a+. . 40" —(g+. . +¢"+¢") = 1—¢"*!
k=0 k=0
also

1_qn+1
5 = g falls ¢ # 0,
n+1 fallsqg=1.
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Fiir [q| < 1 gilt ¢" — 0 fiir n — oco. In diesem Fall ist Y~ ¢* konvergent

mit der Summe

o
& 1

Z T = 1-¢

k=0

Fiir [¢| > 1ist >, , ¢* dagegen divergent (ist ¢ reell und > 1 so konvergiert

Y pe s ¢" uneigentlich gegen +00).

(b) Die Reihe

| =

1 1 1 >
1+ -+ -+ = ...=§:
+2+3+4+ 2

heisst harmonische Reihe. Sie ist divergent. Dazu
die folgende Summe

on

etrachten wir fiir m € N

2m+1

Loy o >
2m 41 2m42 7T gmil 2m+1_k_2m+1k'

Jeder einzelne Summand ist > Qm% Also ist die gesammte Summe

1
Z2m—|—1—+_"'_+—2m—|—1

1
(2™-Summanden) = 3"

Fiir ein fest gewidhltes n € N sei m die grosste ganze Zahl mit 2™ < n. Fiir
die n-te Partialsumme der harmonischen Reihe erhalten wir

n om m—1 2i+1

1 1 1

Da mit n auch m gegen unendlich strebt, folgt s, — oo fiir n — oo.

Das Beispiel der harmonischen Reihe zeigt, dass es fiir die Konvergenz einer
Reihe ZZ’;O ay nicht ausreicht, dass die Glieder a,, eine Nullfolge bilden.

Wir wollen nun einige hinreichende Kriterien fiir die Konvergenz von unend-
lichen Reihen geben.

o0
3.2.4 Satz (Majorantenkriterium): Sei ) aj eine (reelle oder komplexe)

k=0
unendliche Reihe. Sei > by eine konvergente reelle Reihe, so daf gilt
k=0
lag| < by fiir fast alle k&

111



(d.h. es gibt ein N € Ny so dass |ag| < by fiir alle £ > N). Dann ist Y o, a
konvergent.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass die Folge der Partialsummen s, = > a;
eine Cauchyfolge ist. Wir setzen ¢, := >, _, by. Dann gilt:

n

n n
n_Sm‘:| Z ak's Z |ak|:§ Z bk:tn_tm

k=m+1 k=m+1 k=m-+1

(13)

w

fiir alle m,n € Ny mit N < m < n. Nach Voraussetzung ist {¢, }nen, konver-
gent, also eine Cauchyfolge. Die Ungleichung(13) impliziert daher, dass auch
{sn}nen, eine Cauchyfolge ist. O

Sind Y7, ax und »°;7, by unendliche Reihen und ist |ax| < by, so heisst
Y reo b Majorante fiir die Reihe 77 ax.

3. 2 5 Beispiele: (a) Die unendliche Reihe )7 | 75 ist konvergent, da 75 <
k oD fiir alle k£ > 2 ist, und da

Alsoist Y07 1 5 =14+ oy < 1+> 00, ﬁ = 2. Mit Hilfe der Theorie
der Fourierreihen kann man zeigen, dass

> 1

. . oo sin(k3+1) sin(k3+1) 1 1
(b) Die Reihe » ;7 557+ ist konvergent, denn \2k3+4k+1| < s S e

und 77| 75 konvergiert.

3.2.6 Definition: Eine unendliche Reihe ) .- a; heisst absolut konver-

o0
gent, wenn die Reihe > |ag| konvergiert.
k=0

Nach dem Majorantenkriterium gilt:
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3.2.7 Folgerung: Eine absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Wir werden weiter unten sehen, dass absolut konvergente Reihen besonders
giinstige Eigenschaften habe (z.B. kann man die Glieder beliebig “umordnen”
ohne die Summe zu veréindern; siehe Satz 3.2.18). Eine Reihe die konvergent,
aber nicht absolut konvergent ist, heisst bedingt konvergent.

Durch Vergleich mit der geometrischen Reihe erhédlt man folgendes hinrei-
chende Kriterium.

3.2.8 Satz (Quotientenkriterium): Sei > ., aj eine unendliche Reihe mit
ay # 0 fiir fast alle k. Wenn es eine reele Zahl 0 < ¢ < 1 gibt, so dass gilt

|ak+1|
|a|

<gq fiir fast alle £ € Ny,

so ist Y, , aj absolut konvergent.

Beweis: Sei N € Ny so gewihlt, dass ay # 0 fiir alle £ > N und

(14) ‘TZF‘ <q¢ Vk>N.
Sei
b — 0 fallsn < N
" lan|g*~N falls k > N.

Durch vollstindige Induktion erhélt man aus (14):
lap| <by  fiir alle k > N.

Da Y 22, b = lan| Y ey ¢" konvergent ist, folgt die Behauptung aus dem
Majorandenkriterium. O

Beispiel: Die Reihe >/, ’2“—,3 ist konvergent. Es gilt ndmlich:

2
R k+1)1
b k22
Da%—)lﬁirk—)oogibteseinNeNo mit(k;’—z,l)z_gfﬁrallekzN
(man kann z.B. N = 5 wéhlen).

Wir kénnen im Quotientenkriterium also ¢ = %% = % wihlen (oder jedes

;s <g<1).
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3.2.9 Satz (Wurzelkriterium): Sei ) ay eine (reelle oder komplexe) un-
k=0
endliche Reihe. Wenn es ein 0 < ¢ < 1 gibt, so dass gilt

Vlak| < g fiir fast alle k € Ny,
so ist die Reihe > a; absolut konvergent.
k=0
Beweis: Sei N € N, so dass

Vel <q¢ YV Ek>N.

Wegen |ax| < ¢F fiir alle k > N folgt die Behauptung aus der Konvergenz
der geometrischen Reihe 1+ g + ¢% + ... und dem Majorantenkriterium. [J

3.2.10 Bemerkung: Man kann das Wurzelkriteriums auch wie folgt for-
mulieren:

limsup v/|ax] <1 = > 7, a ist absolut konvergent

Ist ndmlich limsup ¢/|ax| < 1 und g eine reelle Zahl mit limsup ¢/|ax| < ¢ <
1 so gilt
Vag] < q fiir fast alle k € Ny,

denn andernfalls géibe es unendlich viele Glieder der Folge {¢/|ax| mit {/|ay| >
¢, aus denen man dann eine konvergente Teilfolge *%/|ay,, | auswéhlen konnte.

Dann wére lim,,_,o, *§/|ax,,| ein Haufungspunkt von {{/|ax|}x>o der grosser
als limsup {/|ay| ist; ein Widerspruch!

Gibt es umgekehrt ein ¢ < 1 mit
Vagl < q fiir fast alle k € Ny,
so gilt offenbar auch limsup ¢/|ax| < ¢, also limsup {/|ax| < 1.

3.2.11 Beispiel: Sei {a },>0 eine Folge mit ag € Ny und a4 € {0,1,...,9}
fiir alle £ > 1. Dann ist die Dezilmaldarstellung

Qg

oo
g, 10203 .. .0y ... : :(J,O—i—g —
’ — 10*

nach dem Wurzelkriterium eine konvergente Reihe, da

k
kak<\/§<i . S
0F <10 _10<1 fiir alle £ > 2.

114



o

3.2.12 Bemerkung: Obwohl die Reihe Y 5 konvergiert, kann man weder
k=1

das Quotienten- noch durch das Wurzelkriterium anwenden. Denn wegen

1

[ 2
k+1)2 k
= — X
= (k+1)2
und
L1 1
— = — 00

1
gibt es kein ¢ < 1 mit % < g (bzw. § 1?12 < ) fiir fast alle k. Das bedeutet,

k
dass das Quotienten- und das Wurzelkriterium nur hinrechende aber nicht
notwendige Bedingungen fiir die Konvergenz sind.

3.2.13 Definition: Eine unendliche Reihe der Form Y 72  (—1)*bj, mit by, >
0 heiflt alternierende Reihe.

Fiir alternierende Reihen gibt es das folgende Konvergenzkriterium:

3.2.14 Satz (Leibniz-Kriterium): Sei {ay },>o eine monoton fallende Folge
nicht-negativer reeller Zahlen mit klim ar, = 0. Dann ist die Reihe
—00

> (e

konvergent.

Beweis: Fiir die Folge der Partialsummen s, = Y, ,(—1)*a; und n > m
gilt:

|Sp—5m| = (@1 = Gme2) + . 4 (Gn1 — an))| falls n — m gerade ist,
o |(@ms1 — @my2) + ...+ (@p—2 — an—1) + a,| falls n — m ungerade ist.

Da alle Terme (ax_1 — ax) und a; > 0 sind, kénnen wir die Betragsstriche
weglassen. Es folgt:

an falls n — m gerade ist,

Sn—5m| = mi1—(Qmi1—Cmy2)—. . .—
[50=8m| = Gmar—=(am1=Gms2) {(%1 —ay,) falls n — m ungerade ist.

also s, — S| < @y fiir alle m,n € Ny mit m < n. Wegen a,, — 0 folgt,
dass {sp}n>0 eine Cauchyfolge ist. O
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3.2.15 Beispiele: (a) (Alternierende harmonische Reihe) Die Reihe
;(—1)’”1% konvergiert (das ist also ein Beispiel einer bedingt konvergenten

k
Reihe). Man kann zeigen, dass

1 ! + L1 + t_! + log 2
——4+-——4+-—=-+...=log2.
273 475 6 &
(b) Die Reihe Y% ((—1)* 55 konvergiert (ebenfalls nur bedingt). Es gilt:
R U U SV S
375 79T T

3.2.16 Umordnungen von Reihen: Wir wolll zunéichst am Beispiel der
alternierenden harmonischen Reihe zeigen, dass sich bei einer bedingt kon-
vergenten Reihe das Konvergenzverhalten #ndert, wenn man die Reihenfolge
der Glieder abéndert (fiir unendliche Summen gilt also kein “Kommutativge-
setzt”). Die Reihen der positiven bzw. negativen Glieder der alternierenden
harmonischen Reihe

1 1 1 1

+ 3 + 5 + 7 +...
1 1 1 1

3 + 1 + 6 + 3 +...

sind beide divergent (die zweite ist einfach die halbe harmonische Reihe und
deshalb divergent; die Glieder und deshalb auch die Partialsummen der er-
sten sind grosser als die der zweiten, weshalb auch die erste Reihe divergent
ist). Deshalb kann man von der alternierenden harmonischen Reihe zunéchst
so viele positive Glieder (der Reihe nach) addieren bis man z.B. iiber 1959 ist.
Dann addiert man solange negative Glieder bis man unter 1959 kommt. Dann
addiert man positive Glieder, bis man wieder iiber 1959 ist. Auf diese Weise
summiert man schliesslich alle Glieder der Reihe und hat sie so umgeordnet,
dass die neue Reihe nun gegen 1959 konvergiert. Es ist offensichtlich, dass
man auf diese Weise statt 1959 auch jeden anderen Grenzwert (oder auch
bestimmte Divergenz gegen +oo oder —oco) durch geeignete Umordnung er-
zielen kann.

Dieses Phéanomen tritt offenbar nicht bei einer Reihe auf, deren positive und
negative Glieder jeweils eine konvergente Reihe bilden, d.h. bei einer absolut
konvergenten Reihe.
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3.2.17 Definition: Seien Y ;- ay und Y -, by zwei (reelle oder komple-
xe) unendliche Reihen. Die Reihe Y 77 ; by, heisst Umordnung von Y 7o ax,
wenn es zu jedem k£ € Ny genau ein m € Ny gibt mit by = a,,,, d.h. wenn es
eine bijektive Abbildung o : Ny — Ny gibt mit by = aq) fiir alle £ € Np.

3.2.18 Satz (Umordnungssatz): Sei Y .-, aj eine absolut konvergente Rei-
he und 3,7, by, eine Umordnung von Y- a. Dann konvergiert auch Y 72 by
absolut und beide Reihen haben dieselbe Summe:

o o
E bk = E Qg .
k=0 k=0

Beweis: Wir bezeichnen die Partialsummen von ZZOZO aj mit s, und die von
Y repo b mit t,. Ferner sei A =1lims, = 77 ai. Es geniigt zu zeigen, dass
t, — s, eine Nullfolge ist, denn dann gilt ¢, = s, + (t, — $,) — 0.

Sei € > 0. Aufgrund der Konvergenz von ) - |ax| gibt es ein ng € Ny mit

i|ak\<%

k=ng

Daraus folgt

n

o
|Sn — Sng| = | Z ak\gz \ak|<§ Vn > ng.

k=no+1 k=no

Wihlen wir N gross genug, so kommen irgendwann die Glieder ag, a1, . . ., an,
alle in ¢ vor. Fiir n > N heben sich in der Differenz

tn—Sn=1(bg+b1+...+b,) —(ap+a1+...+ay)

also mindestens alle ay, a;, aq, ..., a,, weg. Die Terme b die iibrig bleiben
sind von der Form b, = a,, mit m > n.

Fiir n > N (also wegen N > ngy auch n > nyg) folgt daher
[t —sal <1 D ekl + Y x| < 5 +5 =¢.
k=n+1 k=no+1
Das zeigt, dass t, — s, eine Nullfolge ist.

Da > 7, |bi| eine Umordnung von Y |ay| ist, folgt aus dem bereits Be-

wiesenen auch die Konvergenz von 3 - |bg|, d.h. die absolute Konvergenz
o0
von Y 7, b. O
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3.2.19 Die Exponentialfunktion:

3.2.20 Satz und Definition: Fiir jedes z € C ist die Reihe ) -, ‘Z—]:
absolut konvergent. Die Funktion

ok
exp: C— C,z — exp(z) =Z %
k=0

heisst Exponentialfunktion.

Beweis: Wir wenden das Quotientenkriterium an (mit ¢: = ). Fiir z €
C,z # 0 gilt
&l 12 1
|
(k+k1)' = < = fir k > 2|z
= E+17 2
O

3.2.21 Satz: (Funktionalgleichung fiir die Exponentialfunktion):

exp(z + w) = exp(z) exp(w) fiir alle z,w € C.

Zum Beweis benétigen wir das folgende

3.2.22 Lemma: Seien ) . ar und Y .o, by absolut konvergente (reelle
oder komplexe) Reihen. Fiir n € Ny setzen wir

n
Cp: = E arbn_k-
k=0

Dann konvergiert die Reihe >~/ ¢, absolut und es gilt

o= (L) (L),

k=0
Beweis: Sei A: = Y2 ak, B: = > o by und Cp: = Y7, ¢ Wir
miissen zeige, dass C, — AB. Wegen Cy,: = (3 ",_, ar)(D_py bx) — AB
fiir n — oo geniigt es zu zeigen, dass C,, — C, eine Nullfolge ist. Es gilt

571: Z aibj

0<i,j<n
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n k n
Cn = (Z albkl) = ( Z a,-bj) = Z CLibj
k=0 0

1=0 k= i+j=k 0<i,j<n,i+j<n

Daraus folgt
Co=Cal =1 D abl < Y lallby|
(4.9)€AR (4,j)€An
wobei An: = {(4,7) [0<i<n,0<j<n,i+j>n}

Sei € > 0. Aufgrund der absoluten Konvergenz von > 77, ay und Y .- by
gibt es ein N € Ny mit

o o

2 <y Ty 2 S e T

k=N
fiir alle n > N. Wir werden zeigen, dass
(15) Cp—Chl<e Vn>2N

Fiir ein gegebenes n € Ny mit n > 2N und ein Paar (i,7) € A,, also
t+7>mn>2N,ist entweder : > N oder 57 > N. Es folgt

BETEDS |az||b|<(2|ak|) (§|bk|)+(§\ak\> (gw)

(1,7)€An (i,)€An

< (f}vu) (ki;wu) + (fju) (Z m) <iiio

Das beweist (15) und wir erhalten C,, — C,, — 0.

Es bleibt noch die absolute Konvergenz von Y. ¢ zu zeigen. Fiir n > 0
sei ¢l,: =Y p_o |ak||bn_k|. Aus dem bereits Bewiesenen folgt, dass die Reihe

> ko G konvergiert (gegen (322, |ax|)(3opZo [be]))- Da

n n
el =1 arbnil <D lakllba il =,

folgt die Konvergenz von Y, , |cx| aus dem Majorantenkriterium. O

Beweis von Satz 3.2.21: Nach dem obigen Lemma gilt:
© Lk © Wk 00 m ko ymk
e =(£5) (£5) -2 (£ emm) -
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=1 - m! k) () = 1 m
= Z % (Z mzkw k) = Z %(Z’ =+ ’IU) = exp(z =+ w)
. pard : :

m=0

wobei die Gleichheit (x) aus der verallgemeinerten Binomischen Formel folgt.
U

3.2.23 Folgerung: (a) exp(—z) = (exp(z)~! und exp(z) # 0 fiir alle z € C.

(b) exp(r) = " fiir jede rationale Zahl r. Dabei ist e = lim,_, (1 + %)n die
Eulersche Zahl.

Beweis: (a) folgt aus exp(z) exp(—z) = exp(0) = 1.
(b) Nach Aufgabe 2 des 10. Ubungsblatts gilt zunsichst

exp(l) = Z 0= 7}1_)11010 (1 + ﬁ) =e.
k=0
Fiir eine beliebige positive rationale Zahl r = ™, m,n € N folgt dann

exp(r)" = exp(nr) = exp(m) = exp(1)™ = (e")".

und damit exp(r) = e". Der Fall 7 = =™ < 0 mit m,n € N folgt schliesslich
aufgrund von exp(—2) = exp(2)~". 0
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