1 Euklidische und unitiare Vektorriaume

In diesem Abschnitt betrachten wir reelle und komplexe Vektorrdume mit
Skalarprodukt. Dieses erlaubt uns die Lénge eines Vektors zu definieren und
(im Fall eines reellen Vektorraums) den Winkel zwischen zwei Vektoren zu
erkldren.

Beispiel 1 Wir beginnen mit dem aus der Schulmathematik bekannten Bei-
spiel des (Standard-)Skalarprodukts in der Anschauungsebene V = R%. Sei

v = (xl) € R% Nach dem Satz des Pythagoras ist die Linge ||v| von v

€2
o] = /2% + 23

gegeben durch
Sei w € R? ein weiterer Vektor. Die Linge von v + w lisst sich durch die
Langen von v und w und den Winkel ¢ € [0, 7] zwischen v und w ausdriicken:

(1) lv+wl* = [lo]* + [[w]|* + 2 cos(¢) vl |w].
Der Term < v,w >: = cos(¢)||v||||w|| wird als das Skalarprodukt von v und
w bezeichnet. Tst v = [ ! ,W = 91 5o gilt

L2 Y2

v+ w|® = (z1 +y1)* + (22 + y2)> = (2] + 23) + (45 +¥3) + 2(z191 + T2y2)

und damit

x
(2) < <x;) ) <z;) >= T1Y1 + T2Yo.

Es gilt also
_ <vw=>
[o][[jw]

lv]| = V< v,v >, und cos(¢)

d.h. sowohl die Lénge eines Vektors v als auch der Winkel zwischen zwei Vek-
toren v, w # 0 im R? lassen sich in Termen des Skalarprodukts beschreiben.



Das (Standard-)Skalarprodukt im R™ Analog zu (2) ist das (Standard-
)Skalarprodukt zweier Vektoren im R™ (fiir n > 3) erklért.

T hn
Definition 1 Seienv = | : | ,w = | : |. Das (Standard-)Skalarprodukt

':C’I’L yTL
ist definiert durch

n
<v,w > :vt~w:x1y1+...+xnynzz:ciyieR
=1

Man rechnet leicht nach, dass dieses Produkt die folgenden Eigenschaften
besitzt.

Lemma 2 Fiir alle v, vy, v9, w,wi,ws € R™ und A € R gilt:

(a) < v+ v, w>=<v,w >+ <v,w> <,w>=\<v,w >,
<V, W1 F we >=< v, w; >+ < v, Wy >, < v, AW >S= A< v, w >,
(Bilinearitdt)

(b) <v,w >=<w,v > (Symmetrie).

(¢c) <v,v>>0 und < v,v >= 0 genau dann wenn v = 0 ist (man nennt
diese Eigenschaft positive Definitheit).

Wegen Eigenschaft (a) konnen wir die nicht-negative Wurzel aus < v,v >

ziehen. Die Zahl
|vl|: =+v/<v,v>

heifit die Léinge oder (euklidische) Norm von v € R™.

Seien v, w zwei, vom Nullvektor verschiedene Vektoren im R"™. Wir wollen
jetzt den Winkel ¢ € [0, 7 zwischen v und w erklaren. Motiviert durch das
Beispiel des R? definieren wir ¢ als die eindeutig bestimmte Zahl in [0, 7] mit

_ <vw>
[oll[[w]]

(3) cos(¢)

Beachten Sie, dass der Cosinus auf dem Intervall [0, 7] streng monoton fallend
(und stetig) ist und folglich cos |j.x: [0, 7] — [—1, 1] nach dem Zwischenwert-
satz bijektiv ist. Das die rechte Seite von (3) zwischen —1 und 1 liegt ergibt
sich aus dem folgenden Lemma:



Lemma 3 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) Fiir v,w € R™ gilt:

(4) | <v,w>] < ollflwl]

Beweis. Fir w = 0 sind beide Seiten = 0.

Sei also w # 0. Nach Lemma 2 gilt fiir alle A € R:

0 < <v— Aw,v— 2w > positive Definitheit
= <0, V0—Aw> A< w,v—A\w > Bilinearitét
= <0,Uv>-A<v,w>-A<w,v>-\ <w,w> Bilinearitit
= <v,v>-22<v,w>-\N<ww> Symmetrie.

Wiihle speziell A = =222 (man beachte, dass der Nenner < w,w >> 0, da

w # 0) Wir erhalten:

<v,w > <v,w >
0 <<v,v>2(——"—)<v,w>+H——)P <w,w>=
<w,w > <w,w >
<U,w>2
—<v,0>-——1
<w,w >

Multipliziert man diese Ungleichung mit < w,w > so erhélt man:
<wv,w>? < < v, ><w,w > .

und damit (4) durch ziehen der Wurzeln. O

Skalarprodukt auf beliebigen reellen Vektordumen Wie im letzten
Abschnitt erlautert wurde, ldsst sich mit Hilfe des Standardskalarprodukt
Langen- und Winkelmessung im R"™ durchfithren. Um in beliebigen reellen
Vektorrdumen auch Begriffe wie “die Lénge eines Vektors” oder den “Winkel
zwischen zwei Vektoren” zu erklédren, fithren wir jetzt Skalarprodukte axio-
matisch ein (ohne Bezugnahme auf die Wahl eines Koordinatensystems).

Definition 4 Sei V' ein R-Vektorraum. Eine Abbildung

<, > VxV—R, (v,w) —<v,w >

heisst Skalarprodukt auf V', wenn < , > bilinear, symmetrisch und positiv

definit ist, d.h. wenn gilt:

(a) <v+uv,w>=<v,w>+<v,w> <A,w>=\<v,w >,
<V, Wy F we >S=< v, W >+ < v, Wy >, <V, W S>S= A< 0, w > .

(b) <v,w >=< w,v >

(c) <v,v>2> 0 , <v,u>=0&s0v=0



fir alle v, vy, vo, w,wi,wy € V und A € R.

Fin R-Vektorraum V' zusammen mit einem Skalarprodukt auf V heisst eukli-
discher Vektorraum.

Beispiele 1 (a) Sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und (vy, . .., v,)
eine Basis von V. Filir v = zyv1 +. . .+ 2,0, w = Y101 +. . . +ynv, € V setzten
wir

n
<v,w >: :Z Z;Y;.
i=1

Dann ist < , > ein Skalarprodukt auf V' und es gilt

1 wenn i = j ist;

< Vi lj == { 0 wenn i # j ist.

(b) Fiir a,b € R mit a < b sei C([a,b]) der reelle Vektorraum aller stetigen
Funktionen f : [a,b] — R. Durch

b
< f,g>: :/ f(t)g(t)dt.

wird ein Skalarprodukt auf C([a,b]) definiert.

Definition 5 Sei V' ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt < , >.

Die Abbildung
|.]]: V—R v |v]|: =/<v,0>

heisst die (durch < , > induzierte) Norm.

Lemma 6 SeiV ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt < , > und
zugehoriger Norm || . ||. Dann gilt fir alle v,w € V und X € R:

(a) (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) | < v,w > | < |lv||]Jw].
(0) lv][ =0, Jvll=0 < v=0

(0) [[Xvll = AL ]l

(¢) (Dreiecksungleichung) ||v + w|| < ||v| + ||w]|-

Beweis. (a) Der Beweis von Lemma 3 lisst sich wortwortlich auf den Fall
eines beliebigen Skalarprodukts iibertragen.

(b), (c) sind trivial.



(d) v +w|]? =<v+w,v+w>=

=< v, v >+ <v,w >+ <w,v>+<ww>Z||vP+2 < v,w > +Hw|* <

(@
<l + 2l <wvw > [+ wll* < (vl + 2lollllwll + flwl® = (ol + [w])*.
O

Teil (a) des folgenden einfachen Lemma zeigt, dass man das Skalarprodukt
aus der Norm rekonstruieren kann.

Lemma 7 Sei V' ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt < , > und
induzierter Norm || .||. Fir v,w € V gilt:

(a) <v,w>=5(Jv+wl* = [Jv]]* = Jw]?).

(b) (Parallelogrammgleichung) ||v + w||* + |Jv — w||* = 2(||v]|* + [Jw]?).

Bemerkungen 8 (a) Sei V' ein reeller Vektorraum. Eine Abbildung || .|| :
V — R,v — |jv|]| mit den Eigenschaften (b), (¢) und (d) aus Lemma 6
heisst eine Norm auf V. Ein Skalarprodukt < , > definiert also eine Norm.
Es gibt aber Normen, die nicht von Skalarprodukten herriihren (Beispiel:
lolli: = |z1| + ...+ |za|, v = (z1,...,2,)" € R?; vgl. Ubung ..., Blatt ...).

(b) Sei V' ein R-Vektorraum und || . || eine Norm auf V. Fiir v,w € V setzen
wir d(v,w): = |[[v—w||. Man nennt die Abbildung (v, w) + d(v,w) den (aus
|| .|| erhaltenen) Abstand (oder Metrik). Fir u,v,w € V gilt:

(M1) d(v,w) >0, dv,w)=0v=w
(M2) d(v,w) = d(w,v)
(M3) d(v,w) < d(v,u)+ d(u,w) (Dreiecksungleichung)

Eine Menge M zusammen mit einer Abbildung d : M x M — R mit den
Eigenschaften (1)—(3) nennt man einen metrischen Raum (die Abbildung d
heisst eine Metrik auf M). Man beachtet, dass nicht jede Metrik auf einem
R-Vektorraum aus einer Norm entsteht (ein ganz einfaches Beispiel ist die

. 0 wenn v = w ist;
Metrik d(v,w): = { 1 wenn v # w ist. )

Definition 9 Sei V' ein euklidischer Vektorraum mait Skalarprodukt < , >.
(a) Seien v,w € V — {0}. Nach Lemma 6 (a) gilt —1 < == < 1. Es gibt

llolllfwll



daher ein eindeutig bestimmtes ¢ € [0, ] mit cos(¢) = Fr=. Man nennt ¢
den Winkel zwischen v und w.

(b) Zwei Vektoren v, w heissen orthogonal oder senkrecht aufeinander stehend
(Notation: v L w) falls gilt < v,w >=0 (wenn v # 0 # w st also v L w &

6=%)
(c) Sei U ein Untervektorraum von V. Die Menge U+: ={v €V |<v,u >=
0Vwu € U} heisst das orthogonale Komplement von U.
Bemerkungen 10 (a) Fiir v,w € V gilt nach Lemma 7 (a):

vilw <= ||vt+uw|®= v+ |w]? (Satz des Pythagoras)

(b) Sei U C V ein Untervektorraum. U+ ist ebenfalls ein Untervektorraum.
Ist V endlich-dimensional so gilt dim(U) + dim(U+) = dim(V) und (U+)+ =
U (den Beweis werden wir spéter nachholen).

Definition 11 Sei V', < | > wie oben. Ein n-Tupel (vy, ..., v,) von Vekto-

ren in V' heisst Orthonormalsystem, wenn fir alle i,j € {1,...,n} gilt:
< v S 1 wenn =y ist;
DT 0 wenn i # st

d.h. die Vektoren vy,...,v, stehen paarweise senkrecht aufeinander und ha-
ben alle die Linge 1 (wir nennen einen solchen Vektor auch normiert).

(v1,...,v,) heisst Orthonormalbasis, wenn (vq,...,v,) ein Orthonormalsy-
stem und eine Basis von V 1ist.

Beispiele 2 (a) Die Standardbasis (e1, .. ., e,) ist eine Orthonormalbasis im
R™ (bzgl. des Standardskalarprodukts).

(b) Sei V' = C([0,27]) mit dem Skalarprodukt

2
<lg>i= o / F(Hg(t) dt.

(vgl. Beispiel 1 (b)). Fiir k,1 € N gelten:
2m
(5) / cos(et) sin(It) dt = 0
027r 2T
(6) / sin(kt) sin(lt) dt = / cos(kt) cos(lt) dt =0 falls k # [.
027r 2T ’
(7) / sin(kt)? dt = / cos(kt)?dt =
0 0

6



Also bilden je n Funktionen aus der Menge
{1} U {sin(kt) | k € N} U {sin(lt) | [ € N}

ein Orthonormalsystem (1 bezeichnet hier die konstante Funktion [0, 27] —
R,t+—1).

Satz 12 Sei V' ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt < , > und

sei (vy,...,v,) ein n-Tupel von Vektoren in V.
(a) Ist (vq,...,v,) ein Orthonormalsystem, so ist (vi,...,v,) linear un-
abhdngig.

(b) Sei (vi,...,v,) ein Orthonormalsystem und U: = L(vi,...,v,). Dann
gilt fiir jedes v € V':
U—Z<U,Ui>UiEUJ'
i=1
(¢c) Ist (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis, so gilt v =">"_ | < v,v; > v; fir

alle v € V (d.h. < v,vy >,...,< v,v, >€ R sind die Koordinaten von v
bzgl. (v1,...,0,)).

Beweis. (a) Aus \jv; + ...+ A\jv, = 0 folgt:

n
0=< 'UZ',)\1U1 + ... +)\nvn,vi >= Z)\j < U,V >= )\z

j=1
fur alle i € {1,...,n}.
(b) Fir j € {1,...,n} gilt:
n n
< 'U—Z <V, > U,V >=<V,V; > —Z <0,V >< v,V >
i=1 i=1

=<v,v; >—<0v,v; >=0

d.h.v— Z?:l < w,v; > v; steht senkrecht auf jedem der Vektoren vy, ..., v,.
Folglich steht v — " | < v,v; > v; senkrecht auf jeder Linearkombination
von (v, ..., vp).

(c) Sei jetzt (vy,...,v,) eine Orthonormalbasis und v € V. Nach Teil (b)
liegt v — > | < v,v; > v; im orthogonalen Komplement von L(vy, ..., v,),



d.h. der Vektor v — 37" | < wv,v; > v; steht senkrecht auf jedem w € V. Also
auch auf sich selbst:

n n
<U—Z<v,vi>vi,v—z<v,vi>vi>:0
i=1 i=1

und daher (aufgrund der positiven Definitheit des Skalarprodukts)
v=> 1, <v,v > O

Im néchsten Satz lernen wir ein Verfahren kennen, dass uns erlaubt aus ei-
ner gegebenen Basis von V' eine Orthonormalbasis zu gewinnen. Insbesondere
folgt, dass jeder endlich-dimensionale euklidische Vektorraum eine Orthonor-
malbasis besitzt.

Satz 13 (Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren) Sei V' ein eu-
klidischer Vektorraum mit Skalarprodukt < |, > und sei (wq,...,w,) ein li-
near unabhdngiges n-Tupel von Vektoren in V. Dann ¢ibt es ein Orthonor-
malsystem (vy, ..., v,) mit

L(’Ul,...,’UZ‘) = L(W1,---,wi)

firi=1,... ,n. Insbesondere gilt: Ist (w1, ..., w,) eine Basis, so ist (vy,...,v,)
eine Orthonormalbasis.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber n.
Im Fall n = 1 setzen wir v; = mwl. Wegen ||lv1|| = ”w—11”||w1|| =1 ist v
normiert und es gilt L(vy) = L(wy).

Induktionsschluss n — 1 — n (fiir n > 2): Nach der Induktionsvorausset-
zung gibt es ein Orthonormalsystem (vq,...,v,_1) mit L(vy,...,v;) =
L(wy,...,w;) firi=1,...,n — 1. Setze

n—1
Up: = Wy, — E < Wy, V; > ;.
i=1

Nach Satz 12 (b) und der Induktionsvoraussetzung gilt:

ﬂn € L(Ul, R ,Un_l)J' = L(wl, c ,wn_l)l
Esist v, # 0, denn sonst wiirde w,, = Z?;ll < Wy v > 0; € Lvg, .. 05-1) =
L(wy,...,w,_1) gelten. Das steht im Widerspruch zur linearen Unabhéngig-
keit von (wy,...,w,).



Es folgt [|U,| # 0. Wir setzen v, = =0, so dass ||v,|| = 1 ist. Wegen

[l
U, L v gilt auch v, L v; fir i = 1,....,n — 1, dh. (vy,...,v,) ist ein

Orthonormalsystem. Da sich v, und w, nur um eine Linearkombination von

(v1,...,v,_1) unterscheiden erhalten wir schliesslich
L('Ub <oy Un—1, Un) = L('Ula s >'Un—1>:l7n) = L(Ula <oy Un—1, wn)
= L(wy, ..., Wp_1,Wy).

O

Bemerkung 14 Um eine Orthonormalbasis aus einer vorgegebenen Basis

(w1, ..., wy,) zu konstruieren kann man also den folgenden Algorithmus be-
nutzen. Man definiert rekursiv die beiden endlichen Folgen vy, ..., v, und
v1,..., 0, durch
n—1
V1 = Wy, @}::wi—z<wn,vi>vi firi=1,...,n—1 und
=1
[ .
VT = ——0; firi=1,...,n.
[

Der obige Beweis zeigt, dass ||[v;|| # 0 fiir alle i € {1,...,n}. (vy,...,v,) ist
dann die gesuchte Orthonormalbasis.

Skalarprodukt auf komplexen Vektoridumen

Definition 15 Sei V' ein C-Vektorraum. Eine Abbildung
<, > VxV—C, (v,w) —<v,w >

heisst hermitesches Skalarprodukt auf V', wenn gilt:
(a) Fiir alle v, vy, vy, w, w1, we € V und A € C gilt:

< U F U, w >=< v, w >+ < v, w >, <A, w>= A< 0,w >,

<V W F Wy S=< v, Wy > 4 < v, we >, < VA W S=N< v, w > .
(hierbei bezeichnet zZ das komplex Konjugierte von z € C).
(b) < , > ist hermitesch, d.h. < v,w >=<w,v > fir alle v,w € V.
(c) < , > ist positiv definit, d.h. firv eV gilt:

<v,v>2> 0, <v,v>=0&0v=0



FEin C-Vektorraum V' zusammen mit einem hermiteschen Skalarprodukt auf
V' heisst unitdrer Vektorraum.

Bemerkung 16 Die Eigenschaft (a) wird als Sesquilinearitit bezeichnet.
<, > ist also linear im ersten und semilinear im zweiten Argument.

Z1 w1

Beispiele 3 Seienz= | : | ,w=| : | € C". Durch

n
<z,w > :zlw1+...+znwn:Zz,~w,~€C
i=1

ist auf V= C™ ein hermitesches Skalarprodukt definiert.

Sei V' ein unitéirer Vektorraum mit hermiteschem Skalarprodukt < , >. Die
Norm ||v|| eines Vektors v € V ist wieder durch |v|| = /< v,v > definiert
(man beachte, dass < wv,v > eine nicht-negative reelle Zahl ist). Es gel-
ten analog die Aussagen von Lemma 6. Wir beweisen hier nur die Cauchy-
Schwarzschen-Ungleichung fiir ein hermitesches Skalarprodukt.

Zunéchst bemerken wir, dass man V' auch als reellen Vektorraum auffassen
kann indem man die Skalarmultiplikation (A, v) — Av einfach auf reelle Ska-
lare A einschrankt. Wir benutzen die Bezeichnung Vg, wenn wir V' nur als
reellen Vektorraum betrachten. Man rechnet leicht nach, dass der Realteil
< v,w >g: = Re(< v,w >) ein Skalarprodukt auf Vg ist. Die Cauchy-
Schwarzsche-Ungleichung gilt also fiir < , >g, d.h. fiir v,w € V gilt:

(8) | <v,w>r | <V/<v,0 >pV/< W, W >R

Wegen < v,v >€ R, also < v,v >p=< v,v > (und ebenso < w,w >r=<
w,w >) ist die rechte Seite = ||v||||w]|. Ist < v,w >€ R, so ist die linke

Seite der Ungleichung (8) = | < v,w > |. Falls < v,w >¢ R setzen wir
A= % € C und v*: = Av. Dann gilt:

<vhw>=A<v,w>=|<v,w>|ER, <v 0" >= A\ <v,v>=<v,0>
da A\ = |A\]? = 1. Wir erhalten:
| <v,w>[=<v"w>=<v"w > < [v*|[w]] = [v]||lw]-

10



Hierbei haben wir (8) fiir v* und w (anstelle von v und w) benutzt. O

Man definiert die Begrifte orthogonal, othogonales Komplement, Orthonor-
malsystem und Orthonormalbasis fiir unitire Vektorrdume ganz analog wie
im Fall von euklidischen Vektorrdumen. Die Sétze 12 und 13 gelten wortwort-
lich auch fiir unitéare Vektorrdume.
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