1 Matrizen und Determinanten

1.1 Lineare Gleichungssysteme

Ein Beispiel eines Gleichungssystems ist

vt =327+  +ay+6=0
4a* — 3y* — 32y —10=0

Eine Losung dieses Systems besteht aus zwei reelle Zahlen x, y die eingesetzt
die beiden Gleichungen erfiillen. Eine Losung ist also ein geordnetes Paar
(x,y) von Zahlen.

Um eine Losung von () zu finden subtrahieren wir die zweite Gleichung von
der ersten und vertauschen die Seiten:

0 =a* — 72 + 4y + 4oy + 16
= (2% —4)® + 2 + 4y° + 4oy
= (2* = 4)* + (v + 2y)°

Also muss 2% — 4 = 0 = x + 2y gelten und wir erhalten
(x,y) =(2,—1), oder (z,y)=(-2,1).

Aber keines dieser Paare 16st auch nur eine der beiden Anfangsgleichungen.
Der Grund dafiir ist, dass wir im ersten Schritt unseres “Losungsverfahrens”
Information verschenkt, d.h. Bedingungen ignoriert und damit die Losungs-
menge vergroflert haben. In Wirklichkeit hat das System keine reelle Losun-
gen.

Im Allgemeinen ist es sehr schwierig zu entscheiden, ob ein Gleichungssystem
losbar ist und ggf. die Menge aller Losungen zu bestimmen.



Wir untersuchen im Folgenden nur lineare Gleichungssysteme. Eine lineare
Gleichung ist eine Gleichung der Form

ary+ ...+ apx, =0b.

Dabei sind ay . .. a,, b gegebene n+1 Zahlen und z; ... x,, gesuchte n Zahlen.

Das Adjektiv “linear” bezieht sich darauf, dass nicht etwa Quadrate, Pro-
dukte oder noch kompliziertere Funktionen der Unbekannten x; ... x, in der
Gleichung vorkommen. Hat man nur wenige Unbekannte so bezeichnet man
diese auch mit z,v, z, ... statt xy,x9, 3, ...

Lineare Gleichungssysteme sind mehrere solcher Gleichungen, z.B.

3r — 2y +5z=2
y+92=0

Ein lineares Gleichungssystem ist also ein Gleichungssystem der Form

a1 + 122 + ... + A1y — b1
anr1 + Gprs + ... + awT, = by
am1T1 + Q22 + ...+ AppTn = bm

Dabei sind die a;; und die b; als bekannt vorausgesetzt. Man hat also m

Gleichungen fiir die n Unbekannten z,...,z,. Eine Losung des Systems
ist ein geordnetes n-Tupel (z1,...,z,) von Zahlen, das alle m Gleichungen
erfiillt.

Im Gegensatz zu beliebigen Gleichungssystemen gibt es fiir lineare Gleichun-
gen gibt ein allgemeines Verfahren, einen Algorithmus, der

e zur Losung fiihrt, wenn es eine gibt,
e alle Losungen liefert, wenn es mehrere gibt,

e gegebenenfalls meldet, daf es keine Losung gibt.

Dieses Verfahren heifit Gauscher Algorithmus. Wir fithren ihn zunéchst an
zwei Beispielen vor.



1.1.1 Beispiel:

or + Ty = 3

2 + 3y = -1
Wir multiplizieren die erste Zeile mit —% und addieren sie zur zweiten und
erhalten das lineare Gleichungssystem

or + Ty = 3
1, _ -1
59 = 5
Die Losung der zweiten Gleichung ist y = —11. Setzen wir diesen Wert in die

erste Gleichung ein und 16sen diese nach = auf, so erhalten wir x = 16. Das
Gleichungssystem hat also genau eine Losung, namlich (z,y) = (16, —11).

1.1.2 Beispiel:

21’1 + ZTo + 31’3 = 0
4ry — x9 + x3 = 10 —2 x erste Zeile
(1) 3r, + 229 + w3 = T —% X erste Zeile
2331 + x5 + 3333 = 0
- 31’2 — 533'3 = 10
(2) sty — w3 = 7 +& X zweite Zeile
21’1 + X9 + 31’3 = 0
— 31y — bxz3 = 10
13 _ 2
(3) B R

Das dritte Gleichungssystem ist sehr leicht zu l6sen. Aus der letzten Glei-
chung folgt x3 = —2. Finsetzen in die vorletzte Gleichung liefert x5 = 0, und
Einsetzen der gefundenen Werte in die erste Gleichung des dritten Systems
liefert z; = 3. Also hat das System die einzige Losung (x1, z2, 23) = (3,0, —2).

Beachten Sie, dass man bei den Umformungen keine Information verliert:
Addiert man z.B. im Gleichungssystem (2) zur zweiten Zeile das Doppelte
der erste Zeile und zur dritten Zeile das %-fache der ersten Zeile so erhilt
man das urspriingliche Gleichungssystem (1) zuriick. Alle Umformungen sind
umkehrbar.



Wir beschreiben nun den Gauflschen Algorithmus im allgemeinen. Gegeben
sei ein lineares Gleichungssystem

a1y + apres + ... + apr, = b
911 + 99T 4+ ... 4+ aonly, = bQ
Am1iT1 + GmaTa + ... + QunTn = bn

Wir nehmen an, dass x; wirklich vorkommt, d.h. eines der a;; ist # 0. Sonst
nummerieren wir die Unbekannten um. Nach Vertauschung von zwei Zei-
len kénnen wir annehmen, dass sogar a;; # 0. Dann addieren wir von den
folgenden Zeilen ein Vielfaches der ersten, so dass jeweils x; verschwindet.
Genauer: wir addieren zur i-ten Zeile das —%—fache der ersten. Wir erhalten
ein neues, zum ersten System &dquivalentes, in dem x; nur noch in der ersten
Zeile vorkommt:

a1ry + a1y + ... + QpnT, = bl
/ / _ /

/ / _ /
a o re + ... + a v, = b

Noch einmal die vorgenommen Umformungen:

e Vertauschung von zwei Zeilen,

e Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen.

Bei den weiteren Umformungen des Systems betrachten wir nur noch die Zeile
ab der zweiten, die erste Zeile fithren wir unverindert mit. Wir betrachten in
den folgenden Zeilen die Unbekannte mit dem kleinsten noch vorkommenden
Index. In der Regel wird das x5 sein, es konnte aber auch sein, dass alle Terme
in denen x5 vorkam, bei den Umformungen verschwunden sind. Nehmen wir
an, r; wére diese Unbekannte. Nach Zeilenvertauschung kénnen wir wieder
annehmen, dass z; in der zweiten Zeile wirklich vorkommt. Dann addieren
wir wie eben zu den Zeilen 3,...,m jeweils ein geeignetes Vielfaches der
zweiten Zeile, so dass x; in keiner der Zeilen 3, ..., m mehr vorkommt.

Dieses Verfahren setzen wir fort, bis in den nachfolgenden Zeilen gar keine
Unbekannten mehr stehen. Das ist insbesondere dann der Fall, wenn es keine
nachfolgenden Zeilen mehr gibt. Es kann aber auch sein, dass noch Gleichun-
gen da sind, die aber auf der linken Seite keine Unbekannten mehr haben
also von der Form

0 = b

fiir irgendeine rechte Seite b sind. Das System ist dann in Zeilenstufenform.
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1.1.3 Definition: Ein lineares Gleichungssystem

a1 + 122 + ... 4+ A1y = bl
(*) 9117 + agrs + ... + agr, = by
Am1T1 + QmaXos + ... + QunTn = bmn

ist in Zeilenstufenform, falls fiir jeden Zeilenindex + = 1,2, .
j€{1,...,n} existiert, so dafl

(1) ajj #0und a, =0 Vk=1,...,5—1

(2) ap =0 Vk>2,l§]

Ein System in Zeilenstufenform sieht also so aus:

| | = b
\ | = b
m—

] = b

0 = b

0 = b

..,m ein Index

Da der Index j in (1) von ¢ abhéngt schreiben wir auch j; dafiir. Wegen (2)

gilt:
NnN<jo<...<jr<n.

Wir wollen jetzt untersuchen wann das System () in Zeilenstufenform 16sbar
ist und beschreiben wie die Losungsmenge gegebenenfalls aussieht.

1. Fall: r < m und mindestens eine der Zahlen b,,1,b,49,...

Dann besitzt das System (%) keine Losung.

2. Fall: b,y =...=0, =0oder r=m.

, b 18t # 0.

Dann konnen wir die letzten m — r Zeilen ignorieren, sie enthalten keine

Information.

Das Gleichungssystem ist in diesem Fall l6sbar.



Fall 2, (a): r = n. Dann sind alle Stufen von der Breite 1, also j; = i fiir
1 =1,2,...,n. Die letzte Gleichung ist a,,z, = b, und wir erhalten daraus
einen eindeutig bestimmten Wert fiir z,,. Diesen setzen wir in die vorletzte
Gleichung

Ap—1n—-1Tn—1 T Gpn_1nTy = bn—l

ein und erhalten daraus den Wert fiir x,,_1. So fortfahrend sehen wir, daf§ das
Gleichungssystem eine eindeutig bestimmte Losung (zq, xo, . . ., z,) besitzt.

Fall 2, (b): r < n. Dann gibt es wenigstens eine breitere Stufe d.h. es
gibt mindestens eine Variable x; die nicht am Anfang einer Zeile steht. Eine
solche Variable nennnen wir “freie Variable”. Davon gibt es offenbar genau
n — r Stiick. Wir kénnen sie beliebig wihlen und fiir jede solche Wahl erhilt
man eine eindeutig bestimmte Losung.

Wir fithren den Algorithmus noch einmal an einem Beispiel vor. Gegeben sei
das Gleichungssystem

To + 21’3 = 9

(*) 3£L'1 + 4513'2 + 5.1'3 = 9
61’1 + 71’2 + 81’3 =9

9(131 + 95(72 + 91’3 = 0.

Wir benutzten dafiir die abkiirzende Schreibweise

oo wo
NoJEN QTN
© 0 TN
© O O ©

Als ersten Schritt vertauschen wir die 1. und 2. Zeile:

34 519
01 29
6 7 819 -2x 1. Zeile
9 9 919 -3x 1. Zeile
0
3 4 5 9
0o 1 2 9
0o -1 -2 -9 1x 2. Zeile
0 -3 -6 -18 3x 2. Zeile



O OO W
OO
S O N Ot
O O O ©

Also ist das System nicht 16sbar.
Wenn wir stattdessen die letzte Zeile von (x) durch die Gleichung
(*) 9371 + 9372 + 9.%'3 =0

ersetzen so stossen wir am Ende auf das Diagramm

S OO W
O O o
S O N Ot
S O O ©

gestoflen, d.h. in diesem Fall ist das System &quivalent zu dem Gleichungs-
system

()

Wir erhalten unendlich viele Losungen, da wir x3 frei wiahlen konnen, d.h. zu
jeder Wahl von z3 gibt es genau eine Losung. Als Losungsmenge von ()
erhalten wir

31’1 + 4LL’2 + 5.1‘3 =9
) +2[E3:9

{(t—9,9—2t,t) | t € R}.

1.1.4 Definition: 1. Ein lineares Gleichungssystem der Form

anxry + ... + appr, = 0

amr1 + ... + amnr, = 0
heiffit homogen.
2. Setzt man in einem beliebigen linearen Gleichungssystem

a1y + ... + apr, = bl

AmiT1 + ... + @mpTn = by,

die rechte Seite = 0, so erhélt man ein neues lineares Gleichungssystem, dass
das zugehorige homogene System genannt wird.
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1.1.5 Bemerkung: Hat das homogene lineare Gleichungssystem

anxry + ... + apxr, = 0

ami®i + ... + ampxr, = 0

mehr Unbekannte als Gleichungen, d.h. ist m < n, so besitzt das System eine
nicht-triviale Losung
(X1, ..., ) # (0,...,0).

Beweis: Wir bringen das System mit dem Gauflalgorithmus auf Zeilenstu-
fenform mit r nicht-trivialen Zeilen. Da r < m < n gibt es mindestens eine
“freie Variablen”. Sei x; eine solche. Nach den obigen Uberlegungen gibt es
eine Losung (x1, . .., z,) des Systems bei der wir x; beliebig vorgeben kénnen
(also etwa x; = 1). O

1.2 Matrizenrechnung

1.2.1 Im Folgenden sei K entweder die Menge der rationalen Zahlen Q,
oder die Menge der reelle Zahlen R.

1.2.2 Definition: Eine m x n-Matrix (oder Matrix vom Typ m x n) iiber
K besteht aus mn Zahlen in K die in einem rechteckigen Schema der Form

aii a12 N AT

a9 929 ... Qop
A=

Am1 Am2 ... Omn

angeordnet sind. Die Elemente a;; € K 1 < ¢ < m,1 < j < n heiflen
Komponenten oder Eintrige der Matrix A. Wir schreiben abkiirzend
A= (aij)izl,...,m
j=1,...n
oder auch nur A = (a;;), wenn der Typ feststeht. Matrizen vom Typ n x n
heiflen quadratische Matrizen.

Die 1 x n—-Matrizen (bzw. m x 1-Matrizen) heiflen Zeilen- (bzw. Spalten-)
vektoren. Sie haben die Form

a1

a2
Z:(al as ... Cln) (bZW-SI . )

am



Mit M (m x n, K) bezeichnen wir die Menge aller m x n-Matrizen mit Kom-
ponenten aus K. Wir definieren die Summe A 4+ B zweier Matrizen A =
(a;j), B = (bjj € M(m x n,K) und die skalare Multiplikation AA einer Ma-
trix A = (a;;) mit einer Zahl A wie folgt:

aip ... Qip bll c. bln ap + bll .. Qip Tt bln
az1 A2n boyr ... bop ag +ba1 ... ag, + by
+ = ) .
Am1 .- Amnp bml e bmn Q1 + bml cee QT+ bmn
ay; ... Qip )\&11 . )\aln
A —
Al - Qmn A1 ... AN

1.2.3 Beispiel:

123+103_226 220_40

4 5 6 052/ \4 10 8/’ 3 1) \6 2/
Fir A = (a;;) € M(m x n,K) setzen wir —A: = (—a;;). Fir A,B €
M (m x n, K) schreiben wir auch A — B anstelle von A + (—B). Offenbar ist
A— A =0, wobei 0 hier die m x n-Matrix bezeichnet, deren Eintriage alle = 0
sind. Diese heifit Nullmatrix. Um Mehrdeutigkeiten zu vermeiden miissten

wir eigentlich 0,,x, schreiben. Das ist aber meist zu umstéandlich. Aus dem
Kontext wird klar werden welche Nullmatrix wir jeweils mit 0 meinen.

1.2.4 Satz: (Rechenregeln fiir die Addition und skalare Multiplikation von
Matrizen).

(i) M(A+ B) = M+ AB fur alle A € K und A € M(m xn,K), B €
M(m x n, K).

(i) A+ p)A=AA+ pAfiralle \,p € Kund A € M(m xn, K).
(i) (Ap)A = A(pA) fiir alle \,p € K und A € M(m x n, K).

Man kann zwei Matrizen vom Typ m xn und. n xr miteinander multiplizieren
und erhélt dabei eine m x r Matrix als Produkt: Ist A = (a;;) € M(mxn, K)



und B = (bjr) € M(n x r, K), so definieren wir das Produkt AB € M(m x
r, K) durch

0
1
1.2.5 Beispiele: (a) (2305 1) |4 | = 8. Allgemeiner ist das Produkt
1
0
eines Zeilenvektors x = (z,...,2,) € R* = M(1 x n,R) mit einem Spalten-
Y1
vektory = | ¢ | € M(n x 1,R) eine 1 x 1 Matrix, d.h. eine Zahl, ndmlich
Yn
Ty = Z?:1 TiYi-
4 3 01 2 120
21 401 0 42
(b) Sei A = und B = |3 0 1|. Dann ist A- B =
00410 11 3
2 010 4 00 4
5 21 17
14 8 10 . . .
531 7| Der Ausdruck B - A ist dagegen nicht definiert.
5 4 17

Sind a4, ..., a4, € M(1 x n, K) die m Zeilen von A = (a;;) € M(m x n, K)
aufgefasst als Zeilenvektoren und by, ..., b, € M(n x 1, K) die r Spaltenvek-
toren von B = (bjx) € M(n x r, K) so gilt: A+ B = (a; - bj)i=1,...m-

.....

Die quadratische Matrix

1 0 . 0
01
E,=(6;)=]": | € M(nxn,K)
0
0 .. 01

heisst n x n-Einheitsmatrix. Fiir die Eintrage von E,, gilt also 6;; = 1 falls
gilt ¢ = 7 und 6;; = 0 sonst.
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1.2.6 Satz: (Rechenregeln fiir die Matrizenmultiplikation).

(i) (A1+A3)B = AyB+A3B, A(B1+DB;) = AB1+AB;, VA AL Ay €
M(m xn,K),B,By,By € M(n xr, K);

(ii) «(AB) = («¢A)B = A(aB) Vo € K, A€ M(mxn,K),B €
M(n xr, K);

(ii) A(BC) = (AB)C VYA € M(m xn,K),B € M(nxnK),C €
M(r x s, K);

(iv) Ep,A=AE,=A VAeM(mxn,K).

1.2.7 Bemerkung: Die Matrizenmultiplikation ist i.a. nicht kommutativ.
Fir A e M(mxn,K), B € M(nxr, K)kann man zwar AB bilden nicht aber
BA falls r # m. Wenn r = n ist und m # n, so ist AB eine m x m-Matrix
wéahrend B A eine n x n-Matrix ist. Selbst wenn A und B beide n x n-Matrizen
sind gilt i.a. AB # BA. Beispielsweise ist

GG =606 0)-(o)l)

1.2.8 Bemerkung: Eine niitzliche Beobachtung, die im Folgenden noch
haufiger benutzt wird, ist, dass die j-te Spalte der Matrix

ayr ... Qip
A=| : : € M(m x n)
aml1 -+ Amn
gleich dem Produkt
0
ayy ... Qip :

1| < j-te Stelle

aml --- Amn
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ist, d.h. die j-te Spalte von A ist = Ae; wobei

0
ej: = | 1| « j-te Stelle.
0
Entsprechend sind ejA, ... e5 A die Zeilen von A, wobei (e},...,e,) die

Zeilen von FE,, sind.

Im Folgenden betrachten wir quadratische Matrizen.

1.2.9 Definition: Eine n x n-Matrix A heiflt invertierbar, wenn es eine
n X n-Matrix B gibt, so dafl

AB = BA=E,.

Das néchste Lemma zeigt, dass B in diesem Fall eindeutig bestimmt ist. Es
wird mit A~ bezeichnet (d.h. A~': = B) und heifit inverse Matrix oder die
Inverse von A.

1.2.10 Lemma: Wenn es zu A € M(n x n,K) zwei Matrizen B,C €
M(n x n,K) gibt mit BA = AC = F,, dann ist A invertierbar und es ist
B=C=A""

Beweis: C = E,C = (BA)C = B(AC) = BE, = B. O

1.2.11 Beispiel: (a) E, ist invertierbar.

(b) Sei A = (; g) A ist invertierbar, denn

12\ (5 -2\ (1 0y (5 -2\ (12
2 95 -2 5) \0 1) \-2 5 2 5)°
(c) Allgemeiner gilt: Ist A = <$ Z

1 d —b
Al = .
ad — bc (—C a )

12

> € M(2 x 2, K) mit ad — bc # 0. Dann

ist A invertierbar und




1.2.12 Lemma: (a) Das Inverse einer invertierbaren Matrix A ist inver-
tierbar und es gilt (A1)~ = A.

(b) Das Produkt AB zweier invertierbarer n x n-Matrizen A und B ist in-
vertierbar und es gilt (AB)™' = B~'A~%

1.2.13 Wie invertiert man eine Matrix? Es gibt einen Algorithmus,
der es einem erlaubt zu entscheiden, ob eine gegebene Matrix A € M(n X
n, K) invertierbar ist und der gegebenenfalls ihr Inverses berechnet.

Wir wollen ein B = (b;;) € M(n x n, K) finden mit AB = E,,. Betrachten
wir nur die j-te Spalte so miissen wir also das lineare Gleichungssystem

0
by :
(%) Al + | =1 « j-te Stelle
bnj :
0
in den Unbekannten (by;,...,b,;) losen. Dazu wenden wir Gaufischen Algo-
rithmus simultan auf alle Gleichungssysteme (x) fiir j = 1,...,n an.

Wir fithren den Algorithmus zuerst an zwei Beispielen vor.

01 —4
1.2.14 Beispiel: (a) Sei A = |1 2 —1]. Wir versuchen A mit Hilfe
11 2

von Zeilenumformungen in die Einheitsmatrix umzuwandeln und fithren alle
Umformungen parallel auch an E3 durch.

01 4,1 0 0
1 2 -1
1 1 210 0 1

—
]

1 2 -1/0 1 0
01 4|1 0 0

1 270 0 1
1 2 -1{]0 1 O
0 1 471 0 O
0 -1 3]0 -1 1
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1 2 -1
-4

0 1

0 0

1

1

1

-2
1

-4

0 1

0 7

1

-4

0 1

1

-4

0 1

1 0 0|5 -6 7
01 0-3 4 -4
0 0 1]-1

1

-6 7
—41.
—1

-3 4
-1 1

5

= A ist invertierbar mit Inversem A~! = (

)

b

(

-1 00 1 O

0

110 0 1

1

0

1
-1 0 1

0

1

1

-1 010
1

0

0

-1 010

0

0 0 O
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1 0 1
= B: =0 —1 0] ist nicht invertierbar.
1 1 1

Wir haben also das folgende Verfahren zur Bestimmung des Inversen von
A € M(n x n,K): Man schreibe die Matrizen A und FE,, nebeneinander.
Alle Zeilenumformungen, die an A vorgenommen werden, fithrt man parallel
auch an FE, durch. Zunichst bringt man A durch Zeilenumformungen auf
Zeilenstufenform. Dabei stellt sich heraus ob r = n ist. Ist r < n, so ist A
nicht invertierbar. Ist » = n, so fithrt man weitere Zeilenumformungen durch
bis aus A links die Matrix FE, geworden ist. Rechts steht dann die inverse
Matrix A~!. Das mochte ich jetzt begriinden.

Die Zeilenumformungen, die wir in jedem Schritt vorgenommen haben waren
jeweils von einem der folgenden Typen:

Typ 1: Vertauschung zweier Zeilen;
Typ 2: Multiplikation einer Zeile mit einem Zahlenfaktor # 0;

Typ 3: Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen.

Diese heiflen elementare Zeilenumformungen. Analog definiert man elemen-
tare Spaltenumformungen des Typs 1, 2 und 3.

Eine m x m Matrix E heiBt Elementarmatrix vom Typ i wenn sie aus der
Einheitsmatrix F,, durch eine elementare Zeilenumformung vom Typ i her-
vorgeht. Die Elementarmatrizen haben die folgende Gestalt:

1 0

0 1 i-te Zeile
Typ 1

1 0 J-te Zeile
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1
A Typ 2
1
0 1
1 0
I ... 0 i-te Zeile
SRR Typ 3
A L1 J-te Zeile
0 1

Sei E;; = Egn) € M(m x m,K) die Matrix, deren Eintrag an der Stelle
(7,7) gleich 1 ist, und deren andere Eintrége alle Null sind. Seien i,j €
{1,2,...,m} und sei A € K. Dann gilt:

(i) E=E, + E;; + E;; — E; — Ej; ist die Elementarmatrix, die aus E,,
durch Vertauschung der i-ten und j-ten Zeile hervorgeht.

(i) E = E,, + (A — 1)Ej ist die Elementarmatrix, die aus E,, durch Mul-
tiplikation der i-ten Zeile mit A € K hervorgeht.

(iii) E = E,, + AE;; ist die Elementarmatrix, die aus E,, durch Addition
des A\-fachen der i-ten Zeile zur j-ten Zeile hervorgeht.

1.2.15 Satz: Entsteht A € M(mxn, K) aus A € M(m x n, K) durch eine
elementare Zeilenumformung und ist £ € M (mxm, K) die Elementarmatrix,
die aus FE,, durch die selbe elementare Zeilenumformung entsteht, so gilt:

A=FA.

1.2.16 Beispiel: Sei A = <1 2). Betrachte die elementare Zeilenumfor-

3 4

mung “Addiere das Doppelte der ersten Zeile zur zweiten” . Also ist A (é g)
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und F = (1 O) und es gilt:

2 1
12y (10 1 2
5 8/ \2 1 3 4/
Beweis von 1.2.15: Wir betrachten nur den Fall einer elementare Zeilenum-

formung vom Typ 3. Seien z1, ..., z, € K" die Zeilen von A. A entstehe aus
A durch Addition des A-fachen der i-ten Zeile zur j-ten:

21 el A
: : €1
% e; A :
= A= : = : —|ej+Xe; | A= EA
zj + Az (ej + Ae;)A :
. . e
Zm emA

OJ

1.2.17 Folgerung: Die Elementarmatrizen sind invertierbar, die Inversen
sind ebenfalls Elementarmatrizen.

Beweis (Wleder nur im Fall einer elementare Zeilenumformung vom Typ 3):

Sei Ey (bzw. Eg) die n x n-Matrix, die aus F,, durch Addition des A-fachen
bzw. des —A-fachen) der i-ten Zeile zur j-ten hervorgeht. Nach Satz 1.2.15

ist das Produkt E;Evl, die Matrix die aus F),, hervorgeht, indem man erst das
A-fache der i-ten Zeile zur j-ten addiert und dann nochmal das —A-fache der
i-ten Zeile zur j-ten addiert, d.h. es gilt E2E1 E Ebenso sieht man dass
E1E2 E,,. Also ist E1 invertierbar und es gilt E1 = E2 ]

1.2.18 Satz: Sei A € M(n x n, K). Die folgenden Bedingungen sind dqui-
valent:

(i) A ldsst sich durch elementare Zeilenumformungen in die Einheitsmatrix
iberfiihren.

(ii) A lasst sich als Produkt von Elementarmatrizen schreiben.

(iii) A ist invertierbar.
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(iv) Das homogene lineare Gleichungssystem A -z = 0 besitzt nur die triviale
Losung x = 0.

Beweis: (i) = (ii) L&t sich A durch Zeilenumformungen in die Einheitsmatrix
iiberfithren, so gibt es nach Satz 1.2.15 Elementarmatrizen Fi, ..., E, mit

E,-...-E,-A=E,.

Nach 1.2.17 sind El, e ,Es invertierbar und ihre Inversen El_ Lo E;l
ebenfalls Elementarmatrizen. Multiplizieren wir obige Gleichung von links
mit £, '+ ... E;! so erhalten wir

A=(E[" .. E-YZE,-...-E))-A=E;"- .. -E.

d.h. A ist Produkt von Elementarmatrizen.
(i) = (iii) Folgt aus Lemma 1.2.12 (b) und 1.2.17.
(iii) = (iv) Sei z eine Losung des Gleichungssystems

T 0

(4) Al )=

Multiplizier (4) von links mit A~
r=E, v=(A"A)z=A"Ar)=A0=0

(iv) = (i) Wir nehmen an, dass (4) nur trivial 16sbar ist und verwandeln
die Matrix A durch elementare Zeilenumformungen in eine Matrix A= (a;;
in Zeilenstufenform. Da sich die Losungsmenge eines linearen Gleichungssy-
stems bei elementaren Zeilenumformungen nicht veréndert, hat auch Az =0
nur die triviale Losung x = 0. Nach 1.1.5 gibt es in A keine Nullzeile. Also
ist r = n und A ist eine obere Dreiecksmatriz deren Diagonaleintréage alle
# 0 sind, d.h. a;; = 0 falls ¢ > j und a; # 0 fiir ¢ = 1,2,...,n. Durch
weitere elementare Zeilenumformungen vom Typ 2 148t sich A in eine obere
Dreiecksmatrix deren Diagonaleintrage alle = 1 sind {iberfithren. Diese 143t
sich schliesslich durch Zeilenumformungen vom Typ 3 in die Einheitsmatrix
umwandeln. 0J

1.2.19 Bemerkung: Sei A € M(n x n, K) invertierbar. Nach obigem Satz
1.2.18 kénnen wir A durch elementare Zeilenumformungen in die Einheitsma-
trix iiberfithren. Fiithrt man dieselben elementare Zeilenumformungen parallel
an der Einheitsmatrix durch so erhélt man A~

18



Beweis: Nach 1.2.15 entspricht ja jeder Umformungschritt der Multiplikation
von links mit der entsprechenden Elementarmatrix. Gibt es insgesammt s
Umformungen und ist E; die Elementarmatrix, die zur i-ten Umformung

gehort, so gilt:

E.,-... E,-A=E,

Durch dieselben Umformungen wird £, in die Matrix B: = F,-.. .-El ‘B, =

E, - ... E; iiberfiihrt. Es folgt:

B=E,.. E\E,=(E,...E\)(AA™) = (E,... LAJA " = B, A = A"

wie behauptet.

O

1.2.20 Die Transponierte einer Matrix. Jeder m x n Matrix A = (a;;)
ist die an der Diagonalen ¢ = j gespiegelte Matrix A* (die Transponierte von
A) zugeordnet, deren i-te Zeile aus den Koeffizienten der i-ten Spalte von A

besteht (1 < i < n). Explizit:

apx Qa2 ... Qin 11  Aa21

a21 Q22 A2p, Q12  A22
A — . . = At g

Am1 Am2 ... Qmp A1n  Ao2n

(dh At = (bij)?‘:l n mit bij = aji)'

11111

7j=1,....m

s o4 (10 3 .
1.2.21 Belsplel.A—(2 5 _1>:>A =

w O =

Es gelten die folgenden Rechenregeln

—1

Qm1
Am2

amn

€ M(nxm,K)

(1) (A+B)f=A"+B" VA BeMimxn,K);

(2) (@d)f =aA® VaeK, A e M(mxn,K);

3) (A=A VA e M@mxn,K);

(4) (AB) = B'A'  YAe M(mxn,K), BE M(nxrK)

(5) A€ M(n x n, K) ist genau dann invertierbar wenn A’ invertierbar ist

und es gilt (A1 = (A71)%
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1.2.22 Folgerung: Entsteht A € M(m x n,K) aus A € M(m x n, K)
durch eine elementare Spaltenumformung und ist £ € M(m x m, K) die
Elementarmatrix, die aus E,, durch die selbe elementare Spaltenumformung

entsteht, so gilt: - -
A= AF.

Beweis: Nach 1.2.15 gilt fiir die Matrix At:
At = E'A' = (AE)!

also A = AE. O

1.3 Determinanten

Einer quadratischen Matrix kann man eine Zahl zuordnen — ihre Determi-
nante — die genau dann nicht Null ist, wenn die Matrix invertierbar ist. Man
kann mit Hilfe von Determinanten die Losung x4, ..., x, eines linearen Glei-
chungssystems der Form

ai;y ... Qipn X1 b1
21 Q2n, Z2 by
apl .. Gnp Tn by,

direkt als Funktion der Koeffizienten a;;,b; darstellen. Im Falle einer Ma-
trix mit reellen Komponenten misst die Determinante das Volumen des von
den Spalten (oder von Zeilen) erzeugten Parallepiped (ein 2-dimensionales
Parallepiped ist ein Parallelogramm, ein 3-dimensionales ein Spat).

1.3.1 2-reihige Determinanten Sei A = (CCL d

Zahl

b) eine 2 x 2-Matrix. Die

det A :=ad — bc
heifit Determinante von A.

Wir wollen die Niitzlichkeit dieses Begriffs an den oben erwidhnten Beispie-
len — lineare Gleichungssysteme und Fldcheninhalt eines Parallelogramms —
dokumentieren.
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1.3.2  Sei

a1+ aprys = b
a1 T1 + axnry = b

(*)

ein lineares Gleichungssystem von dem wir annehmen, dass die Koeffizienten-

. a1 ai2 . . . .
matrix A = invertierbar ist. Also ist det A = aq1a90 — aj2a9; # 0
21 Q22
. _ Q22  —A12
und das Inverse ist A™1 = dei = )
—Q21 A1l

Wir suchen eine allgemeine Formel fiir die Losung. Multiplizieren wir die

Matrizengleichung A (il) = <21> mit A™!, so erhalten wir fiir die Losung
2 2

von ():

b1 am
det
o CLQle — CL12b2 . ¢ (bQ a22)
! det (A) det (CLH alg)

o1 Q22
a; by
det
L — —a91by + anby (a21 bz)
’ det (A) det @1 @2
Q21 A22

1.3.3 Seien v = (a,b),w = (¢,d) € R? Wir wollen den Flicheninhalt F'
des von v und w aufgespannten Parallelogramms {sv + tw ! 0<st<1}
bestimmen. Im obigen Bild bezeichnet ¢ den Winkel um den man v drehen

muss (entgegen dem Uhrzeigersinn), um einen zu w parallelen Vektor zu
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erhalten. Der Flacheninhalt ist Grundflache mal Hohe. Schreiben wir v und
w in Polarkoordinaten

v =1y (cosa,sina)
w =719 (cos 3, sin f3)

so gilt also
F =rih=rirysinp

Dabei ist h der Abstand von w von der Geraden durch v und den Ursprung,
also h = rysinp = resin(f — «).

. . r1cosq risino v
F=hr= — = det . = det .
= r = rire(sin f cos a—sin a cos 3) = de (7"2 cosfB rosin ﬁ) e (w)

1.3.4 Sei K = Q oder R. Wir listen jetzt einige Eigenschaften der Abbil-
dung

det : M(2x 2, K)—K, A= (Z 2) — ad — bc = det A
v

auf. Dabei benutzen wir die Notation A = <w

) wobei v = (a,b),w = (¢,d)
die Zeilenvektoren von V sind.

(a) Fiir A\, u € K ist

det(AU) :)\-det(v>, det(v>:u-det(v).
w w pw w

Im Falle K = R folgt das aus der Tatsache, dass der Flache eines Parallelo-
gramms so gestreckt wird wie die einzelnen Seiten.

(b) Fiir wy, wq,v € K? ist

det( v ):det(v)+det(v)
w1 + Wo wq Wa

Ebenso gilt fiir vy, vy, w € K?
det (”1 + ”2) — det (Ul> + det <”2> .
w w w
det <61> =1.
€2
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Das bedeutet (fir K = R), dass das Einheitsquadrat den Fliacheninhalt 1

hat. (d)
det(z) = 0.

() --0e()

(f) det (Z)) #0 <= (SJ) ist invertierbar.

1.3.5 Bevor wir Determinanten von 3 x 3-Matrizen einfiihren soll noch ein-
mal an die aus der Schulmathematik bekannten Skalar-, Vektor- und Spat-
produkte im R3 erinnert werden. Wir fassen dabei Vektoren im R3 voriiber-
gehend als Spaltenvektoren auf.

aq bl
Das Skalarprodukt a e b zweier Vektoren a = | as | ,b = | by | ist definiert
as b3

durch
aeb= a1b1 -+ a2b2 -+ CL3b3.

Sind weder a noch b gleich dem Nullvektor und ist ¢ € [0, 7] der Winkel
zwischen a und b, so gilt

aeb=lal[-[[b]| - cos(e).

Dabei bezeichnet ||a|| (bzw. ||b||) die Lénge des Vektors a (bzw. b). Es gilt
also |ja]| = \/ai 4+ a3 + a3 = Vaea.

Das Vektorprodukt a x b ist definiert durch

(I,ng — a3b2
axb= @3[)1 — Cllbg
(llbg — a2b1

Der Vektor a x b € R? ist der Nullvektor, falls @ und b linear abhiingig sind.
Andernfalls ist er durch die folgenden Eigenschaften eindeutig charakterisiert:

e a x b steht senkrecht auf a und b;

e a,b,a x b bildet ein Rechtssystem;
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e Die Liange von a x b ist gleich dem Flédchinhalt des von a und b aufge-
spannten Parallelogramms.

ay by C1
Das Spatprodukt von drei Vektoren a = [as | ,b6 = | b | und ¢ = | ¢
as bs C3
ist gegeben durch
la,b,c]: =ae(bxc).

Bis auf das Vorzeichen, ist es gleich dem Volumen des von a, b und ¢ aufge-
spannten Spats {t1a + tea + tza ‘ 0 < t,tq,t3 < 1}. Das sieht man wie folgt.
Der Flidcheninhalt der Grundfliche des Spats mit den Kanten b und c ist
F = ||b x ¢||. Der Vektor v: = % -b x ¢ hat die Lénge 1 und steht senkrecht
auf dieser Grundfliche. Die Hohe h des Spats bzgl. dieser Grundfliche ist
h = |a e v|. Damit ergibt sich

V=hF=|Faev|=lae(bxc).

1.3.6 3-reihige Determinanten Sei

ail aiz Aais
A= laxn ax axs
az1 aszz 33

eine relle 3 x 3 Matrix. Wir bezeichnen die 3 Spaltenvektoren von A mit

ai a12 a13
Gy = (A |, G2= |G|, 3= | Q23
a31 a32 a33

Die Determinante von A ist das Spatprodukt [aq, as, a3 also

Q22033  —023032
det A =ay e (CL2 X CL3) =a;® | —ajo033 —+ai3as3s
Q12023  —Q13022

=a11(a21a33 — Ap3a32) — A21(a12033 — A13G32) + a31(A12023 — A13022)
=ay; det @22 @2 a9 det Mz 013 ) 4 as; det @2 i
azz2 @33 azz as3 Q22  A23
Bis auf das Vorzeichen ist det A gleich dem Volumen des von des Spalten
aufgespannten Spats.

24



Berechnung der Determinante einer 3 x 3 Matrix mit Hilfe der Formel von
Sarrus:

+ +  +
aix G2 13 adil a2
Q21 Q22 dA23 A21 (22
az1 G32 a3z Az a32

Man schreibt die ersten beiden Spalten noch einmal rechts neben A, addiert
léngs der \ -Diagonalen zu bildenden Produkte und subtrahiert die langs der
/" berechneten Produkte. Also:

det A =aqia92a33 + a12a23a31 + A13091a32

— A31G22413 — 32022011 — G330A21A12

0 -2 3
1.3.7 Beispiel: A=|-2 1 =2
3 6 5

det A=12-36—-9—20= —53.

Wir betrachten jetzt n x n Matrizen iiber einem beliebigen Korper K. Ist

A € M(n x n, K mit den Zeilenvektoren ay, ..., a, so schreiben wir
ay
A=
Qp,

1.3.8 Satz und Definition: Es gibt genau eine Abbildung
det : M(n xn,K) — K
mit den folgenden Eigenschaften:

(D1) Fiir jeden Zeilenindex i € {1,...,n} gilt:
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(a) Ist a; = d/; + a”; so ist

aq aq aq
det | a; | =det | a; | +det | d”;

an an an
(b) Ist a; = Aa’;, A € K so ist

a1 a1
det | a; | = Ndet | &;

an an,
(D2) Hat A zwei gleiche Zeilen, so ist

det A = 0.
(D3) det E, = 1.

det heifit Determinante, det A die Determinante von A.

Die Eigenschaft (D1) bedeutet dal det linear in den Zeilen ist. Dieser Begriff
wird im nédchsten Abschnitt eingefiihrt und untersucht.

Bevor wir zum Beweis des Satzes kommen sollen einige Folgerungen aus den
Axiomen (D1) — (D3) abgeleitet werden.

1.3.9 Lemma (Anderung von det bei elementaren Zeilenumformungen):
Sei det : M(n X n, K) — K eine Abbildung mit den Eigenschaften (D1) und
(D2). Seien A, A € M(n x n, K).

(a) Entsteht A aus A durch Vertauschung zweier Zeilen so ist det A =
—det A.

(b) Entsteht A aus A durch Multiplikation einer Zeile mit A € K, so gilt
det A = Adet A.

(¢c) Entsteht A aus A durch Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer
anderen so gilt: det A = det A.
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Beweis: (b) folgt direkt aus (D1).
ai

zu (c): Entsteht A aus A = | : | durch Addition des A-fachen der i-ten
Qn

Zeile zur j-ten, so folgt aus der Eigenschaft (D1) fiir die j-te Zeile:

Q; Q; a;
det A = det : =det | : | +det
)\ai + a; )\ai a;
a;
D2
= Adet | : +detA(:>detA.
a;

zu (a): Seien die i-te und die j-te die beiden zu vertauschenden Zeilen. Nach
(b) und (c) ergibt sich durch mehrmaliges Anwenden von Zeilenumformun-
gen:

a; a; a; — (a; + a;)
det A=det | : | =det : = det
a; a; + a; a; + a;
a; a;
= —det : = —det : = —det A
aj + a; a; +a; + (—1)a;

OJ

1.3.10 Folgerung: Sei det : M(n x n, K) — K eine Abbildung mit den
Eigenschaften (D1) — (D3). Entsteht A aus A € M(n x n, K) durch eine
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elementare Zeilenumformung und ist EeM (n x n, K) die zugehorige Ele-
mentarmatrix (also A = EA) so gilt:

det A = det E det A

Beweis: Nach dem Lemma unterscheiden sich det A und det A durch einen
Zahlenfaktor o (d.h. det A = aedet A) der nur vom Typ der Zeilenumformung
und nicht von A selber abhéngt. Also gilt auch det E = adet E, und daher
wegen (D3) det £ = a.

= det A = det E det A.

O

1.3.11 Folgerung: Ist A € M(n x n, K) ein Produkt von Elementarma-
trizen A= F; -...- E, so gilt:

detA:detﬁl-...-detES.

1.3.12 Folgerung: Ist det : M(n x n, K) — K eine Abbildung mit den
Eigenschaften (D1) — (D3) und ist A € M(n x n, K) so gilt:

A ist invertierbar < det A # 0.

Beweis: Sei A zunichst invertierbar. Nach Satz 1.2.18 143t sich A als Produkt
von Elementarmatrizen darstellen:

Ey-...-EA

Es geniigt also die Behauptung fiir Elementarmatrizen zu zeigen. Das folgt
aber sofort aus 1.3.9 (angewandt auf die Einheitsmatrix).

Gelte nun umgekehrt det A # 0. Durch elementare Zeilenumformungen vom
Typ 1 und 3 1afit sich A in eine Matrix A in Zeilenstufenform umwandeln.
Nach Lemma 1.3.9 gilt det A = &=det A # 0. Also enthélt A keine Nullzeile
und die “Stufen” haben alle die Breite 1, d.h. A ist eine obere Dreiecksmatrix,
deren Diagonaleintrige alle # 0 sind. Folglich kénnen wir A durch weitere ele-
mentare Zeilenumformungen vom Typ 2 und 3 konnen in die Einheitsmatrix
umwandeln. Nach 1.2.18 ist A invertierbar. 0J

Beweis von Satz 1.3.8:
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1. Beweis der Eindeutigkeit: Seien det und det’ zwei Abbildungen mit den
Eigenschaften (D1) — (D3) und sei A € M(n x n, K). Wir miissen zeigen,
daB det A = det’ A. Ist zunichst A nicht invertierbar, so gilt nach obiger
Folgerung:

det A =0 =det’A.

Ist andererseits A invertierbar und 148t sich also durch elementare Zeilenum-
formungen in die Einheitsmatrix {iberfithren. Nach Lemma 1.3.9 d&ndern sich
det und det’ bei jeder dieser Umformungen um den gleichen Zahlenfaktor.
Daher folgt det A = det’ A aus

detE, =1=det'E,

2. Beweis der Existenz: Die Existenz einer Abbildung det : M(n x n, K) —
K mit den Eigenschaften (D1) — (D3) wird durch Induktion bewiesen. Fiir
n = 1 hat offenbar det(a) := a diese Eigenschaften. Fiir den Induktionsschlufl
n—1 — n nehmen wir an, daf die Determinante fiir (n—1) x (n—1)-Matrizen
bereits existiert.

Fir A = (a;;) € M(n x n, K) bezeichne A;; die aus A durch weglassen der
i-ten Zeile und j-ten Spalte entstandene (n — 1) x (n — 1) Matrix.

Wir fixieren jetzt einen Spaltenindex j € {1,...,n} und definieren
det A := Z(-l)iJrjaij det Aij
i=1

Es ist leicht zu sehen, dass die so definierte Abbildung det : M (nxn, K) — K
die Eigenschaften (D1) — (D3) hat.

1.3.13 Satz (Rechenregeln fiir Determinanten):
(a) (Multiplikationssatz) det AB = det Adet B fiir alle A, B € M(n x n, K).

(b) det A = det A® fiir alle A € M(n x n, K). Insbesondere ist det A auch
linear in den Spalten.

(c) (Entwicklung von det A nach einer beliebigen Zeile oder Spalte): Fiir
A = (a;;) € M(n xn, K) gilt:

det A = Z(—l)”j a;; det A;; (Entwicklung von det A nach der j-ten Spalte),
i=1

det A = Z(—l)”j a;; det A;; (Entwicklung nach der i-ten Zeile).
j=1
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Zum Beweis benottigen wir folgendes

1.3.14 Lemma: Fiir eine quadratische Matrix A € M(n x n, K) sind die
folgenden Bedingungen dquivalent:

(i) A ist invertierbar.

(i) Es gibt eine Matrix B € M(n x n, K) mit BA = E,, (d.h. es A besitzt

eine Linksinverse).

(iii) Es gibt eine Matrix C' € M(n x n, K) mit AC = E,, (d.h. C ist Rech-
stinverse von A).

Beweis: (i) = (ii), (iii) klar.

(ii) = (i) Der Spaltenvektor = € M(n x 1, K) sei Losung des linearen Glei-
chungssystem A -z = 0. Indem wir die Gleichung von Links mit B multipli-
zieren erhalten wir:

r=E, v = (BA)x = B(Az) =B0=0

d.h. die Gleichung A-x = 0 besitzt nur die triviale Losung x = 0. Nach 1.2.18
ist A invertierbar.

(iii) = (i) Aus AC = E,, folgt C*'A' = (AC)" = E! = E, folgt aufgrund der

Aquivalenz von (i) und (ii), dass A’ invertierbar ist. Indem wir in der Glei-
chung A'(AY)~! = E,, = (A")"! A" wieder zu den Transponierten iibergehen,
erhalten wir:

((A)7H'A = ((A)7H)"(A) = (A(A) ) = B, = A((A) )"
Also ist A invertierbar und es gilt A~! = ((A") 71!, d.h. (A7) = ((AH)71).

Die letzte Aussage folgt aus Lemma 1.2.10. OJ

Beweis von Satz 1.3.13: (a) Wir zeigen zunéchst, dass das Produkt det A det B
genau dann = 0 ist, wenn det AB = 0. Nach 1.3.12 geniigt es dazu die
Aquivalenz der folgenden beiden Aussagen zu zeigen:

(i) A und B sind ivertierbar.

(ii) AB ist invertierbar.

(i) = (ii): gilt nach 1.2.12.
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(ii) = (i): Wir zeigen, dass A die Bedingung (iii) und B die Bedingung (ii)
in 1.3.14 erfiillt. Mit X: = B(AB)™! und Y: = (AB)~'A gilt néimlich:

AX = (AB)(AB)™ = E,,, YB = (AB) '(AB) = E,,.

Sei jetzt det A # 0 # det B, d.h. A und B sind invertierbar und lassen sich
folglich jeweils als Produkt von Elementarmatrizen darstellen:

A=E, ...E,, B=E., ... E.,
Mit 1.3.10, (b) ergibt sich
det AB=detE, - ...-det Es+t = det Adet B
(b) Ist A (also auch A*) nicht invertierbar , so gilt nach 1.3.11
det A =0 = det A

Ist A dagegen invertierbar, so schreiben wir A wieder als Produkt von Ele-
mentarmatrizen

A=F, -...-E, (alsoAt:EE...E’f.)

Aufgrund von 1.3.11 geniigt es (ii) daher fiir eine Elementarmatrix E 7u
zeigen: _ ~
det £ = det £

Das ist klar falls E vom Typ 1 oder 2 ist, denn dann ist E symmetrisch. Ist
E vom Typ 3 also von der Form

1 0
B I ... 0 i-te Zeile
E= R
A 1 j-te Zeile
0 1
So 1ist
1 0
I ... A i-te Zeile
E’t = Do :
0 ... 1 J-te Zeile
0 1
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wieder eine Elementarmatrix vom Typ 3. Mit Lemma 1.3.9 (c¢) folgt:
det E = det B, = 1 = det E'

(c) Die Formel fiir die Entwicklung von det A nach der j-ten Spalte haben
wir bereits gezeigt. Die Formel fiir die Entwicklung nach der i-ten Zeile folgt

aus det A = det A" O
5 —4 2
1.3.15 Beispiel: A= [0 1 0]. Wir entwickeln det A nach der zwei-
7 8 3
ten Zeile:
5 2
det A = det <7 3) =1.

1.3.16 Bemerkungen: (a) Fiir eine invertierbare n x n Matrix A gilt:
det(A™') = (det A)~*

b) Ist A = (a;;) € M(n x n,K) eine obere (bzw. untere) Dreiecksmatriz,

dh.ista;; =0 Vi>j (bzw. a; =0 Vj > 1) so gilt:

detA:aH-agz-...-am

1.3.17 Die Adjunkte von A: Sei A = (a;;) € M(n x n, K). Setze fiir
ije{l,...,n} N
a;; = (—1)Z+] det Aﬂ

ij
Die Matrix A* = (aj;) heifit Adjunkte von A. Nach Satz 1.3.13, (c) gilt fiir
den Eintrag (AA*); an der Stelle (7,4) des Produkts AA*:

n n

> ayal = (=1)"a;; det Ayj = det A

j=1 j=1

Fiir j # i ergibt sich fiir (AA*),;:
Z AirQy; = Z ag(—1)" det Ay,
k=1 k=1

Das ist die Determinante der Matrix A die man aus A erhélt, wenn man die j-
te Zeile durch die i-te ersetzt. Also hat A zwei gleiche Zeilen und ) Qikg; =
k=1

0.
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Fiir das Produkt AA* gilt also

det A 0
AA* = =det(A) - E,
0 det A

Analog zeigt man: A*A = det(A) - E,. Damit ergibt sich:

1.3.18 Satz: Sei A € M(n x n, K) invertierbar. Dann gilt fiir die inverse
Matrix A~!:

—1)" det A,
A7 = det(A) 14" — (¢ i)
et(4) ( det A )J

Man kann mit Hilfe des Determinantenkalkiils eine Formel fiir die Losung
eines linearen Gleichungssystems mit n Gleichungen in n Unbestimmten und
invertierbarer Koeffizientenmatrix angeben.

1.3.19 Satz (Cramersche Regel): Sei

anxy + ... + apr, = bl

ami + ... + appTn = by,

ein lineares Gleichungssystem mit n Gleichungen in n Unbestimmten mit
Koeffizientenmatrix A = (a;;) € M(n x n, K). Ist det A # 0 so besitzt (x)

eine eindeutig bestimmte Losung (21, ..., x,). Es gilt
an by Q1n
det :
QAn1 bn Qnp
€Tr; =
aij; ... Qip
det
Ap1 ... Qpp

wobei die Matrix im Zahler aus A entsteht, indem man die i-te Spalte von
b

A durch b: = | @ | ersetzt.
bn
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Beweis: Dass (x) eine eindeutig bestimmte Losung (z1, ..., x,) besitzt, folgt
aus der Invertierbarkeit von A. Seien a,...,a, die Spalten von A. Sei A die
Matrix mit den Spalten ay,...,a;_1,2; - a; — b,a;11,...,a,. Das homogene
lineare Gleichungssystem

Ty 0
Al | =
Tp, 0
in den Unbekannten z1,...,x, besitzt die Losung
T1: =Ty, Lj—1: = Tj—1,T;. = 17$i+1: =Lijg1 .-, Tpt = Tp.

Nach Satz 1.2.18 ist A nicht invertierbar. Es folgt

0 = det(al,...,ai,l,xi-ai—b,aiﬂ,...,an)

= x;det A—det(ay,...,a;1,b,ai11,...,a,)

wobei wir fiir die zweite Gleichheit benutzt haben, dass die Determinante
auch in den Spalten linear ist. O]

1.3.20 Beispiel: Wir betrachten das Gleichungssystems

Il—f-l'gzl
$2+JI3:1
3w1+23:2—|—x320

Fiir die Determinante der Koeffizientenmatrix gilt

110
det {0 1 1 :1det(§ 1)+3det<} (1]):2
3 2 1
Also ergibt sich:
1 10
1 —2
x1:§det 1 11 :7:—1
0 21
1 10
1 1
x2:§det 011 :%3:2
301
1 11
1 —2+40
x3:§det 01 1]= ;_ =—1
320

w
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Fiir grofle n ist die Cramersche Regel unpraktisch, da der Rechenaufwand
zur Berechnung von n + 1 Determinanten von n x n-Matrizen von zu gross
ist.

Zum Abschluss des Kapitels iiber Determinanten wollen wir noch die so-
genannte Leibnizformel herleiten, die die Determinante einer quadratischen
Matrix vollstédndig durch ihre Eintrage ausdriickt. Dazu miissen wir zunéchst
an den Begriff des Vorzeichens (oder Signum) einer Permutation einfiihren.

Vorzeichen von Permutationen Fiir n € N sei 5,, die Menge der Permu-
tationen der Menge {1,2,...,n} d.h. S, ist die Menge der bijektiven Abbil-
dungen o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. Eine Permutation schreibt man oft
auch explizit in der Form

<a(11) 0(22) N a?n))

Beispielweise ist o1 = (; :23 i’ € S3 die Permutation, die 1 auf 2, 2 auf
. . 1 2 3 . :
3 und 3 auf 1 abbildet wahrend oy = 9 1 3 € S3 die Permutation

bezeichnet, die 1 und 2 vertauscht und 3 festhélt.

Fiir zwei Permutationen o,7 € S,, ist auch die Hintereinanderausfithrung
(oder Komposition) von 7 und o

oot :{1,2,...,n}—{1,2,... ,n}, k— o(r(k))

wieder eine Permutation. Man wendet also auf k € {1,2,...,n} zunéchst 7
und auf das Ergebnis 7(k) dann o an.

2 31 21 3

123 123
1°92=\3 2 1) 2°91T\1 3 2

(Fiir n > 3 und 0,7 € S, ist also im Allgemeinen o o7 # 70 0.)

1.3.21 Beispiel: Fiir 07 = (1 2 3) , 09 = (1 2 3) € S5 gilt

1.3.22 Definition: Sein € Nund ¢ € 5,,.
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(a) Ein Paar (i,7) mit 4,5 € {1,...,n} und 7 < j heisst Fehlstand von o,
falls o (i) > o(j).

(b) Das Signum (oder Vorzeichen) sign(o) von o ist definiert durch

sign(o) = {

+1 falls o eine gerade Anzahl von Fehlstdnden besitzt,
—1 falls o eine ungerade Anzahl von Fehlstéinden besitzt.

1.3.23 Beispiel: Wir betrachten wieder die beiden Permuationen oy, o9
aus dem Beispiel 1.3.21. Die Fehlstdnde der Permutation o; sind die Paare
(1,3) und (2, 3). Also ist sign(oy) = +1. Dagegen ist sign(oy) = —1, denn o
hat nur einen Fehlstand (das Paar (1,2)).

Fiir theoretische Uberlegungen ist die folgende Formel zur Berechnung des
Signums hilfreich:

1.3.24 Lemma Ist 0 € S, so gilt

(5) sign(o) = [ |

i<j
Dabei durchlaufen ¢ und j in dem Produkt rechts alle Zahlen in {1,2,... n}
mit der Nebenbedingung ¢ < j.

o(j) — oli)

j—i

Beweis: Fiiri,7 € {1,...,n} mit ¢ < j ist das Vorzeichen des Faktors W

negativ oder positiv, je nachdem ob (i, j) ein Fehlstand von o ist oder nicht.
Also ist das Vorzeichen des Produkts [];_; w gleich sign (o). Zum Nach-
weis der Formel geniigt es also zu zeigen dass [ [,_ i w Betrag 1 hat, d.h.
die Produkte der Betridge der Zdhler und der Nenner stimmen iiberein:

(6) [T 1= =11 leG)—o(

i<j i<j

Das Produkt links kann auch wie folgt beschrieben werden: Fiir eine 2-
elementige Teilmenge M von {1,...,n} bezeichne d(M) den Abstand der
beiden Elemente, d.h. fir M = {i,j} mit i # j ist d(M) = |j — i|. Dann
ist [T;; 7 — 1| = Il d(M) wobei M alle 2-elementige Teilmengen von
{1,...,n} durchlduft. Ebenso gilt fiir die rechte Seite von (6) die Glei-
chung [[;_; lo(j) — o(i)| = [l d(a(M)). Dabei ist o(M) das Bild von
M C {1,...,n} unter o (fir M = {,i,5} bezeichnet (M) also die Men-
ge {o(i),0(j)}). Die Gleichung (6) ldsst sich also umformulieren zu

(7) [T ey =] dlo(an))
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wobei M jeweils alle 2-elementigen Teilmengen von {1, ..., n} durchliuft. Da
o bijektiv ist durchlduft mit M aber auch o (M) alle 2-elementige Teilmengen
von {1,...,n}, d.h. die beiden Produkte in (6) besitzen dieselben Faktoren.
0

1.3.25 Lemma Fiir 0,7 € 5, gilt
(8) sign(o o 7) = sign(o) sign(7).
Beweis: Fiir 4,5 € {1,...,n} mit i # j und o € S, gilt

o(j) —o(i) o(i) —oa(j)

j—i i~

d.h. der Quotient w héngt nur von der Menge M: = {i,j} und nicht

vom geordneten Paar (i,7) ab. Wir setzen Q(o,{7,j}): = % Mit (5)
gilt dann:

sign(ooT) = 1} U(T(j); - ZU(T(Z))
_ 1} 0(77(83 - :E;(Z))T(lz :JT(J)
_ H a<:<8§::(<;<i>>> (H <> :;o))
= Ef[@@ﬂM))) (1; Qr, M))
= g Qo, M>> (1; Qr, M>> — sign(o) sign(r)

Dabei durchlauft M in [[,, wie im Beweis von Lemma 1.3.24 alle 2-elementigen
Teilmengen von {1,...,n}. Die Gleichheit (x) folgt wieder aus der Tatsache,
dass mit M auch 7(M) alle 2-elementigen Teilmengen durchléuft.

Nach diesem Exkurs zu Permutationen kehren wir zu Determinanten zuriick.
Im Spezialfall n = 3 stimmt die folgende Formel mit der Formel von Sarrus
iiberein.
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1.3.26 Satz: Sei A = (a;;) € M(n x n, K). Dann gilt:

(9) det A = Z sign(a) *A15(1)A20(2) * - - - Ano(n)-

O’ESTL

Da es genau n! Permutationen der Menge {1,...,n} gibt besteht die rechte
Seite der Formel (9) aus n! Summanden. Da mit wachsendem n die Fakultét
n! rapide steigt, ist die Formel zur Berechnung der Determinante fiir grosse
n ungeeignet.

Zum Beweis von (9) iiberpriift man, dass der Ausdruck rechts die Eigenschaf-
ten (D1)-(D3) aus Satz 1.3.8 besitzt. Wir fithren nur den Beweis von (D2)
vor, d.h. wir zeigen dass die Summe rechts in (9) fiir eine n x n-Matrix mit
zwei gleichen Zeilen Null ist. Sei also A = (a;;) € M(n x n, K) und sei etwa
die erste und zweite Zeile von A identisch, d.h. a; = ay; fiir 7 = 1,...,n.
Mit 7 € S,, bezeichnen wir die Permutation die 1 und 2 vertauscht und alle
anderen Elemente in {1,2,...,n} festhilt, d.h.

(1 2 3 ... n
Tm\2 13 ... n)
Dann ist 7 o7 = id die identische Permutation und es gilt a,(;); = a;; fiir alle

i,7 € {1,...,n}. Da 7 nur einen Fehlstand hat (das Paar (1, 2)) ist ausserdem
sign(r) = —1.

Mit o durchlduft auch oo7 alle Elemente aus S, (in der Tat gilt (co7)oT =0
fir alle o € S,,, d.h. die Abbildung F': S, — S,, F(0): = o o7 ist bijektiv
und ihre Umkehrabbildung ist wieder F'). Daher kénnen wir im Ausdruck
rechts in der Formel (9) die Permutation o durch o o7 ersetzen und erhalten:

> sign(o) [ wewy = D sign(UOT)'H Qig (r (i)

oES i=1,...,n gESy, 1,...,

= Z sign(o o ) | H Ar(i)o (7 (i)

€Sy 1,...,

oc€Sn i=1,...,n

= - Z SIgN(0)A20(2)A10(1) = A30(3) - - - * Una(n)
O’GSn

— —Z sign(o) H )

€Sy i=1,...,n
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M(nxn,K)— K A= (a)— Y sign(o) [] awe

ocES, i=1,...,n

die Eigenschaft (D2) besitzt. Der Nachweis der Eigenschaften (D1) und (D3)
ist einfacher und sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.

2 Gruppen und Korper

2.1 Gruppen
Sei X eine Menge. Eine Verkniipfung auf X ist eine Abbildung
*: X x X— X (z,y) — x(z,y)

Die Addition und Multiplikation reeller Zahlen sind z.B. Verkniipfungen auf
R. Anstelle von x(x,y) schreiben wir auch z * y.

2.1.1 Definition: Eine Menge GG zusammen mit einer Verkniipfung
*:G@xG—G,(a,b)—axb

heisst Gruppe, wenn die folgenden Axiome erfiillt sind:

(G1) Die Verkniipfung ist assoziativ, d.h. es gilt

(axb)*xc=ax*(bxc) Va,b,c € G.

(G2) G besitzt ein neutrales Element, d.h. es gibt ein Element e € G mit

axe=exa=a Ya € G

(G3) Jedes Element von G besitzt ein Inverses, d.h. fiir alle a € G existiert
embe Gmitaxb=bxa=ce.

G heisst kommutativ oder abelsch, wenn zusétzlich gilt:

axb=bxa Ya € G.
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Fiir die Verkniipfung in einer Gruppe schreibt man h&ufig auch a - b oder
einfach ab (anstelle von axb). Ist die Verkniipfung als Addition + geschrieben,
so setzt man stillschweigend voraus, dass G kommutativ ist.

Aufgrund des Assoziativgesetzes (G1) kann man in mehrfachen Produkten
die Klammern weglassen (man schreibt also abe anstelle von a(bc) = (ab)c).

Das Inverse von a € G ist eindeutig bestimmt. Sind ndmlich b,5’ Elemente
in G fiir die ab = ba = e und ab’ = b'a = e gilt, so folgt

=eb= (ba)b="V(ab) =be=10
Das Inverse von a € G bezeichnet man mit a~!
Verkniipfung als Addition geschrieben ist).

(bzw. mit —a, wenn die

2.1.2 Bemerkung: Man kann eine Gruppe auch durch folgende (scheinbar
schwichere) Axiome charakterisieren:

(G1) (ab)c = a(bc) fur alle a,b,c € G.

(G2’) Es gibt ein Element e € G mit ea = a fiir alle a,b,¢ € G (d.h. es gibt
ein linksneutrales Element).

(G3’) Fiir alle a € G existiert ein b € G mit ba = e (d.h. jedes Element
besitzt ein Linksinverses).

d.h. erfiillt G die Bedingungen (G1), (G2’) und (G3’) so gelten auch (G1),
(G2) und (G3).

wahle in

e (
2’) und (G3)

Beweis: Sei e € G ein linksneutrales Element. Dann gilt ee
(G2') speziell a = e). Wir folgern jetzt zunéchst aus (G1), (G
nachstehende Kiirzungsregel:

(10) Fiir alle v,y,z € G gilt: xy =xz2 = x=1.

Multipliziere dazu die Gleichung xy = zz von links mit einem Linksinversen
u € G von z. Wir erhalten:

@) . (@) G¥) (G

(ux)y (@) u(zy) = u(zz2) (@) (ux)z (&) e, (2,
Wir zeigen jetzt (G2). Fir a € G sei b € G linksinverses zu a, d.h. ba = e.
Dann gilt b(ae) (@ (ba)e = ee = e = ba und damit nach (10) (fir z = b,y =

ae,z = a) auch ae = a.

Ferner gilt b(ab) = (ba)b = eb=1b ‘) pe und folglich (nach (10)) ab = e, d.h.
b ist auch rechtsinvers zu a. O
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2.1.3 Beispiele: (a) Die Menge der ganzen Zahlen Z mit der Additi-
on, dem neutralen Element 0 und dem Inversen —a zu a ist eine abel-
sche Gruppe. Dagegen bildet die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen
Ny ={0,1,2,3,...} mit der Addition keine Gruppe.

(b) R mit der Addition 4+ und R — {0} mit der Multiplikation sind Gruppen.

(c) Sei GL,(R) die Menge aller invertierbaren n x n-Matrizen mit reellen Ein-
tragen. GL, (R) bildet zusammen mit der Matrizenmultiplikation eine Grup-
pe. Das neutrale Element ist E,, und das inverse Element von A € GL,(R)
ist die Inverse Matrix A~'. Die Gruppe GL,(R) ist nicht abelsch fiir n > 2
(vgl. Bemerkung 1.2.7).

(d) Sei n € N. Die Menge der Permutationen S,, zusammen mit der Hinterein-
anderausfithrung o7: = o o7 als Verkniipfung ist eine Gruppe. Das neutrale
Element ist die identische Abbildung id : {1,...,n} — {1,...,n},k — k.
Das Inverse von o € S, ist die Umkehrabbildung o~!. Zum Beispiel ist das

Inverse der Permutation oy = <; ; ?) € S5 die Permutation (zl)) % g) €

S3 und das Inverse von oy = L2 3> wieder g9. Fiir n > 3 ist S,, nicht

21 3
kommutativ (vgl. Beispiel 1.3.21).

2.1.4 Lemma: Sei GG eine Gruppe.
(a) Es gelten die folgenden Kiirzungsregeln:

ca=chb= a=0>,
ac=bc=a=0>.

(b) Fiir a,b € G ist die Gleichung ax = b (bzw. ya = b) eindeutig durch ein
x € G (bzw. y € G) losbar.

Beweis: Zu (a): Die erste Aussage wurde bereits im Beweis von 2.1.2 gezeigt.
Die zweite Behauptung zeigt man analog.

Zu (b):

ar =b <= a '(ar) =a"'b
<~ (a'a)z=a"b
> ex=a"'b

— rz=a'b
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2.1.5 Definition: Sei G eine Gruppe (mit der Verkniipfung (a,b) — ab).
Eine nichtleere Teilmenge H von G heisst Untergruppe, wenn gilt:

(1) a,b€ H = abe H (d.h. H ist abgeschlossen unter der Verkniipfung).

(2) a€ H = a ' € H (d.h. mit jedem Element in H liegt auch das Inverse
in H).

In jeder Untergruppe H C G liegt das neutrale Element. W&hle dazu ein
beliebiges Element a € H (nach Voraussetzung ist H # ()). Nach (2) ist dann
a~' € H und mit (1) folgt e = aa™' € H.

2.1.6 Bemerkung: (a) Eine nichtleere Teilmenge H von G ist genau dann
eine Untergruppe, wenn gilt:

a,be H=—=ab'c H

(b) Ist H Untergruppe von G so ist H mit der Verkniipfung aus G wieder
eine Gruppe.

2.1.7 Beispiele: (a) Jede Gruppe besitzt die beiden trivialen Untergrup-
pen {e} und G.

(b) Fiir eine natiirliche Zahl n ist die Menge aller Vielfachen nZ: = {mn |
m € Z} eine Untergruppe von Z (mit der Addition als Verkniipfung).

(c) Die Menge der invertierbaren oberen Dreiecksmatrizen mit reellen Ein-
triagen ist eine Untergruppe von GL,(R).

2.2 Korper

Ein Korper ist eine Menge mit zwei Verkniipfungen (die man in Anlehnung
an die reellen Zahlen als Addition und Multiplikation bezeichnet) die gewisse
Axiome erfiillen und durch das Distributivgesetzt miteinander in Beziehung
stehen. Die genaue Definition lautet:

2.2.1 Definition: Ein Korper K ist eine Menge zusammen mit zwei Ver-
kniipfungen

+: K x K—K,(a,b)—a+b (Addition)
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und
-t K x K — K,(a,b) — ab (Multiplikation)

so dass die folgenden Axiome erfiillt sind:
(1) a4+ (b+c¢) = (a+b) +c fur alle a,b,c € K.
(2) Es existiert ein Element 0 = 0 € K, so dass

O+a=a+0=a VaeK.

(3) Fiir jedes a € K gibt es ein —a € K, so dass
a+ (—a) =0.
(4) a+b=>b+ a fir alle a,b € K.
(5) a(bc) = (ab)c fur alle a,b,c € K.
(6) Es existiert ein Element 1 = 1x € K, 1 # 0, so dass

la=al=a VacK.
(7) Fiir jedes a € K, a # 0 gibt es ein ¢~ € K mit
aa” ' =1.

(8) ab = ba fiir alle a,b € K.

(9) (Distributivgesetzt) a(b+ ¢) = ab+ ac fiir alle a,b,c € K.

2.2.2 Bemerkung: Die Axiome (1)—(9) konnen wie folgt zusammengefasst
werden:

(i) K mit der Addition + ist eine abelsche Gruppe.
(ii) K — {0} mit der Multiplikation ist eine abelsche Gruppe.

(iii) Es gilt das Distributivgesetzt: a(b+ ¢) = ab+ ac, Va,b,c € K.
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2.2.3 Beispiele: Die reellen Zahlen R und die rationalen Zahlen Q bilden
jeweils einen Koérper. Dagegen sind die ganzen Zahlen Z kein Koérper, denn
Z erfiillt zwar die Axiome (1)—(6), (8) und (9) aber nicht (7).

Ein weiteres wichtiges Beispiel ist der Korper der komplezen Zahlen der im
néchsten Abschnitt eingefithrt wird. Zunéchst soll aber noch gezeigt werden,
dass es fiir jede Primzahl p einen Kérper mit p Elementen gibt.

Teilbarkeit und Kongruenzrelation Seien a,b ganze Zahlen mit a # 0.
Dann heisst b ein Vielfaches von a wenn es eine ganze Zahl ¢ gibt mit b = ga.
Man sagt dann auch a teilt b (oder a ist ein Teiler von b) und benutzt dafiir
die Notation a | b. Falls a nicht b teilt so schreibt man a 1 b.

2.2.4 Lemma: (Division mit Rest) Seien m,n € Z gegeben und es gelte
n # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte ganze Zahlen ¢ und r mit der
Eigenschaft

(11) m=qn+r, ref{0,1,...,|n| —1}.
Die Zahl r heisst der Rest von m bei der Division durch n.

Beweis: Sei zundchst n > 0 und sei ¢: = [™*] die grosste ganze Zahl < ™, d.h.
q € Z und es gelten die Ungleichungen ¢ < ™ < g+ 1. Firr: =m—qn € Z
gilt dann also

r:n(m—q) >0 und r:n(@—q) <n(g+1l—q)=n
n n
dh.r€{0,1,...,n—1}. Damit ist die Existenz der Darstellung (11) im Fall
n > 0 gezeigt.

Sei jetzt n < 0. Dann kénnen wir das obige Argument auf |n| = —n anwen-
den, d.h. wir teilen m zunédchst durch |n| mit Rest

m=gqln|+7, 7€{0,1,...,—n—1}

Setzen wir jetzt q: = —q und r: = 7 so erhalten wir m = qn + r mit
0<r<-n-1=|n|-1.

Es bleibt zu zeigen, dass die beiden Zahlen ¢ und r in (11) eindeutig bestimmt
sind. Sei (¢',7’) ein weiteres Paar von ganzen Zahlen, dass (11) erfiillt. Aus
gn+1r=m = ¢n+r' folgt n(¢ — ¢') =" —r, d.h. ¥ — r ist ein Vielfaches
von |n|. Wegen r,7" € {0,1,...,|n| — 1} gilt andererseits

—In|<—r=0—r<r —r<|n|—r<|n|
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d.h |7 —r| < |n|. Damit folgt " = r und wegen gm +r = ¢n+7r" und n # 0
auch g = ¢'. O

2.2.5 Definition: Sei n € Z mit n # 0 und a,b € Z. Man sagt, dass a
kongruent zu b ist modulo m, wenn a — b durch m teilbar ist. Dafuer benutzt
man die Notation a = b mod m.

Zum Beispiel ist 137 = 11 mod 7, denn 126 = 7 - 18.

2.2.6 Satz: (Rechenregeln fiir die Kongruenzrelation). Sei n € Z mit n #
0. Fiir alle a, b, c,d € Z gilt:

(1) a = a fir alle a € Z.
(2) Fiir alle a,b € Z gilt: a = b= b= a.
(3) Fiir alle a, b, c € Z gilt:

a=bunda=c=a=c.

(4) Fiir alle a, b, c € Z gilt:

a=bundc=d=a+b=c+d.
(5) Fiir alle a,b,c € Z gilt:
a=bund c=d = ab = cd.

Dabei steht x = y immer abkiirzend fiir x =y mod n.

Beweis: Wir iiberpriifen nur (5) und iiberlassen den Nachweis der anderen
Behauptungen dem Leser. Wegen a = b und ¢ = d gibt es ganze Zahlen ¢1, g2
mit a — b = ¢n und ¢ — d = gan. Dann gilt mit g3: = ags + dqy:

ac —bd = a(c—d) +d(a —b) = agan + dg1n = gsn

d.h. ab = ¢d mod n wie behauptet. U
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Endliche Kérper Fiir n € N sei Z,, die Menge {0, 1,...,n — 1} mit der
Addition:
1 j = Rest von ¢ 4+ j bei der Division durch n

und der Multiplikation
1 ® j = Rest von i - j bei der Division durch n,

d.h. fiir 4,5 € {0,1,...,n =1} sindi® j € {0,1,...,n —1} und i-j €
{0,1,...,n — 1} durch die Kongruenzen

1®jJ=1+j5 modn, 1©j=1-7 modn

charkterisiert. Fiir n = 5 erhélt man z.B. die folgende Verkniipfungstafeln fiir
@ und ©:

(0 1 2 3 4 ©(0 1 2 3 4
010 1 2 3 4 0[{0 0 0 0 O
1171 2 3 4 0 170 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
313 4 0 1 2 310 3 1 4 2
414 0 1 2 3 410 4 3 2 1

Man iiberpriift leicht anhand der Tafeln, dass Zs ein Korper ist. Z.B. existie-
ren die Inversen der Zahlen 1,2,3 und 4 bzgl. der Multiplikation (das sind
namlich 1,3,2 und 4). Allgemein gilt:

2.2.7 Satz: Die Menge Z,, = {0,1,...,n— 1} mit der Addition & und der
Multiplikation ©® ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.

Dabei heisst eine natiirliche Zahl p > 1 Primzahl, wenn fiir alle a,b € Z gilt:
(12) plab = pla oder p|b.

Man kann leicht zeigen, dass p € N,p > 1 genau dann eine Primzahl ist,
wenn es nur die Teiler £p, +1 besitzt.

Beweis von Satz 2.2.7: Mit Hilfe von Satz 2.2.6 kann man sich leicht iiberlegen,
dass Z,, immer die Bedingungen (1)—(6), (8) und (9) in Definition 2.2.2 erfiillt.
Wir miissen also nur zeigen, dass jedes i € {0,1,...,n — 1} genau dann ein
Inverses (bzgl. ®) besitzt, wenn n prim ist.

Fiir i« € Z,, bezeichne &i das Inverse von ¢ bzgl. @. Fiir i, j € Z, schreiben
wir abkiirzend i © j fiir den Ausdruck i @ (©7). Es gilt also

1 © j = Rest von ¢ — j bei der Division durch n.
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Wir nehmen zunéchst an, dass n eine Primzahl ist. Dann gilt fiir ¢, € Z,:
(13) i©j=0 = i=0 oder j=0

Aus i ® j =0 folgt ndmlichi-j=i®j=0 mod n, d.h. n|i-j und damit
wegen (12) ¢ = 0 oder j = 0.

Wir wollen jetzt zeigen dass ein fest gewihltes ¢ € Z, — {0} ein Inverses
bzgl. der Multiplikation besitzt. Betrachte dazu die (n — 1)-Produkte i ® 1,
i®2,...,1®(n—1). Nach (13) sind sie alle von 0 verschieden. Sie sind aber
auch untereinander verschieden, denn aus i ® j; =i ® js folgt (mit Hilfe des
Distributivgesetzt):

i0(105)=>00)e({@0))=0
und damit wegen (13) auch j; © jo, = 0 also j; = ja.

Wir haben gezeigt, dass dien—1 Zahlen i©1,i®2, ...,i®(n—1) in Z, alle
paarweise verschieden sind und # 0. Also muss unter ihnen die 1 vorkommen,
d.h. es gibt ein j € Z,, — {0} mit i ® j = 1. Also ist Z,, ein Korper ist.

Wir miissen jetzt noch die Umkehrung zeigen, d.h. falls Z,, ein Korper ist,
so ist n eine Primzahl. Seien a,b € Z mit p | ab. Sei ¢ der Rest von a € 7Z,
und j € Z,, der Rest von b bei der Division durch n. Nach 2.2.6 (5) gilt

1©j)j=1-7=a-b=0 modn

und damit (wegen 0 < i®j < n—1)i®j = 0. Angenommen n { a also
t # 0. Dann besitzt ¢ ein Inverses k € Z,, bzgl. ®, d.h. es gilt k © i = 0.

=j=10j=k0i®0j=k®0=0 = b=j=0 modn = n]|b

Das beweist, dass n prim ist. O]

Komplexe Zahlen Die komplexen Zahlen sind aus dem Wunsch heraus
entstanden den Zahlbereich der reellen Zahlen so zu vergrossern, dass die
Gleichung 22 + 1 = 0 ein Losung besitzt. Eine Losung dieser Gleichung
wird mit 7 bezeichnet. Komplexen Zahlen sind formale Ausdriicke der Form
r 4 1y mit denen man “genauso rechnet” wie mit reellen Zahlen, wobei man
beriicksichtigt, dass i> = —1. Die formale Definition der komplexen Zahlen
ist wie folgt:
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2.2.8 Definition: Die komplexen Zahlen C sind die Menge R? = R x R,
zusammen mit der Addition

(2,9) + (w.0) = (2 +u,y +v)
und der Multiplikation

(x,y) - (u,v) := (zu — yv, 2V + Yu).

2.2.9 Satz: C ist ein Korper.

Beweis: Man rechnet leicht nach, dass die Addition (A) (bzw. die Multiplika-
tion (M)) assoziativ und kommutativ sind. Das Distributivgesetz gilt wegen:

(,y) - ((wr,v1) + (uz, 1)) =

(z,y) - (u1 + ug,v1 +v2) =

(z(ur + u2) — y(v1 + va), x(v1 + v2) + y(u1 + u2)) =
(zur — yu1 + Tus — Yoo, TV + YUy + T2 + Yus) =
(

Uy — Yu1, 201 + yur) + (Tug — Yyuo, TU2 + Yus) =
=(z,y) - (u1,v1) + (2,9) - (u2,v2).

Das neutrale Element bzgl. der Addition ist (0,0) und das Inverse von (z,y)
ist (—x, —y). Das neutrale Element bzgl. der Multiplikation ist (1,0), denn

(z,y)-(1,0) = (21 =y0,20+y1) = (z,y) = (1,0) - (2,9)

fiir alle komplexe Zahlen (z,y). Schliesslich bleibt noch zu zeigen, dass eine
komplexe Zahl (z,y) # (0,0) ein Inverses bzgl. der Multiplikation besitzt.
Wegen z # 0 oder y # 0 ist 2% +y* > 0. Da

2 2
x -y T Y —xY Yx
I’ ’ = 5 = 1,0
(z) <x2+y2 x2+y2> (x2+y2+x2+y2 x2+y2+x2+y2) (1.0)

ist (z,y)"': = (ﬁ’ ﬁ) das Inverse von (z,y) bzgl. der Multiplikation.

Wir haben also gesehen, dass C den Korperaxiomen 2.2.1 (1) — (9) geniigt.
U

2.2.10 R als Unterkorper von C: Fiir komplexe Zahlen der Gestalt
(x,0) gilt:

(,0) + (y,0) = (x +y,0)
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Die komplexen Zahlen der Gestalt (z,0), (y,0) werden also wie die entspre-
chenden reellen Zahlen z,y addiert und multipliziert. Wir wollen im Folgen-
den nicht mehr zwischen € R und der komplexen Zahl (x,0) unterscheiden.
Wir schreiben also einfach z fiir (z,0) und fassen auf diese Weise R als Teil-
menge von C auf. Insbesondere schreiben wir einfach 0 fiir (0,0) und 1 statt
(1,0). Fiir jede komplexe Zahl gilt dann 2+ 0=z, z- 1 = z.

Da fiir R € C die Addition und Multiplikation in C mit der gewohnlichen
Addition und Multiplikation iibereinstimmt, spricht man davon, dass R ein
Unterkéorper von C ist.

2.2.11 Bemerkung: Wenn man sehr genau sein mochte, kann man den
Zusammenhang zwischen R und C wie folgt beschreiben: Die Abbildung

L:RHI’@::{(x,O)}xER}

x— (z,0)

ist ein Isomorphismus, d.h. ¢ ist bijektiv und es gilt: «(z +y) = (z) + ¢(y),

Wzy) = v(x)u(y) fiir alle z,y € R. Also ist R zum Unterkdrper R von C
isomorph (d.h. R und R sind gleichstrukturiert).

2.2.12 Die imaginidre Einheit: Darunter versteht man die komplexe
Zahli:= (0,1).

Es gilt: 2 = i-i = (0,1)(0,1) = (—1,0) = —1, d.h. i und —i sind die Lésungen
der Gleichung 2z? +1 = 0.

Fiir eine komplexe Zahl z = (z,y) gilt:
z=(2,0)+(0,y) = (z,0) + (0,1)(y,0) = = + 1y

Dies ist die kartesische Darstellung von z. Die reellen Zahlen x und y heissen
der Real- bzw. der Imaginérteil von z (in Zeichen: z := Re(z), y := Im(2)).
Man kann eine komplexe Zahl z also geometrisch als einen Punkt der Ebene
R? mit z-Koordinate Re(z) und y-Koordinate Im(z) deuten. Man spricht
deshalb auch von der komplexen Zahlenebene.

2.2.13 Die komplexe Konjugation: Fiir eine komplexe Zahl z = (z,y) =
x + 1y setzt man

Z=(z,—y)=x—1y
Es gilt: 2z = (z +iy)(z — iy) = 2* — i*y?* = 2% + y* d.h. 2Z ist reell und > 0
falls z # 0.
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2.2.14 Definition: Fiir z € C heisst |z| := v/2Z der Betrag von z.

Geometrisch |z| ist der Abstand des Punktes z = = + iy = (z,y) vom Ur-
sprung (oder anders ausgedriickt: |z| ist die Lénge der Verbindungsstrecke
von (0,0) zu (x,y)). Das ergibt sich sofort aus dem Satz des Pythagoras.

Es gelten die folgenden Rechenregeln:

(1) Re(2) = 4(z+72), Im(2) = (2 — 2);
(2) 2=7 <= z€R;

(3) z+w=Z+w, zw = zZw,

(4) =z

() [z = [z];

(6) |z - w| = |z[|w];

(7)

(8)

(9)

Wir beweisen nur (9) (der Nachweis von (1)—(8) sei als Ubungsaufgabe emp-
fohlen). Geometrisch ergibt sich (9) sofort aus der Tatsache, dass in einem
Dreieck die Summe der Langen von zweier Seiten immer grosser als die Lange
der Dritten ist (das wendet man auf das Dreieck in der komplexen Zahlene-
bene mit den Eckpunkten 0, z, z + w an). Ein algebraischer Beweis verlauft

wie folgt:
|z +w|® = (2 + w)(z + w) ® (z4+w)(zZ+w) =

- _ . -G 2 - 2 _
=27+ 20+ wz +ww = |27 + 20 + 20 + |w|* =
@) 2 - 2 & - 2 _
= |z]° 4+ 2Re(zw) + |w|* < |2]* 4 2|zw| + |w|* =
(5),(6)
= [2* + 20z] Jw] + [w]* = (|2] + w])®
Es folgt |z + w| < |z| + |w]. O
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Darstellung der komplexen Zahlen in Polarkoordinaten. Jede kom-
plexe Zahl z = = + iy # 0 ldsst sich in der Form z = r(cos ¢ + isin ) mit
eindeutig bestimmten r € R,;r > 0, ¢ € [0,27). Dies ist die Darstellung
von z in Polarkoordinaten. Dabei ist r = |z| der Betrag von z. Dabei ist ¢
der Winkel zwischen der positiven Richtung der x-Achse und dem Vektor
(x,y). Der Winkel ¢ wird als das Argument von z bezeichnet (in Zeichen

¢ = Arg(z)).

Z=(x.y)=x+y

r=lz|

‘ im Bogenmass

Die folgenden Formeln geben die Umrechnung zwischen den kartesischen und
Polarkoordinaten von z an:

x=rcos(p) r=+/2%+7y?

y=rsin(p) tanp =12 (Quadranten beachten).

2.2.15 Beispiele: (a) Die Darstellung von z = 3+ %27 in Polarkoordinaten
ist cos (%) +isin (%), d.h. r =1 und Arg(z) = %.

(b) Sind umgekehrt die Polarkoordinaten von z, gegeben durch r = 2 und
Y= 2?”, so ergibt sich fiir die kartesische Darstellung z = x + y:

2 2
T = 2cos <§) =—1, y=2sin (%) = /3.

In der der Polorkoordinatendarstellung lédsst sich das Produkt zweier kom-
plexer Zahlen einfacher beschreiben als in der kartesischen Darstellung. Sind
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21 = r1(cos 1 +isinpy), 2o = ro(cos @y + i sin ¢y) zwei komplexe Zahlen # 0
so gilt:
2129 = 1172(cos(p1 + ¢2) + isin(p; + p2)

Das folgt sofort aus den, aus der Schulmathematik bekannten, Additionstheo-
remen:

cos(p1 + 2) = cos @y cos Yy — sin g sin 9,

sin(¢1 + p2) = sin ;1 cos gy + cos p; sin ;.
Also gilt: Das Produkt zweier komplexer Zahlen z 25 erhélt man, indem man

ihre Betrége multipliziert und ihre Argumente addiert (bis auf ein Vielfaches
von 27, d.h. Arg(z129) = Arg (z1) + Arg(2q) + 27k fiir eine ganze Zahl k).

2.2.16 Beispiele: (a) Sei z = 5 + @2 = cos (Z) +isin (%). Dann ist

25 = cos (6%) + 2sin (61> =1.

Entsprechend gilt (¥2+¥27)® = 1, da |24 ¥2i| = 1 und Arg (%2 +Y2i) =

T
In der Polkoordinatendarstellung ist das Wurzeln ziehen relativ einfach. Es
gilt:

2.2.17 Satz: Sei z € C, z # 0 eine komplexe Zahl. Dann hat die Gleichung
(14) w" =z

genau n verschiedene Losungen. Ist z = r(cos ¢ +isin ) die Darstellung von
z in Polarkoordinaten, so sind

2rk 2rk
n n

die verschiedenen Losungen.

Dabei ist {/r die eindeutig bestimmte n-te positive reelle Wurzel von reellen
Zahl r > 0.

Beweis: Ist w = t(cos ) + isinv) eine Losung der Gleichung (14), so gilt
t" =, np = ¢ + 21k
fiir ein gewisses k € Z. Wegen ¢, ¢ € [0,27) ist

2tk = nyY — p < nyY < 27n,
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und
2tk =nY —p > —p > =27

also k € {0,1,...,n—1}.

Umgekehrt sind die wy, := /7 (cos %2”’“ +1i sin %m) fir k=0,1,...,n—1
Losungen von (14), da |w}| = /7" = r und

Arg (wy) = nArg (wg) = ¢ + 2km = ¢

wobei = bedeutet, dass eine Gleichheit bis auf ein ganzzahliges Vielfaches
von 27 vorliegt. Damit folgt Arg (wj) = Arg(z), also w} = z. O

2.2.18 Bemerkung: Ublicherweise versteht man unter der Polarkoordi-
natendarstellung einer komplexen Zahl z € C z # 0, eine Darstellung der
Form

z=re, mit r € R, 7 > 0,p € [0,27).

Dabei ist e = 2,718... die Fulersche Zahl.

Diese ist dquivalent zu der Darstellung z = r(cos ¢ +isin ¢), denn es gilt die
FEulersche Formel: '
€'Y = cosp + 1 sin p.

Dazu ist aber zunichst einmal die Bedeutung des Ausdrucks e zu kliren.
Aus der Schulmathematik ist die folgende Formel fiir die Exponentialfunktion

exp (x) := e* bekannt:

x = T
e’ =exp(z) = Z ol
n=0 ’

Fiir eine komplexe Zahl z definiert man daher
s _ A
e =exp(z) = ZO .

Dass man diese Reihe iiberhaupt bilden (d.h. dass sie konvergiert) folgt aus
dem Quotientenkriterium, dass auch fiir unendliche Reihen aus komplexen
Zahlen gilt.

Nullstellen von Polynomen. Sei K ein unendlicher Korper (etwa K = R
oder C).
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2.2.19 Definition: Ein Polynom (iiber K) ist eine Funktion der Form
f:K— Kz~ f(x) :an$"+...+a1x+a0:Zakxk
k=0

mit ag, a,...,a, € K. Ist a, # 0, so heisst n der Grad des Polynoms (in
Zeichen: n = deg f). Sind alle a; = 0, so heiit f das Nullpolynom, dem wir
den Grad —oo zuordnen.

Mit K[x] bezeichnen wir die Menge aller Polynome iiber K.

2.2.20 Bemerkung: Wir werden spéter zeigen (Folgerung 2.2.25 unten),
dass die ag, aq,...,a, € K durch f eindeutig bestimmt sind (dabei ist ent-
scheidend, dass K als unendlich vorausgesetzt wurde). Sie heissen die Koef-
fizienten von f.

Summen und Produkte von Polynomen sind wieder Polynome. Das Produkt
der Polynome

=a,x" + ...+ a1z + ap
g(z) =bpa™ + ...+ bz + by

ist das Polynom
f(I)g(J:) = Cm+n$m+n +...+cx+c

mit

ck:ZarbS k=0,1,...,m+ n.

2.2.21 Lemma: (Polynomdivision): Sei g(x) ein Polynom # 0. Dann gibt
es zu jedem Polynom f(z) eindeutig bestimmte Polynome ¢(z) und r(z) mit

fx) = g(z) - q(z) + r(x)
und deg r(z) < deg g(z).

Beweis der Existenz: Ist deg f < deg g soist f = g-0+ f eine Zerlegung der
gesuchten Art.

Im anderen Fall sei n :=deg f > m :=deg g, f(z) = apa™ + ...+ a1z + ao,
g(x) = bpx™ + ...+ byx + by. Dann ist

f(@) = anby'a™ " g(x) = fi(x)
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ein Polynom vom Grad n; < n. Ist ny > m so subtrahieren wir von f; wieder
ein Vielfaches von g, so dass die Differenz ein Polynom vom Grad ny < ny
ist. So fortfahrend erhélt man schliesslich ein Polynom r, dessen Grad < m
ist. Mit geeignetem ¢ gilt also f — gq = r.

Eindeutigkeit: Ist f = g¢’ + ' eine weitere derartige Zerlegung mit ¢ # ¢, so
folgt:

gla—dq)=r—r"=deg glqg—¢) =deg(r—1") <m,

ein Widerspruch. O

2.2.22 Beispiel: Sei f(z) = 32® 4+ 2z + 1 und g(z) = * — x. Dann gilt
f(z) =g(x)(3zx+3) + (5z + 1)
d.h. f = gg+r mit ¢(x) =32+ 3 und r(z) = bz + 1.

2.2.23 Lemma: Sei f(z) ein Polynom iiber K. Ein Element o € K ist
genau dann Nullstelle von f(z), wenn f(z) durch x — « teilbar ist, d.h. es
gibt ein Polynom ¢(z) vom Grad deg (g) = deg (f) — 1 mit

fx) = (z = a)q(x)
Beweis: Nach dem Satz iiber die Division mit Rest gibt es q(z),r(z) € K|x]
mit
f(z) = (x — a)q(x) + r(z) und deg r(z) < deg(x —a) =1
also r(z) = ¢, ¢ € K. Folglich gilt:
fla)=0 <= r(a) =q(a)(a—a)+r(a) =0 < c=0.
0J

2.2.24 Folgerung: Ein Polynom # 0 vom Grad n hat hochstens n ver-
schiedene Nullstellen.

Beweis durch Induktion iiber n: Der Fall n = 1 ist klar.

n — n+1: Sei f ein Polynom vom Grad n+ 1. Falls f keine Nullstelle hat ist
nichts zu zeigen. Andernfalls sei « eine Nullstellen von f. Nach dem obigen
Lemma gibt es ein Polynom g vom Grad n mit

f(x) = (& — ar)g(x).

Nach der Induktionsvoraussetzung hat g hochstens n Nullstellen. Damit hat f
hochstens n+ 1 Nullstellen, denn jede solche ist entweder = « oder Nullstelle
von g. O
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2.2.25 Folgerung: Stimmen die Werte der Polynome

flx)=aux" 4+ ...+ a1z + ap
g(z) =byx" + ...+ bz + by

an n + 1-Stellen iiberein, so gilt a; = by fiir alle £ = 0,1,...,n und damit
f=gy

In diesem Fall hat das Polynom h: = f — ¢ vom Grad < n nédmlich n + 1
Nullstellen und muss daher das Nullpolynom sein.

Nullstellen von quadratischen und kubischen Gleichungen.

2.2.26 Satz: Ein quadratisches Polynom f(z) = az? + bz + ¢ € C[2] hat

in C eine Nullstelle.
Beweis: Nach der p-g-Formel)sind die Nullstellen @ = ;bi\/;f*m, ]

Wir wenden uns jetzt Polynomen vom Grad 3 zu:
f(z) = a2’ +bz* + cz +d € C[z]

Wir betrachten statt f das einfachere Polynom

1 b ,
p(z)_Ef(Z_g_a) =2 +pz+tq

mit geeigneten p, q € C. Es gilt:

a ist Nullstelle von f <= o+ £ ist Nullstelle von p(z).

3 + (%)2 und

Sei D := (g)

U4 = > —gﬂ:\/ﬁ

Dann ist @ = u; + u_ Nullstelle von p(z) (ohne Beweis; dies ist die Formel
von Cardano).

Beispiel: Sei p(z): = 2® — 15z — 4.
=D=-125+4=-121
Sur=v/+2+1li=2+i=a=4.
(denn (2+ )3 = (3 + 4i)(2 +4) = 2 + 114).
= «a = 4 ist Nullstelle von p(z).
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= p(z) = (2 —4)q(2)
mit ¢(z) = az?+ bz + c fiir geeignete a, b, c € C. Aus einer leichten Rechnung
ergibt sich ¢(z) = 2% 4+ 4z + 1. Damit sind —2 £ /3 die weiteren Nullstellen
von p(z) und es gilt:

p(z) = (2 —4)(z+2+V3)(z +2 - V3)).

Man kann auch noch fiir Polynome vom Grad 4 die Nullstellen explizit durch
seine Koeffizienten berechnen. Fiir Polynome vom Grad > 5 ist das i.a. nicht
mehr moglich, wie der norwegische Mathematiker N.H. Abel 1826 gezeigt
hat.

Der folgende Satz garantiert die Existenz von Nullstellen von Polynomen
iiber C.

2.2.27 Satz (Fundamentalsatz der Algebra): Jedes nicht-konstante Poly-
nom f(z) (d.h. deg f > 0) iiber C besitzt eine Nullstelle.

Ein Beweis findet sich z.B. in dem Lehrbuch Analysis 1 von K. Kénigsberger.

2.2.28 Folgerung (Satz von der Linearfaktorzerlegung): Jedes nicht kon-
stante Polynom f € C|z] besitzt eine Darstellung

fR)=alz—ai) ... - (z —ay)

Dabei sind die Faktoren (z—ay), . .., (2—a,,) bis auf die Reihenfolge eindeutig
bestimmt.

Beweis: Ist a; eine Nullstelle von f so gilt: f(z) = (z — aq) f1 wobei f; eine
Polynom vom Grad deg f — 1 ist. Ist deg f; > 0 so schreiben wir wieder
fi = (z — ag) fo wobei ay Nullstelle von f ist, also f = (z — a1)(z — ag) fo.
So fortfahrend erhélt man schliesslich die gesuchte Darstellung. OJ

3 Vektorrdume und lineare Abbildungen

3.1 Vektorraume

Sei K ein Korper (etwa K = R oder = C).
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3.1.1 Definition: Ein K-Vektorraum oder ein Vektorraum iiber K ist eine
Menge V zusammen mit zwei Abbildungen

+:VxV =V (v,w) —v+w (Addition)

und
K xV =V (\v)— (skalare Multiplikation)

so dass gilt:

(1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe.

(2) A (p-v)=(Ap) - v Vipe KveV.
3)1-v=w VoeV.

(4) AMv+w) = A+ Aw und (A + p)v = I + po fiir alle A\, € K und
v,we V.

Die Elemente in V' werden als Vektoren bezeichnet. Mit 0y (oder einfach
0) bezeichnen wir das neutrale Element von (V,+) (es wird der Nullvektor
genannt). Das Inverse von v € V in (V, +) bezeichnen wir wie {iblich mit —wv.
Fiir v,w € V setzen wir v —w: = v+ (—w)

Ist K =R (bzw. = C), so spricht man auch von einem reellen (bzw. komple-
xen) Vektorraum.

3.1.2 Bemerkung: Sei V' ein K-Vektorraum. Dann gilt:

(a) 0-v =0y YoveV
(b))\OV:OV VieK
() (-1)-v=—=v VYoveV.

Beweis: Es gilt

0-v=0-v4+0y=0-v4+(0-v—(0-v)) =

= (0 v+0-v)—(0-0) 2 (0+0)-v—(0-v) =0y

und damit (a). Der Beweis von (b) verlauft ganz analog. (c) ergibt sich wie
folgt:

0y (14 (D))= v+ v+ (=)o =

=—v+v+(-v=0+(-1v=(-1)v.
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3.1.3 Beispiele: (a) Das Standardbeispiel fiir einen Vektorraum ist die
I

Menge der Spaltenvektoren K™ = M(n x 1, K) ={]| : | T1,..., T, € K}
Ty,

mit der Addition und skalaren Multiplikation

T Y1 1+ U
S Bl A e :
T, Un, T+ Yn
T AT
A - =
Tn ALy,

(b) Die Menge der Polynome K|x] iiber K ist ein Vektorraum. Dabei ist die
Addition und skalare Multiplikation definiert durch

(15) f+9:K—Kaz—(f+g)(z): = f(z)+gx)
(16) MK — K,ze (0 f)(@): = Af(2)

(c) Sei M eine Menge und K ein Korper. Die Menge Abb (M, K) der Ab-
bildungen f : M — K ist ein K-Vektorraum. Dabei ist die Addition und
Skalramultiplikation wieder durch (16) definiert, d.h. es gilt (f + g)(m): =
f(m)+g(m) und (Af)(m): = Af(m) fiir alle f,g € Abb (M, K) und X € K.

3.1.4 Definition: Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U von V heisst
Untervektorraum, wenn U # ) und fiir alle v,w € U, und alle A € K gilt:

v+w, MveU.

3.1.5 Beispiele: (a) Die Untervektorriume von R? sind {0}, R? und die
Geraden durch den Nullpunkt (0,0), d.h. Mengen der Form {(z,y) € R? |
ax + by = 0} wobei a und b reelle Zahlen sind, die nicht beide = 0 sind.

(b) Sei K ein Kérper und

aip ... Qip T
(%) : : L[ =0

Am1  --- Qmn Tn
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ein homogenes lineares Gleichungssystem (iiber K). Dann ist die Losungs-
x1

menge U von (x), d.h. die Menge der n-Tupel reeller Zahlen | : | € K™ die
Tn

(%) erfiillen ein Untervektorraum von K™.

(c) Sei V' der R-Vektorraum der Funktionen f : R — R. Sei
U={feV | f ist 2x stetig differenzierbar und f” + f = 0}.

Dann ist U ein Untervektorraum von V. Zum Beispiel sind sin(z) und cos(x)
Elemente von U, da sin’ = cos und cos’ = — sin.

3.1.6 Bemerkung: Sei V' ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektor-
raum. Dann ist U selbst ein Vektorraum (genauer gilt: U zusammen mit der
Addition + |UxU und skalaren Multiplikation - ’ xop) 18t ein K-Vektorraum).
Beweis: Alle Axiome bis auf (1) folgen sofort aus der Tatsache, dass sie fiir
V gelten.
Fiir u € U gilt

—u=(-1)-ueUl.

Da U # () ist U eine Untergruppe von (V,+). Damit gilt (1) auch fiir U. O

3.1.7 Bemerkung: Sind Uy, U; Untervektorrdume von V', so ist auch Uy N
U, ein Untervektorraum.

Als néchstes diskutieren wir die Begriffe Linearkombinationen, lineare Un-
abhdngigkeit, Erzeugendensystem und Basis.

Sei V ein K-Vektorraum. Seien vy, ..., v, Vektoren von V.

3.1.8 Definition: Ein Vektor der Form
AU+ AU,

mit Aj,..., A, € K, heisst Linearkombination von (vy,...,v,). Die Menge

aller Linearkombinationen von (v, ..., v,) wird mit L(vy, ..., v,) bezeichnet.
Also
L(vl,...,vn) = {)\1@1+---+)\nvn ’ )\17--'7>\n EK}

Die Menge L(vy,...,v,) heisst die lineare Hiille von (vy,...,v,) (oder auch
der von den Vektoren vy, ..., v, aufgespannten oder erzeugten Raum).
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3.1.9 Bemerkung: (a) L(vy,...,v,) ist ein Untervektorraum von V.

(b) Ist U C V ein Untervektorraum und vy, ..., v, € U so gilt L(vy,...,v,) C
U. L(vy, ... ,v,) ist also der kleinste Untervektorraum der die Vektoren vy, ..., v,
enthalt.

Beweis von (a): Die Summe zweier Linearkombinationen und skalare Vielfa-
che einer Linearkombination ist wieder eine Linearkombination, denn

(Avr + oo+ o) + (v + oo fav) = (A p)vr + o+ (A ) v
A1+ o X)) = (Ao o (AN .

3.1.10 Beispiele: (a) Sei v = (g) € R? ein Vektor # 0. Dann ist L(v)

die Gerade in R? durch die Punkte (8) und @’)

(b) Seien vy: = <;> Uy = (?) Jw: = (g) € R2. Um zu entscheiden,

ob w Linearkombination von (v, vy) ist miissen wir das lineare Gleichungs-
system

r + 2y = 2
2r + 5y = 3

untersuchen. Offenbar gibt es eine eindeutig bestimmte Losung (z,y) =
(—1,4). Also, w = (—1)vy + 4v,.

(c) Das Polynom 3 € Abb (R, R) ist Linearkombination der Polynome (z —
1)* k=0,1,2,3. Es gilt nimlich

P=(z-1)+1)P=1-(2-1>+3x-1)+3x—-1)+1-(x—1)°

Umgekehrt ist die Funktion (1 + )" eine Linearkombination der Monome
1,z,2%,...,2", denn

(1+2)" = (g>1+ (?)xl SR (nfl)x"—l + (Z)x"

3.1.11 Definition: Sei V ein K-Vektorraum.
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(a) Ein n-Tupel (vq,...,v,) von Vektoren von V heisst Erzeugendensystem,
wenn jeder Vektor von V' Linearkombination von wvy,...,v, ist, d.h. wenn
V= L(vy,...,0).

(b) V heisst endlich erzeugt, wenn ein Erzeugendensystem endlicher Lénge
existiert, d.h. wenn es eine natiirliche Zahl n und ein Erzeugendensystem
(v1,...,v,) von V gibt.

3.1.12 Beispiele: (a) Die Vektoren vy: = <;> , Vgt = (?) bilden ein

Erzeugendensystem von R2.

(b) (e1,...,en,) ein Erzeugendensystem von K"™. Insbesondere ist K" endlich
erzeugt.

(¢) Ist K unendlich so ist K[z] nicht endlich erzeugt.

(Beweis: Angenommen K [x] wére endlich erzeugt. Sei (fi, ..., f,) ein Erzeu-
gendensystem. Das Maximum der Grade von fi,..., f, sei N. Wir schreibe
das Polynom 2" *! als Linearkombination von (fi,..., f,)

AT =Nfi o NS

Auf der linken Seite der Gleichung steht ein Polynom vom Grad N + 1
wihrend das Polynom rechts vom Grad < N ist. Widerspruch!)

Die Aufgabe einen (Unter-)Vektorraum durch moglichst wenige Vektoren zu
erzeugen fiithrt zum Begriff der linearen Unabhdingigkeit.

3.1.13 Definition: Sei V ein K-Vektorraum. Ein n-Tupel von Vektoren
(v1,...,v,) heiBt linear unabhéngig, falls fiir Ay,..., A\, € K gilt:

)\1U1—|—...—|—)\nvn:0:>/\1:...:)\kZO.
Das Tupel (vy, ..., v,) heisst linear abhéngig, falls es nicht linear unabhéngig
ist.
Anders ausgedriickt: (vy, ..., v;) ist linear abhéngig, falls es eine Darstellung

des Nullvektors als Linearkombination 0 = A\; - v + ... + A\g - v gibt, wobei
die A1, ..., Az € K nicht alle gleich Nulll sind.

3.1.14 Beispiele: (a) Die Vektoren z = (1,0,1), y = (—1,2,1), z =
(0,2,2) sind linear abhéngig, denn

3r+3y—32=0
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(b) Die Vektoren ey, ..., e, von K" sind linear unabhéngig. Aus
)\1'61+...+>\n'€n:0

folgt ndmlich (Ay,...,\,) = (0,...,0),also Ay = ... =X, =0.
(c) Ein einzelner Vektor v ist genau dann linear unabhéngig, wenn v # 0.

(d) Zwei Vektoren vy, v sind linear unabhéngig, wenn keiner Vielfaches des
anderen ist.

(e) Ist K unendlich so sind die Monome 1 = 2°, z, 2% ..., 2" in K|z] linear

unabhéngig. Dies ergibt sich aus Folgerung 2.2.25.

(f) Drei Vektoren in R? sind linear abhingig, wenn sie in einer Ebene liegen.

3.1.15 Lemma (Kriterien fiir lineare Unabhéngigkeit): Sei V' ein K-Vektorraum

und (vy,...,v,) ein n-Tupel von Vektoren. Die folgenden Bedingungen sind
dquivalent:
(i) (v1,...,v,) sind linear unabhéngig.
(ii) Jeder Vektor in L(vy,...,v,) laBt sich in eindeutiger Weise als Linear-
kombination der vy, ..., v, schreiben.
(iii) Keiner der Vektoren vy, ..., v, ist Linearkombination der anderen.
Beweis: (i) = (ii): Sei v € L(vy, ..., v,) und seinen

V= MU+ .. AU, = 0 e U,

zwei Darstellungen von v als Linearkombination von (v, ..., v,).

= O=v—v=(A —p)v1+ ...+ Ny — ttn)Vn

= A =,y Ay = .
(i) = (ili): Angenommen es existiert ein Index i € {1,2,...,k}, so dass v;
Linearkombination von (v, ..., v;_1,0i11,...,0,) ist. Sei v; = \jvg + ... +
Aic1Vi—1+Ait1Vig1+- . .+ A, v, eine solche. Dann erhélt man eine nicht-triviale
Darstellung des Nullvektors als Linearkombination von (v, ..., v,) nadmlich

0= /\1U1 + ...+ )\i_lvi_l + (-1)1}1 + >\i+1vi+1 + ...+ /\kvk
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im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von (vy, ..., v,).

(iii) = (i): Seien Ay, ..., A\, € K mit
AMvr+ ...+ N\, =0.

Angenommen )\; # 0 fiir einen Index i € {1,...,n}. Dann folgt

A1 Ai1 Ait1 An
Vi=——U — ... — —Vjm] — ——Vjy] — ... — —Up

A o A
im Widerspruch zur Annahme (iii). O
3.1.16 Lemma: Es seien k + 1 Vektoren vy, ..., vk, vpy1 in V' gegeben.
Sind (vy,...,vx) linear unabhéngig und ist vg, 1 € V . L(vq,...,vx) so ist
(v1,...,Vk, Ugs1) linear unabhéngig.
Beweis: Seien Ay, ..., A\gy1 € K mit
(17) )\11)1 + ...+ )\k+1vk+1 =0.

Dann ist zunéchst Ay, q = 0, denn wére A\, # 0, so konnte man die Glei-
chung nach vy, auflésen

A1 Ak
V41 = — vy — ... — Vi
Akt1 A1
und vy wire Linearkombination von (vy, ..., v;) im Widerspruch zur Vor-

aussetzung.

Also konnen wir den Summanden A y1vx41 in (17) weglassen und erhalten
)\1U1+...—|—)\kvk=0.

Da (vq,...,vx) nach Voraussetzung linear unabhénig ist, folgt \; = ... =

A = 0. 0J

3.1.17 Lemma (Schrankenlemma): Sei V' ein K-Vektorraum und n € N.
Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) V wird von n Vektoren erzeugt.

(ii) Je n+ 1 Vektoren von V sind linear abhéngig.

64



Beweis: Ist V' = {0} so ist nichts zu zeigen (beide Aussagen sind erfiillt). Wir
nehmen also an, dass V' # {0}.

(i) = (ii): Seien vy, ..., v,41 € V. Wir wollen zeigen, dass es A1, ..., A\py1 € K
gibt, die nicht alle = 0 sind, so dass

)\11)1 + ...+ )\n+1vn+1 =0.

Nach Voraussetzung gibt es ein Erzeugendensystem (by,...,b,) von V und
damit a;; € K,i=1,...,n,7=1,...,n+1, so dass
vj:aljbl—l—...—i-anjbnzzaijbi furjzl,,n—l—l
i=1

Damit ist

n+1 n+1 n n n+1
S =32 (an) =30 (L)
j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1
Es geniigt also zu zeigen, dass es Werte A; gibt, die nicht alle = 0 sind, so

dass
n+1

Z aij A\ firallei=1,...,n.

j=1
Das ist ein homogenes lineares Gleichungssystem mit n Gleichungen fiir n+1
Unbekannte. Es hat also immer eine nicht-triviale Losung.

(ii) = (i): Wir wéahlen uns ein linear unabhéngiges Tupel (by,...b,) von
Vektoren von grosstmoglicher Lange r. Das existiert nach Voraussetzung und
esist 1 <r < mn. SeiU: = L(by,...,b.). Ist U = V, so sind wir fertig.
Andernfalls gibt es ein b..1 € V . U. Nach dem obigen Lemma ist dann
(b, ...bs,b.11) linear unabhéngig. Das ist ein Widerspruch zur Wahl von 7.
O

3.1.18 Definition: Sei V ein K-Vektorraum. Ein n-Tupel (by,...,b,) von
Vektoren von V' heisst Basis, wenn (by,...,b,) ein Erzeugendensystem und
linear unabhéngig ist.

3.1.19 Bemerkung: Ist (by, ..., b,) ein Erzeugendensystem von V, so lésst
sich jeder Vektor v € V' schreiben als

U:)\1U1+...+)\nbn
fiir gewisse A1, ..., A, € K. Ist (by,...,b,) eine Basis, so sind A, ..., A, nach

dem Kriterium (ii) von Lemma 3.1.15 eindeutig bestimmt.
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3.1.20 Beispiel: (a) (ey,...,e,) ist eine Basis von K™. Sie heisst Stan-
dardbasis des K.

(b) Sei V' ein reeller Vektorraum mit Basis (v1, v2). Dann ist auch (vq +vs, v1—
v9) eine Basis.

3.1.21 Satz (Basissatz): Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann
gilt:

(a) V besitzt eine Basis. Genauer: Ist (vy,...,v,,) ein Erzeugendensystem,
so gibt es eine Basis (by,...,b,) mit b; € {vy,...,v,} firalle: € {1,...,n},
d.h. man erhélt eine Basis aus (vy, ..., v,,) indem man gegebenenfalls einige

der Vektoren weglésst.
(b) Je zwei Basen haben die gleiche Lénge.

(c¢) (Ergénzungssatz) Sind by, ..., b, linear unabhéngig und keine Basis von
V', so gibt es Vektoren b,,1,...,b, € V, so dass (b, ..., b,) eine Basis von V
ist.

Beweis: Zu (a): Sei (by, ..., b,) ein Erzeugendensystem von V' mit minimalem
n, gebildet aus Vektoren in {vy, ..., v, }. Wir wollen zeigen, dass (b1, ..., b,)
linear unabhéngig ist und damit eine Basis. Nach Lemma 3.1.15 geniigt es
zu zeigen, dass keiner der Vektoren by, ..., b, Linearkombination der anderen
ist.

Wire z.B. b,, Linearkombination von (by,...,b, 1), also b, € L(by,...,b,_1),
so wiirde fiir eine beliebige Linearkombination Y ; ; A;b; von by, ..., b, gelten

> Nibi = (Mbi+ o+ Au1bust) + Ay € Liby, . busy)
i=1

da L(by,...,b,—1) ein Untervektorraum ist. Also wiirde folgen
V =L(by,...,b,)CL(by,...,bu_1),

d.h. (by,...,b,—1) wire ein Erzeugendensystem. Das steht im Widerspruch
zur Minimalitdt von n.

Zu (b): Seien (by,...,b,) und (b),...,b),) zwei Basen von V. Wir wollen
zeigen, dass n = n'. Da (by,...,b,) ein Erzeugendensystem ist, ist n’ < n,
den das n'-Tupel (b),...,0,) wire sonst nach dem Schrankenlemma linear
abhéngig. Analog, indem man die Rollen von (by,...,b,) und (v},...,0),)
vertauscht, ergibt sich n < n/; also n =n/'.
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Zu (c): V sei erzeugt von n Elementen. Sind bq,...,b, linear unabhingig
aber keine Basis, so sind sie kein Erzeugendensystem, d.h. L(by,...,b.) # V.
Dann gibt es ein b,41 € V \ L(by, ..., b,). Nach einem der vorangegangenen
Lemmata ist (b1, ..., b, b.41) linear unabhéngig. Diesen Prozess kénnen wir
fortsetzen, solange wir nicht bei einem Erzeugendensystem angekommen sind.
Aber nach dem Schrankenlemma geht das allenfalls, solange r < n ist. Also
bricht der Prozess ab, und wir erhalten eine Basis der gesuchten Form. [

3.1.22 Definition: Sei V ein K-Vektorraum. Die Dimension von V

dim(V) € {0,1,2,...} U{oo}

ist wie folgt definiert:

1. Ist V = {0}, so sei dim V = 0.
2. Ist V' # {0} endlich erzeugt und (by,...,b,) eine Basis von V, so sei

dimV =n.

3. Ist V nicht endlich erzeugt, so sei

dimV = oo.

Beispielsweise ist dim(K™) = n. Fiir den reellen Vektorraum R[z] aller Poly-
nome fiiber R gilt dim(R[z]) = co und dim{f(z) € R[z] | deg f(z) < n}) =
n+ 1.

Ein Vektorraum V' heisst endlich-dimensional falls dim(V') < oo, also wenn
V' endlich erzeugt ist. Im Folgenden betrachten wir haupséchlich endlich-
dimensionale Vektorrdume. Als Folgerung aus dem Basissatz erhalten wir:

3.1.23 Folgerung: Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum der Di-
mension n und (v, ...,v,) ein n-Tupel von Vektoren V. Dann sind die fol-
genden Bedingungen dquivalent:

(i) (v1,...,v,) ist eine Basis.
(ii) (v1,...,v,) ist linear unabhéingig.
(iii) (v1,...,vy,) ist ein Erzeugendensystem.
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Beweis: (ii) = (i): Ware (vy, ..., v,) keine Basis, so konnte man es nach dem
Ergénzungssatz zu einer Basis auffiillen, die dann aber mehrals n Elemente
enthielte im Widerspruch zu dim(V') = n.

(i) = (i): Ware (vq,...,v,) keine Basis, so wiirde aus (vy,...,v,) durch
Weglassen einiger Vektoren eine Basis mit weniger als n Elementen entstehen.
Das ist wieder ein Widerspruch zu dim(V') = n. O]

3.1.24 Folgerung: (Dimension von Unterrdumen) Sei U C V ein Un-
tervektorraum des endlich-dimensionalen Vektorraums V. Dann ist auch U
endlich-dimensional und

dimU < dim V.

Gleichheit gilt genau dann, wenn U =V ist.

Beweis: Sei n: = dim(V). Nach dem Schrankenlemma sind dann je n + 1
Vektoren in V' linear abhéngig. Also sind auch je n+ 1 Vektoren aus U linear
abhéngig. Nach dem Schrankenlemma (angewendet auf U) hat U daher ein
Erzeugendensystem aus n Elementen und folglich, nach Teil (i) des Basissatz,
eine Basis aus hochstens n Vektoren. Das zeigt, dass dim(U) < dim(V).

Ist dim(U) = dim(V) = nund (vy, ..., v,) eine Basis von U, so ist (v1, ..., v,),
aufgrund der Implikation (ii) = (i) in der obigen Folgerung 1, auch eine Basis
von V und damit U = L(vy,...,v,) = V. O

3.1.25 Definition: Seien U;, Uy Untervektorrdume eines K-Vektorraums
V. Die Menge

U1 +U23 = {u1 + U2 | Uy € Ul,UQ S UQ}
heisst die Summe von U; und Us. Es ist der kleinste Untervektorraum von

V der U; und U, enthalt.

3.1.26 Folgerung: (Dimensionsformel fiir Unterrdume) Sei V' ein K-Vektorraum
und seien Uy, U, endlich-dimensionale Untervektorrdume. Dann ist auch U; +
U, endlich-dimensional und es gilt
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